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543. PRILOZI TEORIJI ANALITlCKIH NEJEDNAKOSTI

Ljubomir R. Stankovic

1. UVOD

Ovaj rad predstav1ja skracenu verziju doktorske disertacije
odbranjene na Elektronskom fakultetu u Ni8U. Iz rukopisa koji je
prihvacen i odbranjen kao doktorska teza, izostav1jena su dva
poglavIja za koje smo smatra1i da su od manjeg znacaja. Takode
su izvr8ena izvesna skracivanja i u osta1im pog1av1jima.

Definicije i oznake koje nisu eksplicitno navedene u radu,
mogu se naCi u monografiji D. S. MITRINOVIC(In cooperation
with P. M. VASIC): Analytic inequalities. Berlin-Heidelberg-New
York, 1970.

*
* *

I ovom pri1ikom ze1im da se zahva1im profesorima dr D.
S. MITRINOVICUi dr P. M. VASICU koji su me podstakli da
pocnem da se bavim naucnim radom u matematici a posebno u
teoriji nejednakosti i koji su mi, u toku izrade teze, pruza1i drago-
cenu pomoc kako diskusijom 0 pojedinim prob1emima tako i omo-
gucavanjem kori8cenja dokumentacije priprem1jene za monografiju
Analiticke nejednakosti.

Isto tako zahvaIjujem se profesorima dr R. Z. DORDEVICUi
dr R. R. JANICUkoji su me podr.zava1i u izradi ove teze i stara1i se
da mi stvore 8to boIje uslove za rad.

Pored toga zahvalan sam Elektronskom faku1tetu u Ni8U 8to
mi je omoguCio da provedem jednu godinu na Katedri za mate-
matiku Elektrotehnickog fakulteta u Beogradu, za koje vreme sam
i dobio rezultate koji su posluzili kao osnov ove teze.
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2. PROBLEM OPPENHEIMA

A. OPPENHEIMje dokazao sledeca dva rezultata [1], [2] (videti takode
D. S. MITRINOVIC[1] str. 339):

Teorema I. Ako su aj i Cj (i = 1, 2, 3) pozitivni brojevi koji zadovoljavaju us/ore

min (al' az, a3) ~ Cj~ max (al' az, a3)

Cj + Cz+ C3;;;;aj + az + a3

(j= 1,2, 3),

tada vazi nejednakost
Cj Cz C3

;;;; aj az a3

sa jednakoscu ako i sarno ako su aj i c; u nekorn uredenju jednaki.

Teorema n. Ako su aj i Cj (i= 1, 2, 3) pozitivni brojevi koji zadovoljavaju us/ove

min (al' az, a3) ~ Cj~ max (al' az. a3)

CICZC3~ aj aza3

(j= 1,2, 3),

tada vazi nejednakost
Cj + Cz+ C3 ~ aj + az + a3

sa jednakoscu ako i sarno ako su aj i c; u nekorn uredenju jednaki.
Ove teoreme, u stvari, su odgovor za n = 3 na sledeCi problem. Neka su

data dva skupa pozitivnih brojeva aj, . . . , a~ i Cj' . . . , cn. Ako je aritmeticka
sredina brojeva Cj' ... , cn manja ili jednaka aritmetickoj sredini brojeva aj, ... , an,
kakav je odnos medu geometrijskim sredinama?

U clanku u kome posmatra gornji problem, A. OPPENHEIMkaze: "Bilo bi
interesantno da se prosire ovi rezultati na skupove pozitivnih brojeva za n> 3.
No, ocigledno je da direktno prosirenje nije mogucno". Jedno prosirenje za
bilo koje n dali su kasnije E. K. GODUNOVAi V. I. LEVIN [1] (videti Teoremu
1 i 2). Drugo prosirenje za proizvoljno n dao je P. M. VASIC [1]. Nairne, on
je dokazao sledece teoreme:

Teorema m. Ako brojevi a; i Cj (i = 1, . . . , n) zadovoljavaju us/ove

k k

L a; ~ L Cj

;=1 ;=1
(k=I,...,n)O<aj~' . . ~an, O<Cj~'" ~Cn,

tada je
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odnosllo, vazi

(k=I,...,n).

Teorema IV. Ako brojevi a; i c; (i = 1, . . . , n) zadovoljavaju uslove

O<an~' ., ~al

tada je

k k

O<cn~ . . . ~cl' IT a; ~ ITc;
;~I ;~I

(k = 1, . .. , n),

odnosno, vazi

(k=I,...,n).

Glavni rezultat OPPENHEIMaje:

Teorema 1. Neka su (a), (b) dva niza pozitivnih brojeva koji zadovoljavaju uslov:
(h) Elementi niza (b) leze izmedu najveceg i najmanjeg elementa niza (a).

Akoje O~IX~~ i A3(b)~A3(a), tadaje
3

(1) G (b) ~ (A3(b» )'"G (a).3 A3(a)
3

Odavde sleduje
(2) G3 (b) ~ G3 (a).

lednakost u (1) ili (2) vazi ako i samo ako je (a) neko preuredenje od (b).

Dokaz nejednakosti (2) je dao OPPENHEIMu [1], a (1) je jedan od glavnih

rezultata u [2]. Jasno, da nejednakost (1) za neko dato IX (0~ IX~
~ )povlaCi, po

pretpostavci, istu nejednakost za manje IX. Ustvari, za IX~~ 2 dobija se najstro-
3

OPPENHEIM pokazuje da ako je IX ~ ~ nejednakost ne
3

zija nejednakost; u [2]

vazi u opstem slucaju.
Otuda, u Teoremi 1, mi cemo pretpostaviti da su (a) i (b) monotoni i

rastuci. Tada je pretpostavka (h) ekvivaJentna sa al ~ bl i b3~ a3.
Problem postavljen od OPPENHEIMau [1] bio je da se nade generalizacija

za (h). To su dali E. K. GODUNOVAi V. 1. LEVIN u [1]. GODUNOVAi LEVIN
daju prosirenje Teoreme 1.

Teorema 2. Neka je n>2 i neka su (a), (b) dva niza pozitivnih brojeva koji
zadovoljavaju

(H) a,~b;

a;~b;

(1 ~i~ll-m, 1 ~m~n),

(n-m+ 1 ~i~n).
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(Ako je m = 1 poslednji uslov je nepotreban, ako je m = n pretposlednji uslov je
nepotreban).

Ako je (p) drugi niz pozitivnih brojeva, i ako je

O~IX~I-Pn-m i An(b,p)~An(a,p),
PII

tada je

Gn (b, p) ~ (An (b, P))'" Gn (a, p).
An(a,p)

Iz (3) neposredno sleduje

Gn(b, p) ~ Gn(a, p).

Ako je n = 3, m = 2 pretpostavka (H) je ekvivalentna sa (h). Ako pretpo-
stavimo da je PI = P2 = P3 Teorema 2 se svodi na Teoremu I.

Prirodno prosirenje problema OPPENHEIMaje zamena aritmeticke i geo-
metrijske sredine sa opstim sredinama. OPPENHEIMne daje odgovor na to pitanJe
rnada neki od tih rezultata daju parcijalne odgovore za opstije probleme. Tacnije,
postavicemo problem: ako je poznato da su s-te sredine od (a) i (b) u nekom
uredenju kada cemo zakljuciti da isto uredenje vazi za njihove t-te sredine
(videti P. S. BULLEN,P. M. VASIC i Lj. R. STANKOVIC[I])? Teorema 2 daje
odgovor za slucaj s = I, t = 0; OPPENHEIMje u [1] i [2] dao resenje za slucaj
8=0, t= 1.

(3)

Teorema 3. Neka su (a) i (b) dye trojke pozitivnih brojeva koji zadovoljavaju (h).

(i) Ako je r>O i M~](b)~M~](a), tadaje

G3(b) ~ G3(a).

(ii) Ako je r ~ 0 i G3(a) ~ G3(b), tada je

M~] (a) ~ M~] (b).

(iii) Ako je A3 (b) ~ A3 (a), tada je

H (a)~ (G,(a) )
3
H (b'.3 G, (b) 3 J

(iv) Ako je H3(b)~ (G,(b) )3H3(a), tada je
G,(a)

A3 (a) ~ A3 (b).

Jednakost vazi aka i samo ako je (a) neko preuredenje od (b).

Delovi (iii) i (iv) su oslabljeni odgovor na postavljeni problem.
Delovi (i) i (ii) su prosirenje slucaja r = I.

Teorema 4. Neka je F: R+ ~R rastuca i konkavna funkcija i neka su (a) i (b)
dva niza od n pozitivnih brojeva koji zadovoljavaju (H). Neka je (p) drugi niz
.od n pozitivnih brojeva. Ako je

(4) An (b, p) ~ An (a, p)
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tada je

(5)
n n

2: F(b)pj~ LF(aj)pj;
j=1 j=1

ako je F strogo rastuca, imamo

(6)
[F]

(b
[F]

Mn ,p)~Mn (a,p).

Ako je F' pozitivna bar u jednoj tacki tada jednakost u (5) vazi ako i
samo ako je aj=bj (1;;;;i;;;;n).

Dokaz. Neka je c, =Abj+(1-A)aj (1 ;;;;i;;;;n);tada sa (c) mozemo zame-
niti (a) ili (b) u (H); u stvari (c) je rastuCi niz. Kako je F konkavna F' egzis-
tira sem na prebrojivom skupu i opadajuca je funkcija; posta je F rastuca F'
je nenegativna. Definisimo funkciju f pomocu

n

f(A) = 2: Pj (c;).
j=1

Tada je potrebno dokazati da je f(1) ~ f(O); kako F' egzistira sem na
prebrojivom skupu dovoljno je pokazati da je f' (A)~ 0, kad god postoji.

Ako je 1;;;; i;;;;n - m tada je bi ~ aj pa je, na osnovu gornje primed be,
F' (cJ ~ F' (cn-m+1)' odavde dobijamo

n-m n-m

L pj(bj-aj)F'(cj)~ 2: pj(bj-a;)F'(cn--m+l).
j=1 j=1

Slicno, ako je n - m + 1 ;;;;i;;;;n, bj;;;;aj, tada je

n n

2: pj(bj-a;)F'(cj) ~ 2: pj(bj-a;)F'(cn-m+l).
j~n-m+1 j~n-m+1

Iz ovoga se sledece nejednakosti lako proveravaju
n n

F'(A) = L pj(bj-a;)F'(c;)~ L pj(bj-a;)F'(cn-m+l)~O,
i=i i=i

sto kompletira dokaz nejednakosti (5).

Nejednakost (6) i slucaj kada nastupa jednakost su ocigledni. KoristeCi
gornji dokaz mozemo dobiti slicne rezuItate uzimajuCi razliCite pretpostavke za
F; ukratko to su sledeci rezuItati:

(A) Ako je F konveksna i rastuca i nejednakost (4) je obrnuta tada nejedna-
kosti (5) i (6) su obrnute.

(B) Ako je F konveksna i opadajuCa nejednakost

Posmatrajmo slucaj F(x) = xr:

ako je 0 < r;;;;1 tvrdenja teoreme 4 vaze;

ako je r ~ 1 tvrdenja iz (A) vaze;

(5) je obrnuta ali (6) vazL,

(i)

(ii)
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(iii) ako je r<O tvrdenja iz (B) vaZe.

Ako je F(x) = logx, tada pretpostavka tebreme 4 vaii.
Ako je F(x) = eAX, tada pretpostavka iz (A) vaii ako je 1,,>0, ali ako je

1,,<0 tada (B) vaii.
To je dovoljno da kompletno resimo problem postavljen na pocetku.

Posledica 5. Neka (a), (b) budu dva niza od n pozitivnih brojeva koji zadovo-
ljavaju (H) i (p) drugi takav niz.

Ako je - 00 <s< + 00, tada:

(i)

(7)

ako je M~](b,p) ~M~](a,p) i ako je t<s, tada je

M~](b,p) ~ M~](a,p);

(ii) ako je M~](a,p) ~M~](b,p) i ako je t>s, tada je

(8) M~] (a, p) ~ M~] (b, p).

Jednakost u (7) ili (8) vaii ako i samo ako je ai=bi(l ;;'i~n).

Posledica 5 ima vrlo interesantnu implikaciju.

Posledica 6. Pretpostavimo da su (a), (b) dva niza pozitivnih brojeva, od kojih
nijedan nije preuredenje drugog; pretpostavimo, zatim, da je (p) drugi takav niz
brojeva.

Ako je

(9) [-00] ( ) M
[-oo] (b )M n a,p < n , P ,

tada ako (a), (b) zadovoljavaju (h) postoji jedno s (- 00 <s< + 00) takvo da je:

(i)

(ii)

ako je t<s tada je M~](a,p)<M~](b,p),

ako je t>s tada je M~](a,p»M~\b,p),

(iii) akoje t=1 tadaje M~l](a,p)=M~I](b,p).

Dokaz je ocigledan.
Postavimo sledece interesantno pitanje: pretpostavimo da u (9) uzmemo

u,v(-oo~u<v;;'+oo), i da je

M~U](a,p)<M~](b,p) i M~](a,p»M~](b,p),

da Ii postoji jedno s(u<s<v) sa slicnim osobinama kao u posledici 6?
Deo po sledice 5 (i) sledi iz rezultata GODUNOVEi LEVINa (lJ, mada oni

ne daju to eksplicitno. U stvari, vaii stroiiji rezultat - jedna analogija od (3);
kao sto smo napomenuli OPPENHEIM[2] je dokazao da takva analogija ne vazi
U opstem slucaju. Osnovna teorema GODUNOVEi LEvINa u [1] je:
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Teorema 7. Pretpostavirno da su (a), (b), (p) tri niza pozitivnih brojeva, gde (ti)
i (b) zadovo/javaju (H). Neka funkcija F: R +--. R ispunjava s/edeee us/ove:

(i) F je konkavna,

(ii) F je rastuca,

(iii) xF' (x) je rastuca.

Ako je
(10)

(11) An (F(a),p)
- rxF(An(a,p) ~ An (F(b),p) - rxF(An(b,p)

(F(a) oznacava n-torku (F(a1), . . . , F(an)).

KoristeCi dokaz dat u [1] dobijamo sledece rezultate:

(A') Ako je F konveksna i xF' (x) rastuca i ako je nejednakost (10) obrnuta
tada je i nejednakost (11) obrnuta.

(B') Ako je F konveksna i opadajuca i ako je xF'(x) opadajuca tada je ne-
jednakost (11) obrnuta.

Posledica 8. Neka su (a), (b) dva niza od n pozitivnih brojeva koji zadovoljavaju
(H) i neka je (p) drugi takav niz brojeva.

Ako je - 00 <s< + 00 i O:O;:rx:O;:1- Pn-m tada:- - Pn
(i)

(12)

ako je

i ako je t<s, vazi

(ii) ako pretpostavirno da u (12) vaii obrnuta nejednakost i ako je t>s tada
u (13) ili (14) irnarno obrnute nejednakosti. Jednakost u (13) ili (14) vazi ako
i sarno ako je ai = bi (I ~ i~ n).

Dokaz. Ako u Teoremi 7 uzmemo za F(x) redom x', logx ili eX tvrdenje
neposredno sledi.

OPPENHEIM[2] je pokazao da ako u (ii) stavimo s = 0, t = I analogna ne~
jednakost od (14) ne vazi u opstem slucaju (tj. Gn zamenjujuci sa An i M~1
sa Gn); tacnije, u tom slucaju nejednakost ce biti obrnuta od (13).

Teorema 4 bice generalisana zamenjujuci uslove (H) sa usJovima (F):
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Teorema 9. Neka su (a), (h), (p) nizovi od n pozitivnih hrojeva za koje vaU

(F)
k k

1.aiPi~ 2 hiPi (1 ~k~n-m, 1 ~m~n),
i=1 i=1

n n

1.aiPi~ 1.hiPi (n-m+ 1 ~k~n).
I=k i=k

(Ako je m = 1 drugi us/ov je nepotreha1l; ako je m = 11prvi us/ov je nepofreba1lj.

(i) Ako je funkcija F: R-+R konkavna i ako je

(15)
n n

2 hi Pi = 2 aiPi
i=1 i~1

tada (5) vazi.

(ii) Ako je funkcija F: R-+R konkavna i rastuca i (4) vazi, fJ.

n n

LhiPi~ 1.aip,
i=1 i=1

tada (5) vazi; jednakost vazi pod istim us/ovima kao u Teoremi 4.

Dokaz. Definisimo (c) i f kao u Teoremi 4. Tada, koristeCi istu pnmedbu
kao u tom dokazu, dovoljno je pokazati da je I' ~ O. Uvedimo sledece oznake:

k k

Bk= LhiPi' Ak= 1.aiPi (1~k~n),
i=1 i=1

1:ada je

n n-m

1'(1.)= LP/(hi-ai)F'(c;)= 1.(Bi-A;)(F'(c;)-F'(ci+i))
i=1 i~1

n-I

+ L (A;-B;) (F'(Ci)-F'(Ci+I)) + (Bn-An)F'(cn-m+l)'
i=n-m+l

-Sa pretpostavkama (F) i pretpostavkama za F dobijamo nejednakost I' (A)~ O.
Slucaj jednakosti je ocigledan.

PRIMEDBA. Ako su kline (p) nenegativne tada (H) povlaCi (F). Sta vise tacno je: (H) i (4)
povlace (F). Ocigledno ai~bi(l~i~n-m) povlaCi Ak~Bk(i~k~n-m), ako je k>n-m tada

je Ak=An-A~~Bn-B:=Bk' iz (H) i (4). Obmuto je netacno kao sto se vidi na primeru
,n=3, Pl=P2=P3=1, a1=a2=a3=5, b1=b2=3, b3=6.

U Teoremi 9 (ii) ako je F strogo rastuca (6) vazi. Kada sa Teoremom 4
koristimo gornji dokaz mozemo dokazati slicne rezultate dobijene sa razlicitim
pretpostavkama. Neki od tih su sledeCi:
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(IX) Ako su (a) i (b) opadajuci; (F) je isto; F konveksna; (15) vaZi, tada i
(5) vazi.

(~) Ako su (a) i (b) opadajuCi; (F) isto; F je konveksna i rastuca i (4) vaZi;
tada je isti zakljucak kao u (IX).

(y) Ako su (a) i (b) rastuci, (F) je obrnuto, (4) je obrnuto, F je konvekcna
i opadajuca, tada (5) vazi.

(a) Ako su (a) i (b) rastuci; (F) je obrnuto; (4) je obrnuto; F konkavna i
opadajuca, tad a nejednakost (5) je obrnuta.

Teorema 9 (IX)je malo prosirenje rezultata L. FUCHS [1]; FUCHSOVrezultat
je za slucaj m = 1. Mogucnost zamene pretpostavke (H) sa (F) u posledici 5,
i odatle u posledici 6, nije jednostavna. Posledica 5 je dokazana uzimajuCi pogo-
dan specijalan slucaj u Teoremi 4 za nizove (a') i (bS); to je moguce sarno ako
(a) i (b) zadovoljavaju (H); za slucaj s<o potrebna je neznatna specijalna mo-
difikacija. Slucaj sa pretpostavkama (F) je predmet sledece posledice.

Posledica 10. (i) Ako pretpostavka (F), za m = 1, vaii za (a) i (b) i ako je F
konkavna rastuca, tada vaii i za (F(a» i (F(b».

(ii) Ako pretpostavka (F), za m = n, vaii za (a) i (b) i ako je F konveksna
rastuca, tada vaii i za (F(a» i (F(b».

(iii) Ako pretpostavka (F), za 1<m<n, vaii za (a) i (b) i ako je F linearna
rastuca funkcija, tada vaii i za (F(a» i (F(b».

Dokaz. Dokazacemo (iii). Kako je F rastuca funkcija imamo

F(al) ~ . . . ~ F (an)' F(bl) ~ . . . ~ F(bJ.

Sada koristeCi Teoremu 9 (ii) za (ap . . ., ak) i (bp..., bk) (1 ~ k ~ n - m)
dobijamo

k k

LF(a,)Pi~ LF(b;)Pi (1 ~k~n-m).
i~1 i=1

Na kraju uzimajuci Teoremu 9 (~) za (b~, bn-p . . . , bk) i (an' an-I' . . . . ak)
(n-m+ 1 ~k~n) imamo

n n

L F(ai)pi ~ L F(b;)Pi (n - m + 1 ~ k ~ n).
i=k i=k

PRIMEDBA.(i) Iz toga sledi da u opstem slucaju Posledica 5 moze biti delimicno prosirena za-
visno od toga kako su pretpostavke(F) izabrane.

Ako su (a), (b), (p) tri niza pozitivnih brojeva, gde su (a) i (b) opadajuCi,
tj. al ~ . . . ~an' bl ~ . . . ~bn i ako je F strogo monotona, tad a (b) F-dominira
(a) sa tezinama (p) ako je

Mr](b,p)~Mr:](a,p) (1 ~k~n);

reCicemo da (b) s-dominira (a) sa tezinama (p) ako je F(x) = xs(s:;i:O), F(x) =
logx(s = 0); na kraju ako je s = 1 reci cemo da (b) dominira (a) sa tezinama (p).
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PIuMEDBA. (i) Za svako F i (p) definisana je uredajna relacija na skupu opadajucih n-torki.

(ii) Ako je s = 1, Pt = . . . ~ Pn tada se to uredenje svodi na uredenje koje su dali HARDY,
LITTLEWOOD i POLYA [2].

(iii) Teorema 9(~) pokazuje da ako (b) dominira (a) sa tezinama (p) tada (b) F-dominira
(a) sa tezinama (p) za svaku konveksnu strogo rastucu funkciju F.

Posledica 11. Ako (b) s-dominira (a) sa lezinama (p) (- 00 ~ s ~ + 00) lada (b)

I-dominira (a) sa lezinama (p) za svako I>s.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je s>O; tada mozemo reCi da (bS) dominira
(as) i tako rezultat sledi iz prethodne primedbe (iii) za F (x) = xr (r = ~, I> s).

(ii) Pretpostavimo da je s<O; tada su nizovi (as) i (bS) rastuCi, koji zadovoJja-
vaju obrnutu drugu nejednakost iz (F), m= 1, i obrnutu od (4). Tada ako je

1>0 i F(X)=xr(r=+) rezultat sledi iz Teoreme 9 (y); ako je I~O, F(x)=xr

(r = : ' 1*0), F(x) = log x, 1= 0, rezultat sledi iz Teoreme 9 (a).

(iii) Na sliean naein se dobija i slucaj s=o uzimajuCi da je F(x) = etX(t> 0).

Interesantno bi bilo ispitati da Ii slieni rezultati vaze za simetricne i kon-
tra-harmonicne sredine (videti D. S. MITRINOVICi P. M. VASIC [1]).



3. POBOLJSANJE I PROSIRENJE REZULTATA J. C. BURKILLA

Sledecu teoremu je dokazao J. C. BURKILLu [1]:

Teorema A. Ako je f dva puta diferencijabi/na konveksna funkcija,
r ~ 0 vazi

(1) (p + q + r)f (PX + qy + rz)- (p + q)f (PX + qy

)-
(q + r)f (

qy + rz )p+q+r p+q q+r

tada za p, q,

(rz+PX )- (r + p)f - + pf(x) + qf(y) + rf(z) ~ O.r+p

Pored ove teoreme (Teorema 2 gore pomenutog cJanka), J. C. BURKILL
je dokazao jos sedam teorema. Za neke od njih (na primer, Teorema 3 i 4),
on je sam pokazao da su po sledice nekih drugih teorema iz pomenutog clanka.
Nije tesko videti da se sledeca nejednakost (Teorema 1 u [1])

(2) xa yb Zc - (b + c) ybj(b+c) zc[(b+c)
- (c + a) zc/(c+ a)xa/(c+a)

- (a + b)x>/(a+b) yb/(a+b) + ax + by + cz ~ 0 (a+b+c= 1)

moze dobiti iz (1).
Nairne, ako stavimo f(x) = eX, P = a, q = b, r = c (a + b + c = 1) i uvedemo

nove promenljive logx, logy, 10gz umesto x, y, z iz (1) dobijamo (2).
Teorema 6 dobija se iz Teoreme A (videti J. D. KECKIC i 1. B. LACKO-

VIC [1]). J. C. BURKILL je pokazao da se Teorema 7 dobija kao posledica
Teoreme 6. Iz svega ovoga se vidi da je Teorema A glavni rezultat J. C.
BURKILLAu [1].

Sada Cemo dati neke nove rezuItate vezane za Teoremu A (videti P. M.
VASIC i LJ. R. STANKOVIC[2]).

Teorema 1. Ako je f konveksna funkcija tada za p, q, r ~ 0 nejednakost (1) vazi.

Dokaz. Bez smanjenja opstosti, pretpostavicemo
na osnovu osobine sredina,

x~
px+qy

~y~
qy+rz

~z.
p+q q-rr

Broj
px + rz nalazi6e se u jednom od sledecih segmenata:
p+r

da je x~y~z. Tada je,

10 [ px+qy

]
2°

[
P

.

x+qy

]
x, , , y ,

p+q p+q 3° [
y, qy+rz

]
, 40

[
qy+rz,

Z
]

.
q+r q+r

13
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Slucaj 1°. Ako je x~px+rz ~px+qy, tada je
p+r p+q

px+rz px+qy+rz
~~--~Y,
p+r p+q+r

px+qy ~px+qy+rz
~z,

p+q p+q+r
tj.

px+qy ~px+qy+rz
~ V.

p+q p+q+r .

Ako stavimo

~+n ~+~ ~+n
XI=X2=~' X3=X4=~' XS=X6=~;q+r p+q q+r

(3)
px + qy + rz

YI=z, Y2=Y' Y3=Y4=YS= , Y6=X,
p+q+r

PI=r, P2=q, P3=P, P4=Q, ps=r, P6=P,

vidimo da su uslovi sledece teoreme zadovoljeni (L. FUCHS [1], videti takode
D. S. MITRINOVIC[1] str. 165).

Teorema B. Nejednakost

(4)
n n

L P;/(Xi) ~ L P;/(Yi)
i=1 i=1

vazi za svaku konveksnu funkciju f i za proizvo/jne realne brojeve PI, ..
"

Pn ako
i sarno ako je

r r

L PI Xi ~ LPiYi
i=1 i=1

(r=l, ..., n-l),

n n

LPi Xi = LP'Yi'
i~1 i=1

Na osnovu ovoga, ako su Pi' q" Yi definisani sa (3), iz (4) za n = 6,
dobijamo Teoremu 1.

Slucaj 2°. Na sliean naein iz Teoreme B za
qy + rz

XI=X2=~' q+r

px + rz
X2=X4=~'

p+r

px+qy+rz
YI = Z, Y2 = Y, Y3 = Y4 = Ys = , Y6 = X;

p+q+r

PI =r, P2 = q, P3=p, P4=r, Ps =q, Ps=P

dobija se Teorema 1.

Slucaj 3°. Teorema B, za
qy + rz

XI=X2=--' q+r

px + rz
X3=X4=-

p+r

Ix+qy
Ks=Xj=-;

p+q
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px+qy+ rz
YI=Z, Y2=Y3=Y4=---' YS=Y, Y6=X;p+q+r

daje Teoremu 1.

Slucaj 4°. Teorema 1 se dobija iz Teoreme B ako stavimo:

pX + rz
X1=X2=-'

p+r

qy + rz
X3=X4=-' q+r

x = X6 =
px + qy .

5 ,
p+q

px+qy+rz
YI=Z, Y2=Y3=Y4= , Ys=y, Y6=X;

p+q+r

PI =r, P2=P, P3=Q, P4=r, Ps=q, P6=P,

U sledecem tekstu za funkciju f: R-+R, uslov

(5)

n n

~ (n-2 )(n-k L pJ(x;) + (L PJf (P'
x, +... +Pn Xn

)) ,
k-2 k-l ;=1 ;=1 p, +... +Pn

oznacicemo sa (C~. k)'

Tada, vaii sledeca teorema:

Teorema 2. (a) Za svaku funkciju f: R-+R vazi implikacija

(C3.2) => (Cn,k) (2~k~n-l; n~3).

Ako je f neprekidna funkcija, tada vazi implikacija

non (Cn.k) => non (C3.2)'

(6)

(b)

(7)

Dokaz. (a) Prvo cemo dokazati implikaciju

(8) (n ~ 3).

(9)

Dokaz izvodimo matematickom indukcijom.
Za n = 3, (8) se svodi na (C3,2) => (C3.2)' sto je ocigledno.
Pretpostavimo da je (8) tacno za neko n (n ~ 3), tj. neka je

n n

2: (p; + pj)f (P;x;+PjXj )~ ( L p;)f (P'
x, +... +Pn Xn)+ (n - 2) L pJ(x;).

1~;<j~n P;+Pj ;=1 P.+"'+Pn ;=1

U nejednakosti (9) uzmimo elemente:

(10) PnXn+Pn+,Xn+1
xl' ... , Xn-l'

Pn+Pn+,

sa odgovarajuCim tezinama

(11)
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Tada dobijamo
n-I

(12) L (Pi + Pj)f (PiXi+ PjXj )+ L (Pi +Pn + Pn+l)f (PtXt+pn Xn+ Pn+1 Xn+t )l;>;i<j;>;n-1 Pi+Pj 1=1 Pt+Pn+Pn+1

n+1

(
n-I

;;;;(.L Pi)f (PtXt +.:: ~Pn+tXn+t )+ (n- 2) .LPt!(Xi) + (Pn+Pn+l)f (pnXn+pn+IXn+t

)) .
.=1 PI + +Pn+t .=1 Pn+Pn+l

Kako je (C3. z) tacno, imamo

- (po )j '(PiXi+pnXn+pn+tXn+I )',+Pn+Pn+l
Pi+Pn+Pn+t

;;;; -(Pi+ Pn)f (PiXi+PnXn )-(Pi+ Pn+l)f (PiXi+Pn+tXn+t )
Pi+Pn Pj+Pn+t

- (Pn + Pn+l)f (PnXn+Pn+tXn+t )+pJ(Xi) + Pnf(xJ + Pn+d(Xn+l)'
Pn+Pn+t

Sabirajuci nejednakosti (13) za i = 1, 2, . . . , n - 1 i sabirajuci tako dobijenu
nejednakost sa (12) dobijamo (Cn+t.z)' Prema tome, implikaciju (8) smo doka-
zali matematickom indukcijom.

Matematickom indukcijom cemo dokazati i implikaciju:

(C3,z) =>(Cn,n-l)'

Pretpostavimo da je (Cn,n-I) tacno, tj. da vazi nejednakost

,, ( )f~
/PiIXit+...+Ptn_IXin_'

)L. Pil + . . . + Pin-I
I;>;it<'" <in-,;>;n Pit + '" +Pin-,

(13)

(14)

(I 5)

n n
;;;;, (n- 2) (LPJf (PtX, +... +PnXn)+L pJ(Xi)'

i=1 Pt+ ... +Pn i=1
Primenom (C3,z) na elemente

(16)

n-I

L Pi Xi
i=1

Xn, Xn+l' n-I

LPi
i=1

sa tezinama

(I 7)
n-I

Pn, Pn+1' L Pi
i=1

dobijamo

(I 8)

+ (Pn + Pn+l)f (PnXn+Pn+tXn+,' )
Pn+Pn+t

n+1
;;;;(L pJf (PIXI +... +Pn+tXn+t )

i=1 p,+"'+Pn+t

n-I
( " )f( PIXt+"'+Pn-tXII-I ) f( ) f( )+ i~Pi Pt+"'+Pn-t

+Pn xn +Pn+1 Xn+l'
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S druge strane, koristeci nejednakost (12) za elemente (10) sa tezinama
(11) dobijamo:

n-I

(LP)f (P,X, +... +Pn-!X"-I )
i=1 PJ+"'+Pn-J

(19)

+ L (Pil +... +Pin-2+Pn+Pn+l)
I~il<.. .<in-2~n-1

X f (Pil xii + . . . +Pin-2 Xin-2 + PnXn + Pn+ I X,,+ I)
Pil +... + Pin-2 +Pn+Pn+l

n-I n+1

~ L pJ(x;) + (Pn+ Pn+1)f (PnXn+Pn+JXn+J )+ (n - 2) (L Pi)f (PtXJ +... +Pn+JXn+J).i=1 Pn+P"+1 i=1 PI +... +Pn+J

Sabiranjem nejednakosti (18) i (19) dobijamo (Cn+I.J. Kako (C3.J =>
=> (C3.2) implikacija (14) je dokazana matematickom indukcijom.

Pretpostavimo da je (Cn.k) tacno i primenimo tu nejednakost na elemente
(10) sa tezinama (11). Tada, imamo:

L (Pil + . . . + Pik) f (Pil xiI + .. . + PikXik

)I~il<...<ik~n-I Pil +"'+Pik
(20)

Primenom nejednakosti (15) na elemente XiI' . . . , Xik-I' Xn' Xn+1 sa tezi-
nama Pi!' ... , Pik-t' Pn' P~+I i sabiranjem tako dobijenih nejednakosti, imamo

(21) - (k -1)
2: (Pil + . . . +Pik-I +Pn+Pn+l)

I~il<'" <ik-I~n

(P,
'

X l'
+... +Pi k xi k +PnX,,+Pn+IXn+l )xf I I -1 -I

PiJ +... +Pik-J +Pn+ P,,+J

+(n-l )(Pnf(xJ + Pn+J(X~+I»)'
k-l

2 Publikacije Elektrotehni~kog fakulteta
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Ako nejednakost (20) pomnozimo sa (k - 1) i saberemo sa (21), dobijamo

(22)

(P' x. +,"+p. x.

)+ L L (Ph + . . . + Ph)!
JI Jl Jk Jk

I~il<...<ik-I~n-I h<...<h Ph +"'+Ph
h, jkE{il, ik-l n, n+I}

~(:=~) (n - k)
~~:

p;/(x;) + (:=~)(Pnf(X~) + Pn+l !(Xn+l»

+ L (PiJ(XII)+ . . . +P1k-J(Xik-l»
1~il <. .. <Ik-I~n-I

Na sHean nacin mogu se formirati C;
1)- 1 nejednakosti koje su analogne

nejednakosti (22), gde se umesto Xn i Xn+1 uzimaju svi ostali parovi elemenata.
Sabiranjem tako dobijenih nejednakosti, imamo

(23)

+ (n=2 )(n-k) L (Pi+Pj)! (PiXi+PjXj ),k 2 I~i<j~n+l Pi+Pj

koeficijenti koje cerno kasnije odrediti.

(24)

Mnozenjem nejednakosti (Cn+l.2) sa (:=~)(n-k) dobijamo

(
n-2)(n-k) L (Pi+Pj)! (PiXi+PjXj )k-2 1~i<j~n+1 p/+Pj

~ (n-2 )(n -k) (n - 1)nf pJ(Xi) + (n-2 )(n- k) (f Pi)f, (PIXl +... +PnXn),k-2 i=1 k-2 i=1 PI+"'+Pn

odakle sabiranjem sa (23) sIeduje

(25)
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gde su An' Bn, Cn definisani pomocu

(n-k+l ) (k+l ) 1
An=(k-I)

2
+(n-k+1)

2
=2(n-k+I)(nk-n+2k),

(n-2 )Bn=bn+ (n-k) (n-I)
k-2

= (n-l )n-k+ 1.
An'k-l k-1

(n-2 )Cn = Cn + (n - k)
k-2

= (n+l )(k-I) ("n-2 )+(n-2 ) (n-k)
2 k-2 k-2

= (n-l )A .
k-2

n

Dakle, nejednakost (25) daje (Cn+I,k)'
Ovim je dokaz matematickom indukcijom zavrsen.
T. POPOVICIU[4] je dokazao sledeci rezuItat:
Neka su n i k prirodni brojevi takvi da je n;;; 3 i 2 ~ k ~ n - 1. Neprt:'-

kidna funkcija je konveksna na intervalu [ ako i sarno ako vazi

(26)

za svako xl' .. . , xnE [.

Ako vazi (Cn. k) tada stavljanjem PI = . . . = Pn = 1 dobijamo (26). Medu-
tim, tada je funkcija f konveksna pa na osnovu Teoreme 1 vazi (C3,2)'

2*



4.0 NEKIM REZULTATIMA V. K. LIMA

U clanku [1] V. K. LIM je dokazao sledece dye teoreme:

Teorema A. Neka su a i b dva nenegativna rea/na broja takva da je a + b ~ c.
Tada je
(1) a' + (b+ c)' ;;:;;(a+b)' + c'

za r;;:;;1.
Nejednakost je obrnuta ako je O<r< I, i jednakost vazi ako i samo ako

je b = 0 ifi r = 1.

Teorema B. Neka su QI' Q2' . .. , Qm nenegativni rea/ni brojevi,

r>O i Q ;;:;;max(QI'... , Qm).

(i)
m

Ako je za neki rea/an broj s, sQ = 2 Qi' tada je
i~1

(2)
m

sQ';;:;; 2 Q/
;=1

(r ~ 1),
m

sQ'~ 2 Q/
i~1

(O<r< 1).

Jednakost vazi ako je ispunjen jedan od us/ova:

(a) r=l,

(b) Qi=O za 1 ~i;£m,

(c) s je neki ceo broj (I ;£s;£m) takav da je Qi=Q za 1 ;£i~s i Qi=O kada
je i>s.

m

(ii) Ako je za neki rea/an broj s, sQ + Q(j= 2 Qi' gde je 0 < Qo< Q, i ifi je
i~1

s=O ili ako je s:;60, SQ>Qi za l<i<m, tada je

(3)
m

sQ' + Qo';;:;;L Q/
;=1

(r;;:;; 1).

Jednakost vazi ako jedan od us/ova vazi:

(a) r= 1,

(b) s=O, QO=Qi za neko i i Qj=O za j:;6i,
(c) s je jedan ceo broj takav da postoji jedno
Q; = Qo i ostali Qi jednaki nuli.

Qi takvo da je SQi = Q, jedn()

20
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Kako je H. T. CROFT [1] prirnetio, zaklueak (ii) Teoreme B, tj. nejedna-
kost (3) nije tacna za proizvoljan realan broj s. Kontraprirner za (3) je

Q=Qj=Q2=1, Qo=0.5, s=1.5, m=r=2.

S druge strane Teoreme A i B su neposredne posledice dobro poznatih
osobina konveksnih funkcija, pa se mogu dokazati na jednostavniJi nacin nego
u clanku V. K. LIMa.

Mi cerno, u stvari, dokazati sledece tri teoreme (videti LJ. R. STANKOVIC:
i I. B. LACKOVIC[1]).

Teorema 1. Neka su a i b nenegativni broje~'i i neka je a + b ~ e. Tada za svaku
konveksllu funkeiju x't-+f(x) definisanu za svako x ~ 0 vazi s/edeea nejednakost

(4) f(a) + f(b + e) !;;f(a + b) + fee).
Ako je funkeija f konkavlla, nejednakost je obrnuta.
U slucaju kada je f(t) = t' gde je t ~ 0 i r ~ 1 ili O<r< 1 Teorerna 1 se

svodi na Teorernu A.

Dokaz. Po pretpostavci teorerne je ili a ~ b ~ e ili b ~ a ~ e. Ako uvedemo
oznake xj=b+e, x2=a, Yj=e, Y2=a+btadairnarno Xj!;;X2' Yj!;;Y2' Xj+X2=
= Yj+ Y2' tj. vektor Y je majoriziran vektororn x, sto oznacavamo sa x>-y,.
(videti D. S. MITRINOVIC[1], str. 162). Otuda iz dobro poznate teoreme HARDY-
-LITTLEWOOD-P6LYA sledi nejednakost

f(xj) + f(X2) ~f(Yj) + f(Y2)

cirne je, u stvari, teorerna dokazana.

Teorema 2. Neka su brojevi Qp ..., Qm (mEN) nenegativni i neka je

Q~max(Qj"'" Q,,J.
m

Ako postoji rea/an broj s t(lkav da je sQ = 2: Q; tada vazi s/edeca lie-
;=j

jednakost

(5)
m

sf(Q) ~ L f(Q;)
;=j

za svaku konveksnu funkciju, definisanu za svako x>O, za koju je f(O)=O.

Dokaz. Ako je Q = 0, tada je Q; = 0 (i = 1, . . . , m) pa se nejednakost (5)
svodi na jednakost, jer je f(O) = O. Pretpostavirno sada da je Q>O. Kako za
svaku konveksnu funkciju vazi nejednakost f(ax) ~af(x) za svako x~O i
o ~ a ~ 1 dobijamo
(6) f(QJ=f(~ Q)~ ~f(Q)

jer je 0 ~
Q;

~ 1 (i = 1,
"

. , m). SabirajuCi nejednakosti (6) za i = 1,2, ... , m,
Q

dobijarno

(i=I,...,m)

(7)

cime je teorema dokazana.
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Teorema 3. Pretpostavimo da su brojevi Ql' . . . , Qm (mEN) nenegativni i neka
m

je Q ~ max (Q1' . . . , Qm)' Ako je n prirodan broj takav da je n Q + Qo= .2 Qi'
1=1

gde je O<Qo<Q, tada vazi sledeca nejednakost

m

(8) nf (Q) + f(Qo) ~ 2 f (Qi)
i=l

za svaku konveksnu funkciju, defillisanu za svako x ~ 0 i za koju je f(O) = o.

(a)

(b)

Dokaz. Jednakost u (8) vazi ako je ispunjen jedan od uslova:

Q=O (tada je QO=Qi=O, i= 1,..., m),

n=O, QO=Qio i Qj=O za Ii=io'

Ako pretpostavimo da je Q>O, tada je

m

nQ<nQ+Qo= 2 Qi~mQ
i=l

odakle sledi da je n < m.
U vedimo sledece oznake

Xi=Q (i=I,...,n) i xn+1=Qo aka je m=n+l,
ili

XI = Q (i = 1, . . . , n), Xn+1 = Qo' Xi = 0 (i = n + 2, . . . , m) ako je m ~ n + 2, Yi = Qi
(i = 1,. .. , m). Mozemo pretpostaviti da je Qi ~ Qj+1' Tada imamo

k k

2: Xi ~ 2: Yi (k = 1, . . . , m - 1),
i~l i=l

m m

2: Xj= 2: Yj'
i=1 i=l

tj. x>-Y, gde je X = (xl' . . . , xm), Y = (Yl' . . . , Ym)' Koristeci teoremu HARDY-
.LITTLEWOOD-P6LYAimaeemo

m m

2:f(x;) ~ 2:f(Yi)'
i=l i=l

KaJco je
m

2:f(Xi) = nf(Q) + f (Qo),
i=l

m m

2:f(Yi) = 2:f(Qi)
i=1 i=1

nejednakost (8) je dokazana.



5. 0 NEKIM NEJEDNAKOSTIMA ZA KONVEKSNE I g-KONVEKSNE FUNKCIJE

Nejednakost

(1) I(x\)
+

I(x;)
+

l(x3) ::?:0
g(XI> X3)g(X\. x;) g(x2t Xl) g(X2' X3) g(X3' X\)g(X3' X2) -

je ekvivalentna sa

bez obzira kako su brojevi XI' X2' X3 uredeni, pod uslovom daje Xj:;i:x2:;i:x3:;i:Xj'

Stavljajuci (videti P. M. VASIC i LJ. R. STANKOVIC [1])

n

Xl =Xp X2= L: PkXk, X3=XO (Pk>O, XjEl)
k=O

u (1), dobijamo

(2)

n

I( L: PkXk)
k=O

n + n n
g(Xj. Xo) g (xI> ! PkXk) g(

L: PkXb Xj)g(
L: PkXb xo)

k=O k~O k=O

+ ~ 0 (i = 1, . . . , n).
n

g(xo. Xj) g (Xu , L: PkXk)
k~O

Ako je

(3)
n

g(Xi'Xo)g(Xi' L: PkXk)<O
k~O

(i = 1, .. . , n),

tada, mnoZeci nejednakost (2) sa P, dobijamo nejednakost

(4)

n
Pjg(Xj. xo) n Pig(Xi. L: PkXk)

pJ(x;);;;; n
f( L: PkXk) + ~=o f(xo)

k-Og(
L: PkXb Xo)

- g(xo. L: PkXk)
k~O k=o

(i = 1, . .. , n).

23
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SabirajuCi nejednakosti (4) imamo

(5)

n n n

n 2 Pig(Xi,Xo) n 2: Pi g(Xi' 2PkXk)

2: pJ(X);:;;; i=~ I( 2 PkXk) + i=l
n

k=O
I(xo).

i=l g( 2 PkXko xo)
k=O

g(xo, LPkXk)

k=O k=O

(6)
n

g(XO'LPkXk)i=O
k=O

bite
n

Pog(xo,Xo) n Pog(Xo, LPkXk)

P o/(x o) = n I( L PkXk) + k=O
f(xo)'

k-O
n

g(LPkXkoXO)
-

g(XO'LPkXk)
k=O k=O

koja, kada se sabere sa (5), daje

(7)

Time smo, u stvari, dokazali sledeci rezultat:

Teorema 1.Ako su us/ovi (3) i (6) ispulljeni, tada za svaku g-konveksllu IUllk-
ciju I nejednakost (7) vazi.

Ako stavimo da je g (x, y) = y - x, tada se g-konveksnost transformiSe u
obicnu konveksnost, i (3) postaje

(8)
n

(x, - xoH LPkXk - Xi»O
k=O

(i= I, ... , n).

U tom slucaju nejednakost (7) postaje

(9)

F. GIACCARDI[1] dokazao je nejednakost (9) pod pretpostavkom da je
I konveksna funkcija i da je

(10)
n

O;;;;xo<Xj< L Pi Xi
i=O

u=O, ... , n).

Uslov (8) je slabiji od (10).
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Oznacimo sa

(11)
n n n

Pn(P, x; f)=fC'2. PiXi)- 2 pJ(Xi)-(1- 2 Pi)f(O).
i=l i=1 i=1

(12)

Ako je Xo= 0, nejednakost (9) se svodi na

Pn(P' x; f)~O,

~to pokazuje da je f konveksna funkcija, pa je

(13)
n

Xi (2 PkXk-Xi»O
k=1

(i = 1, . .. , n).

(14)
n

2 PkXki=O.
k~1

OcigIedno je da je usIov (14) impIiciran usIovom (13) i stoga se mo-
ze izostaviti.

Nejednakost (12) je partikuIaran slucaj gornjeg rezuItata pod usIovom da
je f konveksna funkcija, xl' .. . , x,.>O, PI> ... , Pn;;;;'1 (videti D. S. MITRINO-
VIC [1]), kao i PETRovIceva nejednakost (videti M. PETROVIC[1]):

(15)
n n

f( 2 xJ ~ 2 f(x,) - (1 - n)f(O)
i~1 i=1

gde je Xl' . . . , Xn~ 0 i f konveksna funkcija. Iz (12) naIazimo

n n-I
Pn(P, x; f) - Pn-I (p, x; f) = f( 2PiXi) - f(

2 PiXi) -pJ(Xn) +Pnf(O).
i~1 i=1

(16)

Za n = 2, iz (12) i (13), dobijamo

f(Pl XI +P2X2) - ptf(xI) -pd(X2) - (I -PI -P2)f(0) ~ 0
pod uslovom

(17) XI (PI XI +P2X2 - XI) ~ 0,

Supstitucijom
n-I

X(-+Xn' X2-+ 2 PiX" PI-+Pn' P2-+1,
i=1

iz (16) nalazimo

(18) Pn (p, X; f) - Pn-I (p, x; f) ~ 0

da je f konveksna funkcija i da vaii pod pretpostavkom

(19)
n n-I n n-I n-I

Xn( L: PiXi-Xn»O, 2 PiXi ( 2 Pi Xi - 2 PiXJ =PnXn 2 PiXi>O.
i=1 i=1 i~1 i=1 i=1

Imajuci to u vidu vazi sIedeca teorema.
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Teorema 2. Ako je f konveksna funkcija i ako su uslovi (19) ispunjeni, tada
nejednakost (18) vaii.

P1uMEDBA.Iteracijom nejednakosti (18), dolazimo do nejednakosti

gde je f konveksna funkcija i

n
xk (L PjX;-Xk»O,

j=1

n

PkXk L PjXj>O
j=1

(k = 1, . .., n).

Ovaj rezultat je poboljsanje nejednakosti (12).

N. LEVINSON[1] dokazao je nejednakost

(20)

podpretpostavkomdajef'''(t»O za tE(O, 2a), O<xk;£a,Pk>O. P. M. VASl(~:
n

i R. R. JANIC [1] dokazali su, pod jaCim uslovima: Pk -S 1 i LPkxkE[O, a),
k=1

nejednakost

(21)
n n

L Pkf(Xk) - L pd(2a - Xk)

k=1 k=1

n n n
-sf( L PkXk) - f(2a- L PkXk) - (1- LPk) (f(0) - f(2a»).

k=1 k=1 k=1

StavljajuCi n = 2 u (20) i zamenjujuci Xl' X2' PI' P2 redom sa

n

L PkXk' xO'
k=O

n

L PkXk-Xj

1 k=O,
Xj-Xo

(i = I, .. . , n)

nalazimo

Xj-Xo n

n f(2a- L PkXk)

LPkXk-Xo
k=O

k=O

(i = I, .
"

, n).
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Mnozenjem (22) sa Pi>O, sumiranjem dobijenih nejednakosti i dodavanjem
izraza f(xo) - f(2a - xo) 1evoj i desnoj strani rezultujuce nejednakosti, dobijamo

(23)
n n

L Pi
f (x;) - L pJ(2a - Xi)

i~O i~O

pod us1ovom
n

(Xi- xo) (LPiXi -xo»O
i=O

(i = 1, .. . , n)

n

1''' (t»O za tE(O, 2a) i L PiXiE[O, a].
i~O

Nejednakost (22) zadovo1java (21) za Xo= O.

Neka je f konveksna funkcija drugog red a za

Xl' . . . , X4 E [0, a]. Tada nejednakost

xE(O, 2a) i neka je

(24)
[(XI)

+
[(X2)

(XI-X2) (x, -X3) (XI-X.) (X2-X,) (X2-X3)(X2-X.)

+
[(X3)

+
[(x.)

> 0
(X3-X,)(X3-X2)(X3-X,) (X,-X,) (X,-X2)(X,-X3) -

vaZi (videti D. S. MITRINOVIC[1], str. 15-17).

Supstitucijom xr+ 2a - Xi (i = 1, . . . , 4), iz (24)

-[(2a-x,) -[(2a-X2)
+

(X,-X2) (XI-X3) (XI-X.) (X2-X,) (X2-X3) (X2-X,)

dobijamo

(25)

+ - [(2a-X3) +
-[(2a-x.)

2:O.
(X3-XI) (X3-X2)(X3-X.) (X,-XI) (X,-X2) (X,-X3)

Stav1jajuci da je X4= a u (24) i (25) i sabirajuCi dobijene nejednakosti,
dolazimo do nejednakosti

x,-a
+

x2-a
+

x3-a -~O.
(XI-X2) (XI-X3) (X2-X,) (X2-X3) (X3-X,) (X3-X2)
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Otuda sleduje da je funkcija

f(x)-f(2a-x)
X 1-+

x-a

konveksna (reda 1) na segmentu [0, a] i iz JENsENove nejednakosti dobijamo

(26)

Iz nejednakosti (20) ne sleduje (26) i obrnuto. To proizilazi
konveksnost

.

funkcije X1-+g(x) ne znaci neophodnost da

x 1-+
g(x)

konveksna, i obrnuto.
x-a

iz cinjenice da
je i funkcija



6. {:EBI~EVLJEV A I SA NJOM POVEZANE NEJEDNAKOSTI

Teorema 1. Neka su a = (ai' ..., an) i b = (b1, ..., bn) dva realna niza takva
da je

(1)

ili

Tada vazi sledeca nejednakost

(2) (1 n

)(
1 n

) 1 n

- L a; - L bl ~ - L a;h;.
n ;=1 n ;=1 n ;=1

Jednakost u (2) vazi ako i sarno aka je a1= . . . = an i b1 = . . . = bn.

Ova nejednakost zove se CEBIsEvljevanejednakost.

Teorema 2. Ako je

(3)

tada je

(4)

n

L ak
k=1

n

L bk
k=1

n n

L lk L akbk. . .lk
. k=1 ~k=1

n
-.-..

n n n

Kao specijalan slucaj imamo sledeCi rezultat:

Ako je ak~O za k= 1,..., n i ako je rn prirodan broj, tada je

Primetimo da je uslov nenegativnosti brojeva u (3) neophodan ako se
posmatraju tri ili vise nizova.

Uslov (1) da su oba niza a i b rastuca ili oba opadajuca je dovoljan
uslov za vazenje CEBIsEvljeve nejednakosti. Medutim, ovaj uslov nije potreban.
Neke druge dovoljne uslove, koji takode nisu potrebni, dao je D. N. LABUTIN

29
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[1] koji, medutim, nije eksplicitno naveo da se radi 0 CEBIsEvljevoj nejedna-
kosti. Ovaj problem su u potpunosti resili D. ~W. SASSERi M. L. SLATER[1],
koji su dali potrebne i dovoljne uslove da vazi CEBIsEvljeva nejednakost. Njihov
rezultat dat je u sledeooj teoremi.

Teorema 3. Neka su aI' . . . , an i bl, . . . , bn dva niza realnih brojeva. Neka su
a i b n-dimenzionalne vektor-kolone Cije su komponente al,..., an i bl, . . . , bn
respektivno. Neka je e n-dimenzionalna vektor-kolona ciji su svi elementi I. Ta-
da je potreban i dovoljan uslov za vazenje Cebisevljeve nejednakosti b = Aa + ce
ili a = Ab + ce, gde je c realan broj i gde je A realna pozitivna semidefinitna
matrica takva da je zbir svih elemenata svake kolone ili svake vrste jednak O.
Jednakost u (2) vazi ako i samo ako je (A + A')a = 0 ili (A + A')b = O.

Integralni analogon CEBIsEvljeve nejednakosti (2) dat je sledecom teoremom:

Teorema 4. Neka su fig realne integrabilne funkcije na [a, b]
obe rastuce ili obe opadajuce. Tada je

b b b

~ f f(x) g(x) dx ~ ~ f f(X) dx. -~ f g(x) dx.
b-a b-a b-a

i neka su ili

(5)

a a a

Ako je jedna funkcija rastuca a druga opadajuca, vazi suprotna nejednakost.

CEBIsEvljeva nejednakost (5) moze se, kao sto je pokazao O. DUNKEL
[1], generalisati na n funkcija. Njegov rezultat glasi:

Teorema 5. Neka su 1;, . . . , In nenegativne funkcije koje su monotone istog smisla.
Ako su ove funkcije integrabilne na (a, b), tada je

b b b

I.r;. (x) dx. . . J fn(x)dx = (b - a)n-I Jfl (x). . . fn (x) dx.(6)
a a a

Sledecu generalizaciju nejednakosti (5) dao je P. L. CEBISEV[1]:

Teorema 6. Neka su fig dve integrabilne funkcije na (a, b) koje su monotone
istog smisla na (a, b) i neka je p pozitivna i integrabilna funkcija na istom in-
tervalu. Tada je

b b b b

J p(x)f(x)g(x)dx.r p (x) dx ~ Jp(x)f(x)dx Jp(x)g(x)dx,(7)
a a a a

sa jednakoscu ako i samo ako se jedna od funkcija I i g svodi na konstantu.
Ako su fig monotone funkcije suprotnog smisla, u (7) vazi suprotna ne-

jednakost.

Iz (7) za p (x) = 1 dobija se (6).

Za P(X)=f2(X)2, f(x) =g(x) =/1
(x)

, (7) daje BUNIAKOWSKI-SCHWARZOVU
12(x)

nejednakost.
M. BIERNACKI [1] je dokazao da (7) vazi pod drugim uslovima od onih

koji su dati u Teoremi 6. Ustvari on je dokazao:
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Teorema 7. Neka su f, g i P integrabilne funkcije 1Ia (a, b) i neka je p pozi-
livna na tom intervalu. Ako funkcije

x

Jp(x)f(x)dx

It (x) =
a

x

Jp(x)dx

x

Jp(x)g(x)dx

gl (x) =
a

x

Jp(x)dx

a a

dostitu ekstremne vrednosti samo u konacnom broju zajednickih tacaka iz (a, b)
i ako su one monotone istog smisla na (a, b), tada vati (7).

U tvrdenju Teoreme 7 funkcije It i gl mogu se zamenili sledeCim funkcijama
b

Jp(x)f(x)dx

fz(x)=x
b

J
p (x) dx

b

J
p (x)g(x) dx

gz (x) =
x

b

Jp(x)dx

x x

Ako su funkcije fl i gl (ili fz i gz) monotone suprotnog smisla, u (7) vati
suprotna nejedl1akost.

Teorernu 6 ponovo je otkrio M. FUJIWARA[1] u nesto drugacijern obIiku.
Nairne, dokazao je sledecu teorernu:

Teorema 8. Nekaje fz (x)gz(x) >0 u (a, b) i neka funkcije FiG definisane sa

F(x, y) =1,
(x) _It (y)

, G(x, y) =
g, (x)

-
g, (y)

f2(x) f2(y) g2(X) g2(y)

imaju isti znak za svako x, yE (a, b). Tada vati nejednakost

(8)

(9)
b b b b

Jh (x)gl (x) dx J fz (x)gz (x)dx~ JIt (x)gz (x)dx Jfz (x)gl (x)dx.
a a a a

To je sarno prividna generalizacija nejednakosti CEBIsEva. Nairne, ako
stavirno

f(x)=f1(x), g(x)=g,(X), p(x)=fz(x)gz(x)
J;ex) g2 (x)

u (7) dobijarno (8).
M. J. FAVARD[1] dokazao je sledeci rezultat (25 godina kasnije do istog

rezultata dosao je B. J. ANDERSSON[1]):

Teorema 9. Neka fi' . . . , fn budu integrabilne funkcije na [0, 1] koje zadovo-
ljavaju uslove:

(CI) It,..., fn su konveksne funkcije na [0, 1];

(Cz) fk(X)~O (xE[O,I], k=I,...,n);

(C3) fk(O)=O (k= 1,..., n).
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Tada,

(10)
I I I

Jft (x). . .In(x)dx ~
n: 1 (J ft (x) dX) . . .

(J J"
(x) dX) .

o 0 0

Uslovi (CI), (C2) i (C3) mogu bili zamenjeni uslovima (CI), (C3) i
(C4) ft,..., In S'Urastuce funkcije na [0, 1].

Ako ft, . . . , f"
zadovoljavaju uslove (C3) i (C4) tada vazi nejednakost

CEBISEva
I I I

Jfl(x)" 'In(x)dx~(Jfl(x)dx)... (Jfn(x)dx).
o 0 0

(11)

Nejednakost (10) je strozija od nejednakosti (11).
Matematickom indukcijom moze se dokazati da nejednakost (7) moze da

se prosiri na n funkcija.

Teorema 10. Neka su FI'" . , Fn nenegativne integrabilne funkcije i monotone
istog smisla na [a, b]. Neka je P pozitivna i integrabilna funkcija na istom
intervalu. Tada je

b b

(J p(x)dXr-1 (J P(x)F1(x). . .Fn(x)dx)(12)
a a

b b

~(Jp(X)F1(x)dx)... (J P(x)Fn(x)dx).
a a

Jednakost u (12) vati ako i samo ako je FJx) = Ci (Ci = const) (i = 1, . . . , n).

Poznato je da ako navedemo neka ogranicenja za funkcije Fi, nejednakost
(12) moze biti poboljsana. Nairne, P. M. VASIC [2] je dokazao sIedecu teoremu:

Teorema 11. Ako su J;., ..., f"
integrabilne i konveksne funkcije na [a, b] takve

daje fdx)~O za xE[a, b] i akoje fda)=O (k= 1,..., n) i p(x) jepozitivna
i integrabilna funkcija na [a, b] tada je

b b

(J p(x)dxr-1(J p(x)J;.(x)
'"

J,,(x)dx)(13)
a a

b b

~M( Jp(x)ft (x)dx) . . . (J p(x)fn(x)dx),
a a

gde je

(14)

b b

J p(x)(x-a)ndx(J p(x)dxr-I
M=a a

b

(J p(x)(x-a)dxr
a

Jednakost u (13) vati ako i samo ako je fk(X) = Ck(X- a) (k = 1, ..., n).
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Kako je M ~ 1, vidimo da je nejednakost (13) strozija od (12).

Stavljajuci p (x) = 1, a = 0, b = 1, dobijamo M = ~, i nejednakost (13)
n+l

daje nejednakost (10).

Pokazacemo da se uvodenjem novih uslova nejednakost (13) moze pobolj-
sati (videti LJ. R. STANKOVIC[1]). Pre svega, vazi sledeci rezultat, koji se
dokazuje matematickom indukcijom.

Teorema 12. Neka je I nenegativna lunkcija na [a, b] koja zadovolj~a s/edece
us/ove:

10 I je konveksna lunkcija reda k,

2 0 I. f(x)
01m 2 - ,

X-?a (x-u)k-

tada je lunkcija x 1-+
f(x)

- neopadajuca.
(x-a)k-I

Stavimo u (12)

Fz (x) =
f, (x)... fn(x)

gde
«x-a)k-I)n

Tada je

n=2, P(x)=p(x)(x-a)k-l, F1(x) = (x-a)k-l)n-l,

funkcije J;., ..., In zadovolJavaju uslove Teoreme 2.

(15)
b b

(J p(x)(x-a)k-1dx) (J p(x)J;.(x). . 'In(X)dx)
a a

b b

> (J k-I n )(J
f,(X)'''fn(X» )= p(x)((x-a) )dx p(x)«x-a)k-l)n-1dx.

a a

Stav!jajuci u (12) P(x)=p(x)(x-a)k-l, Fj(x)=
f,(x)

(x-a)k-I
(i=l, ..., n),

dobijamo

(16)
b b

(J k-l )n-l (J ~"fn(x)
dx )p(x)(x- a) dx p (x) (~-a)k-I)n-I

a a

b b

~ (Jp(x)J;. (x) dx) . . . (Jp(x)ln(x) dx).
a a

Kombinujuci nejednakosti (15) i (16) imamo

(17)
b b

(Jp(x) dx r-1 (Jp(x)J;. (x). . . In (x) dx)
a a

b b

~Mk(J p(x)J;.(x)dx). . . (J p(x)ln(x)dx),
a a

3 Publikacije Elektrolebni~kog fakulteta
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gde je

(18)

b b

(Jp(x) (x-a)k-t tdx) (J p(x)dx )n-t

Mk=
a a

b

(Jp(x)(x-al-t dxt
a

Jednakost u (17) vazi ako i sarno ako je J;(x) = eJx-a)k-l (i= 1,..., n).
Stavljajuci k = 2 dobijamo Mz = M, i (17) postaje (13). Odavde imamo teoremu.

Teorema 13. Ako su It,..., fn integrabilne nenegativne i konveksne funk-

eije reda k na [a,b] takve daje lim !;(x)-=O (i=I,...,n), tada vazi ne-
x a (x-a)k-2

jednakost (17), gde je M k dato sa (18).

Dokazacemo da je Mk ~ Mk-t, tj. da se povecanjem reda konveksnosti
dobijaju sve bolje nejednakosti.

ZamenjujuCi u (1)

P(x)=p(x)(x-a)k-Z, F1(x) = ((x-a)k-Z)n-l, Fi(x)=x-a (i=2,..., n+ 1),

dobijamo

(19)
b b

(JP (x) (x- a)k-Zdx r(Jp(x) ((x - a)k-t)ndx)
a a

"
~ (Jp(x) ((x- a)k-Zt dx) (Jp(x)(x- aY-1dxr,

a a
tj.

b

Jp(x)((x-a)k-Z)ndx

~
a

b

(I p(x)(x-a)k-Zdxr
a

b

Jp (x) ((x - a)k-l)ndx

(20) a
b

(Jp (x) (x - a)k-1dx r
a

Kako je, na osnovu (20), Mk ~ Mk-l' vidimo da je (17) strozija nejednn~
kost od (13). Strozija nejednakost jedobijena povecanjem reda konveksnosti.

PRIMEDBA Opsiran istorijat CEBtSEvljeve nejednakosti kao i pitanje prioriteta u vezi sa njom
dati su u clanku D. S. MITRINOVIC i P. M. VASIC [2].



7. PROSIRENJE THUNSDORFFOVE NEJEDNAKOSTI ZA SLUCAJ
KONVEKSNIH FUNKCIJA REDA k

Neka su f i p pozitivne i integrabilne funkcije na [a, b]. Tezinska sredina
reda r funkcije f na segmentu [a, b] sa tezinorn p definisana je sa

b

(

JpeX)feX)'dx

]

IJr

Mlr](f, p, 0, b) = ~--

Jp(x)dx

(ro~o, Ir/< + 00),

a

b

r

!pex)!ogfeX)dX

]

= exp
b

(r = 0),

Jpex)dx
a

=M

(r = - 00),

(r = + 00),

=m

gde je m = inff(x), M = supf(x) za X E [a, b].

Poznato je da je Mlr] neopadajuCa funkcija od r tako da vazi nejednakost

(1) Mlr](f, p, 0, b) ~ MIs] (f, p, 0, b) (r<s).

Takode je poznato da ako se za funkciju f uvedu neka dopunska ogra-
nicenja nejednakost (1) moze da se poboljsa. Nairne THUNSDORFF[1] je doka.
zao sledeci rezultat:

Neka je O~m~n. Tada je

Mlml(f, I, 0, 1)~Mlnl(f, I, 0, I) (n+l)'Jn ,
em+l)'Jm

gde je f nenegativna konveksna funkcija na 0 ~ x ~ I i f (0) = O.
Kako Je (n + I)IJn~ (m + I)IJmnejednakost (2) je strozija od nejednakosti (1),

za sIucaj p(x)= I, 0=0, b= 1. (Ovo se dobija iz (1) za p(x)= I, f(x)=x,
0=0, b= I).

(2)
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Mi cerno pokazati da se nejednakost (1) rnoze poboIjsati za proizvoIjno
p, a, b (videti LJ. R. STANKOVH';[2]). Nairne vazi:

Teorema 1. Neka je 02; m 2; n. Tada je

(3) M[ml(f, p, a, b) 2; N. M[n](f, p, a, b),

gde je

(4)

a a

i I nenegativna konveksna lunkcija na [a, b] i I(a) = 0, a p (x) pozitivna lunkcija.

Dokaz. Stavirno Ii u (1) p (x)(x -
a)n urnesto p (x) i

j(x)
urnesto I (x),

x-a
dobijarno

(5)

b b

([p(x: (x-a)" . {(xl" dx

j

'"
,J /p(x) {(X)"dX

j

lln

.

1p(x) (x-a)ndx l 1p (x) (x-a)n dx

a a

Nejednakost CEBISEva za funkcije

(a to je rnoguce jer su funkcije Fl i F2 rastuCe) postaje

(6)

b b

(JP (x) (x - a)mdx) (1 p (x) (x - a)n-m I(x)mdx)
a a

b b

~(Jp(x)/(x)mdx)(J p(x) (x-a)ndx).
a a

Iz (5) i (6) dobijarno

(7)

b b

[

J

j

l1m

[

J

j

lln
p(x)j(x)mdx p (x)j(x)ndx

Jp(X) (x-aY"dx "J p(x)(x-a)"dx
'

a a
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ili

(8)

a a

gde je N dato sa (4) i N-;;;,1.
Ako stavimo da je p (x) = I, a = 0, b = I dobijamo nejednakost THUNS-

DORFFa [1].

Teorema 2. Neka je f nenegativna, integrabilna i kOllveksna funkcija reda k na

la, b] takva da je lim ~~ = o.
x-a (x-a) k-2

Tada vazi nejednakost

(9)

a a

gde je

(10)

a

Dokaz ove teoreme je sIiean dokazu Teoreme I, sarno umesto x - a tre ba
uzeti (x-a)k-l.

Za k = 2 nejednakost (9) se svodi na nejednakost (8).
Treba dokazati da je Nk -;;;,Nk-l' odnosno

b b

(

~P(XJ(x--a'f~ 'j"dx

]

l/m

-;;;,

r

~P(X) «x-a'f~~' j"dx

]

l/n.

Jp(x) «(x-a)k-2)mdx Jp(x)((x-a)k-2)n dx

(I I)

a a

Ako u (I) stavimo

imamo
F(x)=x-a,

(12)

a a
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Ako u nejednakosti CEBISEVaizvrsimo smenu

P(x)=p(x) ((x-a)k-Z)m, F1(x) = (x-a)m, Fz(x)=((x-a)k-Z)n-m

dobijamo
b b

Jp(x) ((x - a)k-Z)mdx Jp(x) ((x - al-Z)n(x - a)mdx(13)
a a

b b

;i:;Jp(x)((x-a)k-Z)ndx Jp(x)((x-a)k-l)mdx.
a a

Iz (12) i (13) dobijamo (11).
Odavde vidimo da se povecanjem reda konveksnosti dobijaju sve bolje

nejednakosti.



8. NEKA OTVORENA PITANJA I MOGt,JCNOSTI DALJIH GENERALIZACIJA

1. Problem OPPENHEIMa resen je za slucaj tezinskih sredina reda r. Od
interesa bi bilo da se resi odgovarjuCi problem za generalisane sredine oblika

(videti D. S. MITRINOVICi P. M. VASIC [1]), ili za integralne sredine oblika

b

(

JP(X)f(XYdx

)

llr

M[rl(j; p, a, b) =
a

b

Jp(x)dx

(r*O, Iri< -j-00).

a

b

JP (x) logf(x) dx

a=exp
b

Jp(x) dx

a

(r = 0),

=m (r= - 00).

(r= + 00),=M

gde je m=inff(x) i M=supf(x) za xE[a, b].

Sledeca generalizacija je da se umesto ovih posmatraju i opstije sredme
koje su u skorije vreme uvedene u matematicku literaturu.

2. Rezultate koji su dobijeni u vezi sa BURKILLovim rezultatima bilo bi
interesantno prosiriti koristeCi konveksne. funkcije visih redova. Isto tako bilo
bi interesantno dobiti integralne analogone. Pri tome bi umesto koriscene teo-
Ieme 0 majorizaciji trebalo koristiti njen integralni analogon koji su dali HARDY,
LITTLEWOODi POLYA [1].

Teorema 3 bi mogla da se dokaze pod znatno manjim pretpostavkama
koristeci ideju P. M. VASIca i D. D. ADAMovIca [1].

39
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3. Slicne generalizacije bi dosle u obzir i za korektnu formu rezultata
V. K. LIMa (tj. generalizacije u vezi sa konveksnim funkcijama visih redova i
integralni analogoni).

4. U vezi sa g-konveksnim funkcijama do sada su dobijeni sarno neki
polazni rezultati (neprekidnost i sl.). S obzirom na opstost ovakvog pojma kon-
veksnosti bili bi veoma korisni daljni rezuItati - stavovi 0 diferencijabilnosti
takvih funkcija, dovoljni uslovi za konveksnost, i uopste rezuItati analogni oni-
ma datim u poglavlju 0 konveksnim funkcijama u knjizi D. S. MITRINOVIC[1].
Interesantno bi bilo i da se ispita kako bi izgledao pojam g-konveksnih funk-
cija visih redova. Ako bi se dobili takvi rezultati bila bi mogucna daljna gene-
ralizacija rezuItata dobijenih u paragrafu 5.

5. U vezi nejednakosti CEBIsEva i THUNsDoRFFa mogucne generalizacije
su u pravcu uvodenja pojma opstije konveksnosti umesto konveksnosti reda k.
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SUMMARY

This paper contains the following chapters:
1. Introduction.

2. The second chapter gives a generalization of some results of OPPENHEIM.
Namely, OPPENHEIMproposed the following problem: Let us have two sets of
positive numbers aj, ... , an and Cj' . .. , Cn. If the arithmetic mean of numbers
Cj' . .. , cn is at least equal to that of the numbers aj, . . . , an, when can we
say non trivially that the geometric mean of the numbers Cj' . . . , Cn is at least
equal to that of the numbers at. . . - . a,,? He gave the answer to that question
for n = 3 (see Theorems I and II p. 4 of this paper). An extension to general
n was given a little later by E. K. GODUNOVAand V. I. LEVIN [1] (Theorems
1 and 2 p. 5). Another extension to arbitrary n was given by P. M. VASIC[II
(Theorems III and IV pp. 4-5).

A natural extension of OPPENHEIM'Sproblem quoted above is to replace
arithmetic and geometric means by more general means. OPPENHEIMdid not
ask this question although some of his results give partial answers to this
more general problem; more surprising is the fact that the question was not
raised as their general theorem can be used to answer part of this problem.

In this chapter we consider the following problem: if it is known that
the s-th power means of (a), (b) are in a certain order when can we deduce
that the same order holds between their t-th power means?

Then a number of more general results were proved, one of which has
as a consequence:

Let (a), (b) be two n-tples of positive numbers satisfying (H) and (p)
another n-tple of positive numbers. If - 00 <s< + 00 then:

(i) if

and if t<s, then
M~] (b; p) ~ M~I (a; p)

M~I (b; p) ~ M~](a; p);
(ii) if

and if t>s, then
M~I (a; p)~M~tl(b;p).

(See Corollary 5, p. 8 of this paper.)
This result is a direct generalization of OPPENHEIM'Sproblem.

3. In a recently published paper J. C. BURKILL[1] has proved
of inequalities which hold for the real numbers.
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The third chapter first shows how all main results of J. C. BURKILLmay
be obtained from a theorem proved by the same author in the mentioned
paper (Theorem A, p. 13 of this paper).

Then it was proved that this theorem also holds under considerably
weaker conditions (without the assumption that the function of interest is
twice differentiable). After that there was given a generalization of the mentioned
theorem (Theorem 2, p. 15 of this paper).

4. This chapter first investigates some results by V. K. LIM [1], who
proved theorems A and B (p. 20 of this paper). H. T. CROFT [1] noticed that
the conclusion (ii) of Theorem B was not correct for an arbitrary real number s.

This chapter also precises the conditions under which the inequalities
from Theorems A and B hold, and then it was shown how this result may
be obtained in a simple way, from the majorization theorem which holds for
convex functions (s~e D. S. MITRINOVIC[1] p. 164).

5. P. M. VASIC and J. D. KECKIC have introduced the idea of g-convex
functions which comprises more types of previously observed types of convexity
(classical convexity, convexity in the sense of VALIRON[1], convexity in the
sense of OVCARENKO[1], etc.).

In this chapter, starting with the idea of g-convex functions, we prove
Theorem 1 (p. 24 of this paper) which, as a special case, includes the results
by F. GIACCARDI[1] and M. PETROVIC[1].

This chapter also includes another generalization in another sense of
the classical inequality by M. PETROVIC[1], that is; in the sense of superad-
ditivity of a term which.. in the limiting case, gives the result of M. PETROVIC.

In addition to other results, this chapter gives a generalization of ine-
qualities of P. M. VASIC and R. R. JANIC [1], which represents the inversion
of the known LEVINSON'Sresult [1] (see D. S. MITRINOVIC[1] p. 363).

6. The sixth chapter gives an improvement of CEBYSEV'Sinequality by
introducing certain restrictions on the function 1;.. Thus, FARAD [1] (see also
ANDERSSON[1]) introducing the condition of convexity, obtained stricter ine-
quality than CEBYSEV'S.Later, P. M. VASICgave the generalization of this
inequality.

This chapter shows that increasing the order of convexity (see Theorem
3, p. 30) one obtains better and better inequality, that is, that Mk>Mk-l
(see p. 34 of this paper) where k denotes the order of convexity.

7. In the seventh chapter, starting with the r-th order weighted mean of
function f, which is known to be a non decreasing function of r, i.e. that

(1) M[r](f, p, a, b)<M[s](f, p, a, b) (r<s)

introducing additional restrictions, we prove that this inequality may be improved.
THUNSDORFFhas given an improvement of inequality (1) when 1 is a

non-negative convex function, for the case p= 1, a=O, b= 1 and 1(0)=0.
This paper proves that inequality (1) may be improved for an arbi-

trary p, a, b (see Theorem 1, p. 36, of this paper). The second improvement
of inequality (1) was obtained by increasing the order of convexity (see The-
orem 2, p. 37, of this paper).

8. The eighth chapter points out some problems which may of use in
obtain in further improvements of the results from this thesis.

9. Finally, literature at the end of this thesis is given in alphabetical order.
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