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542. PRILOZI TEORIJI LINEARNIH CIKLICNIH FUNKCIONALNIH
JEDNACINA

Budimir M. Zarié

PREDGOVOR

D’ALEMBERT je objavio 1747. godine dva rada u kojima se prvi put
javljaju funkcionalne jednadine. Posle toga, mnogobrojni matematifari bavili su
se problemima funkcionalnih jednadina. Medu njima mogu se navesti slededa
poznata imena: EULER, GAUSS, CAUCHY, ABEL, WEIERSTRASS, DARBOUX, HILBERT,
FRECHET, itd. .

Nauéna istraZivanja u teoriji funkcionalnih jednacina, zbog njene vaZnesti,
ne samo da su nastavljena sve do dana$njih dana, veé su i pojadana koriféenjem
najnovijih rezultata drugih disciplina savremene matematike. U teoriji funkcio-
nalnih jednagina formirani su razni pravci, Skole i uZe discipline.

Jugoslovenski matematiari dali su odredene doprinose razvoju teorije
funkcionalnih jednadina. Kao centri aktivnosti u ovoj oblasti u novije vreme
istiCu se Beograd, Zagreb i Sarajevo.

Ovaj rad posveéen je tretiranju opstih i specijalnih problema reavanja
linearnih cikli¢nih jednadina. On se nadovezuje na klasiCne i neke novije rezultate
teorije linearnih funkcionalnih jednadina. Izlaganje koje sledi sastoji se iz sledeéih
delova (glava):

I. Uvodna razmatranja i neki opsti rezultati.

Ova glava u prvom odeljku, pored preciziranja objekata razmatranja prve
Cetiri glave, sadrZi nekoliko jednostavnih rezultata, koji se koriste u celom radu,
i dokaz fundamentalne teoreme GHERMANESCUa sa nekim specifinostima. Drugi
odeljak iste glave sadrZi jednu teoremu o specijalnom slu€aju — binomnoj jednaéini
i nekoliko pomo¢nih rezultata.

II. Rezultati dobijeni matricnom metodom S. B. Presica.

Posle ekspozicije rezultata do kojih je svojom matriénom metodom doSao
S. B. PrReSIC, u ovoj glavi dobijena je sledeéa formula koja obuhvata linearna
opsta reSenja jednaine E(f)=0:

F=C(,, ..., t)1I;

u kojoj je C(t,, ..., t}) sa proizvoljnim parametrima 7,, ..., t,, opsti oblik
svih ciklidnih matrica C koje zadovoljavaju jednadinu AC=0.

Ova teorema dokazana je uz pomo¢ dva prethodna rezultata, koji je u
isto vreme 1 dopunjuju.

1. Reproduktivno refenje jednagine E(f)=0.

Posle navodenja definicije pojma opSteg reproduktivnog redenja jednaline
E(f)=0, u ovoj glavi dokazuje se teorema kojom se tvrdi da svaka ovakva
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2 B. M. Zarié

jednadina ima (u odredenom smislu) jedinstveno opste reproduktivno reSenje i
daje se formula za njegovo odredivanje.

IV. Primene prethodnih rezultata na partikularne sludajeve.

U ovoj glavi se, konkretizacijom prethodnih opstih rezultata i kori§éenjem
specifiénih, partikularnih metoda, u slufajevima n=3,4 i 6 tretira problem
refavanja jednadine E(f)=0 i izraZavanje formulama njenog opiteg i opiteg
reproduktivnog resenja.

V. Cikliéne linearne nehomogene jednadine.

U ovoj glavi tretira se problem reSavanja jednaline oblika E(f)=g, gde
je g data funkcija. Dobijen je potreban uslov njene teSivosti u obliku CG =0,
gde je C bilo koja ciklicna matrica sa osobinom AC=0 kao i jedan matri&ni
oblik opsteg reenja posmatrane jednafine za slufaj kada su ispunjeni odredeni
uslovi. Ovome su prikljuena razmatranja za sluajeve n=3,4 i 6, analogno
onima u prethodnoj glavi

VI. Neki rezultati koji se odnose na paraciklicne funkcionalne jednadine.

Ovde se razmatra problem refavanja izvesnih klasa paracikli€énih funkcio-
nalnih jednadina. Za neke od tih klasa dobijeni su kompletni a za neke par-
cijalni rezultati.

VII. Bibliografija.

Bibliografija se sastoji od 34 jedinice koje su u tekstu citirane ili kori¥¢ene
kao opsta literatura o funkcionalnim jednadinama.

*

Zelim da zahvalim profesoru D. S. MiTrRiNovI¢u za podrsku koju mi je
pruZio u toku izrade ove disertacije.

Takode zahvaljujem profesorima S. B. PRESICu i D. D. ApamoviCu na
savetima i sugestijama, kao i profesoru P. M. VasiCu na pomoéi u kori$éenju
literature.



Glava I. UVODNA RAZMATRANJA I NEKI OPSTI REZULTATI

1. Neka je S neprazan skup, 0 dato preslikavanje iz S u S sa osobinom
0" (M)=M(MES), n prirodan broj. Za funkciju I7:S-->R (ili I7:S-+C) sta-
vimo IT*=I (8*M) (k=0, 1, ..., n—1; 6° identi¢no preslikavanje).

DokaZimo najpre sledecu &injenicu.

Lema 1. dko postoji M, S takvo da su M, medusobno razli¢iti elementi,
Jjednakost

n—1
(1.1) Z mkﬂk=0, akER (111 ockEC)
k=)
vazi za svaku funkciju IT ako i samo ako je w,=0 za k=0,1, ..., n—1.
Dokaz. Ako su svi a,=0(k=0,1, ..., n—1) jednakost (1.1) ocigledno

vaZzi za svako I1.

Pretpostavimo da (1.1) vaZi za svako I7. Neka je, za M, o kome je re¢
u formulaciji leme 1,

IM)=1, IIKM)=II(M)=0 (k=1,..., n-1),
I(M)=0, ME{®M,; k=0,1, ..., n—1}=5, .

Ovim je jednoznatno definisana funkcija /7 na skupu S, buduéi da
MES,, = O(M)QESMO. Sa ovako odredenim I7, imamo

oy +0c0;+ - 4+0-0, ,=0.
Dakle, «,=0.

Na sli¢an nadin moZe se odrediti II tako da bude, za fiksirano
k{1, ..., n—1},

o M)=1 i II'(M)=0, v#k.
Zamenjujuéi ovo I7 u (1.1) dobija se o, =0 (k=1, ..., n—1).
Neposredna posledica prethodne leme je sledeca
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4 B. M. Zari¢

Lema 2. Ako je ispunjen uslov leme 1, tada vafenje jednakosti
n—1 n—1
k=0 k=0
za svako IT povladi o, =B, (k=0,1, ..., n—1).
M. GHERMANESCU je u radu [7] posmatrao jednadine
(1.2) E(fN)=af(M)+a fOM)+ - - - +a, f(O""M)=0 (MCS),
(1.2" af(M)+a, fOM)+ - - - +a,  f(O"M)=g (M),
gde su 4,(!=0,1, ..., n—1) realni (ili kompleksni) brojevi, nepoznata funkcija

f:8—R (ili f:S—C), g je data funkcija.

Jednagine (1.2) i (1.2) su cikliéne, linearne sa konstantnim koeficijentima,
pri demu je (1.2) homogena, a (1.2") nehomogena.

Ako se f(OFM) (MES; k=0, 1, ..., n—1) oznadi sa f* (0° identiko
preslikavanje; f°=f), jednadine (1.2) i (1.2") dobijaju redom oblike

(13) E(f)EaOf+alfl+ Tt +an—1fn_1=09
(1.3) af+afl+ - +a,  frl=g
Polinom E(x)=a,+a,x+ --- +a, x"~! zove se karakteristitan polinom

jednadine (1.3). Jednatina E(x)=0 zove se karakteristitna jednacina jedna-
¢ine (1.3).

Ako se u (1.3) stavi sukcesivno M, OM, ..., 0" 1M mesto M, dobija
se sistem jednacina

aof+a1f1+ R _'Lan—lfn—.l:()’

a,_ f+a,f'+---+a, ,f*1=0,
(1.4) .

af+a i+ +ayfr1=0,
ili u matri¢noj formi

(1.5) AF-0,
gde je
a, ay Gy, f
-1 G Q-2 f!
A—] - , F=|-
a, a, ay }n—l

Sistem (1.4) je sistem linearnih, homogenih algebarskih jednadina sa
nepoznatim f, f1, ..., f*~L
Da bi ovaj sistem imao i netrivijalna reSenja potreban i dovoljan uslov je
4 a, - Apey
-1 do ap -2

(1.6) detd=| - ~0.

a; a, a,
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Za determinantu (1.6) vazi

(1.6 detA=E(e) - E(e,)- - - E(g,),
gde su ¢ (i=1, ..., n) razli¢ita reSenja binomne jednaline
.7 b(x)=1—-x"=0.

Iz ovog sledi da jednalina (1.2) ima netrivijalna reSenja ako i samo ako
karakteristiéna jednafina E(x)=0 ima zajednika reSenja sa binomnom jedna-
¢inom (1.7).

M. GHERMANESCU je [8] dokazao sledeéu teoremu

Teorema (GHERMANESCU). Neka je
l —x"=D(x)- F(x),

gde je D(x) najvedi zajedni¢ki delilac za polinome b(x)=1-x" i E(x).
Tada je opste resenje jednacine

E(f)=0

f=FU),

gde je U proizvoljno preslikavanje skupa S u skup realnih (ili komplesnih) brojeva.
FU) je funkcija

byUM)+ b UOM) + - - - +b,UO'M) (MESS)
ili (prema uvedenom dogovoru) funkcija

boU+b, Ul -+ +bU°

dato formulom

ako je
F(x)=by+b,x+ - +b,x"
S. B. Pre3IC i B. M. ZARIC u radu [19] dali su prostiji i precizniji dokaz
ove teoreme nego M. GHERMANESCU u [8].
U ovom dokazu koriste se sledede dve &injenice:
1° Ako je f=0, tada je P(f)=0 za svaki polinom P.
2° Ako je R(x)=P(x)-Q(x) (P, O, R polinomi), tada vaZi

R(f)=P(Q(f)

za svaku funkciju f.
Tvrdnje 1° je cdigledno, a tvrdenje 2° se dokazuje na sledeéi nadin:

14 q
Neka je P(x)= > arx*, Q(x)= > bx!, tada je
k=0 =0

POUN= 3 a0 =3 ak( 3 b,f’)k
k=0 k=0 =0

— 3 & S b= R,
k=0 =

§to je trebalo dokazati.
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Za polinome D(x), b(x) i E(x) vaZi sledeéi identitet
(1.8) : D(x)=P(x) E(x)+Q (x) b (x),

gde su P(x) i Q(x) polinomi.
Prema (1.8), jednadina E(f)=0 ekvivalentna je sa jednainom D(f)=0.
Zaista, ako je E(f)=0, tada je, prema 1°, 2° i (1.8)

D(N)=PEN)+Q(f—/)=0.
Obrnuto, ako je D(f)=0 i E(x)=D(x)-G(x), tada je

E(N=6(D(N)=0.

Dakle, E(f)=0 & D(f)=0.

Potom se dokazuje da je f=F(U) (U proizvoljna funkcija) reSenje jed-
nadine (1.3).

Zaista, imamo D (f)=D(F (U))=DF(U)=5b(U)=0, i odatle, prema pret-
hodnom, E(f)=0.

Najzad se ustanovljava da formula f=F(U) sadrZi sva reSenja jed-
na¢ine (1.3).

Zaista, polinomi D(x) i F(x) su uzajamno prosti, pa, prema BEzZoUTovoj
teoremi, postoje polinomi K(x) i L(x) takvi da je

(1.9) 1=F(x)-K(x)+L(x)-D ().
Na osnovu (1.9) imamo

(1.10) f=FK()+L(D ).
Ako je f reSenje jednadine E(f)=0  tada je L (D(f))=0, pa se iz
(1.10) dobija
f=F(K(N)=FU), U=K(.
2. Binomna funkcionalna jednalina. Neka je: S neprazan skup; L:S— S,
operator &iji je period nm, tj.
Lr=L=1,

f:8— C, nepoznata funkcija; C skup kompleksnih brojeva.

U svojoj monografiji [8] o funkcionalnim jednadinama M. GHERMANESCU
je, polazeéi od rezultata dobijenog za jednadinu

(1.11) af@+afL)+ - - +a,  f(LP12)=0,
izveo zakljuak za binomnu jednadinu
(1.12) f@)=af(L?2),

gde suaiaqg (i=0,1,...,n—1) kompleksni brojevi, i p<<n prirodan broj.
D. S. MrtriNovi¢ u radu [12] poSao j2 od jednadine (1.12) i naSao for-
mulu koja daje opSte refenje ove jednadine. U istom radu, pored ostalog, doka-
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zano je da se refavanje opitije jednadine (1.11) moZe, pod izvesnim uslovima,
svesti na refavanje jednaCine (1.12). Navodimo pomenute rezuitate.

Teorema (MITRINOVIC). Opste reSenje funkcionalne jednacine

f(2)=af(L2),
gde zc S, L:S— S, f:S—>C, L"=1I, a"=1, dato je formulom

n
f@= 3 agLr2),
v=1
gde je g:S—> C proizvoljna funkcija.
U slu¢aju a"+#1, ova jednalina ima samo trivijalno reSenje.

U pomenutom radu data je i formula koja daje opste reSenje funkcionalne
jednadine
f(@)=af (L7 2),

gde je p<<n prirodan broj.
Taj rezultat glasi:

Opite reSenje jednacine (1.12) je
nld
f@= 3 ag(L*2),
v=1
ukoliko a zadovoljava uslov a"é=1, gde je d=(n,p); a u slucaju kad taj uslov

nije zadovoljen jednacina (1.12) ima samo trivijalno reSenje.

Ovi rezultati omogucuju da se nade opste refenje u navedenim oblicima
onih funkcionalnih jednadina koje se mogu svesti na binomnu jednadinu.

Autor je posmatrao neke od tih jednacina i dokazao da se jednadina (1.11)
moZe svesti na jednadinu oblika

f(@)=af(L2),

gde je « neko reSenje jednacdine

x"—1=0,
ako je rang matrice
a, a vt Gy
Qp—1 G p—»
A=
/} a, a, a
a, a, a,

jednak n—1.

Da taj uslov nije potreban dokazano je metodom kontraprimera.

Leme i teoreme koje slede koristi¢emo kako u ovom odeljku, tako i na
nekim mestima ovoga rada.

Lema 3. Neka su P(x) i Q(x) uzajamno prosti polinomi. Tada je

(P(NH=0AQ(f)=0) & f=0.
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Dokaz. Na osnovu pretpostavke da su polinomi P(x) i Q(x) uzajamno
prosti izlazi da postoje polinomi ¢(x) i ¢(x) takvi da je

(1.13) =0 (x): P(x)+ ¢ (x)-Q(x).
Ako je P(f)=0AQ(f)=0, tada, na osnovu (1.13), imamo

f=e P+ (Q (=0
Ako je, pak, f=0, tada je oCigledno P(f)=0AQ(f)=0.

Lema 4. Neka je D,(x) najveéi zajednicki delilac za polinome P(x) i b(x)=
=1—x" i D,(x) najveci zajednicki delilac za polinome Q (x) i b(x). Tada P(f)=
=0 = Q(f)=0 ako i samo ako vaZi

(1.14) (D) C(Dy),
gde (K) oznacava skup svih linearnih faktora polinoma K (x)*.
PrRIMEDBA 1. Uslov (1.14) moZe se izraziti re¢ima ,,polinom D, (x) deljiv je polinomom D, (x)”.

Dokaz. Na osnovu pretpostavljenog, vaze sledeée ekvivalencije jednadina:

(115)  P(f)=0 = D, (f)=0AQ(f)=0 ¢ D,(f)=0 (rasudivanje na str. 6).
Pretpostavimo da vaZi sledeca inkluzija:

(D)HC(D,).
Treba dokazati da tada

P(f)=0 = Q(f)=0.
Zaista, iz (D)C(D,) sleduje
D,(x)=D,(x)- S (x),
gde je S(x) polinom, pa ako je D,(f)=0, tada je D,(f)=S(D,(f))=S(0)=0.
Dakle, D,(f)=0 = D,(f)=0, pa prema (1.15) imamo
P(f)=0 = Q(f)=0.

Obrnuto, neka
(1.15") P(f)=0= Q(f)=0.
Dokazimo da tada vaZzi (D,)C(D,).

Pretpostavka (1.15"), na osnovu (1.15) svodi se na implikaciju

(1.16) D, (f)=0 = D,(f)=0.
Ako ne bi vazila inkluzija -
DYC(Dy,
(S) = DI\(D)#2,
gde je S, (x) polinom ¢iji je skup linearnih faktora (D,)\ (D,).
Neka je HC(D)\(D,).

tada bi bilo

* Dva polinoma pri tome smatramo jednakim ukoliko se razlikuju multiplikativhom
konstantom razli¢itom od nule.
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Kako su u tom sludaju polinomi S, (x) i D, (x) uzajamno prosty, to je f=0
jedino reSenje sistema funkcionalnih jednadina (lema 3)

$:(S)=0AD,(f)=0.

S druge strane, postoji g=£0 takvo da je H(g)=0, tj. S;(g)=0, odnosno
D,(g)=0, pa, prema (1.16) i D,(g)=0.

Dakle, g£0 1 S,(g)=0AD,(g)=0, $to je u suprotnosti sa prethodnim
zaklju¢kom. Dobijena protivureénost dokazuje tvrdenje.

Lema 5. Potreban i dovoljan uslov da, sa oznakama iz leme 4, vaZi ekvivalencija
Jednadina
P(f)=0 Q(f)=0
Jjeste da su skupovi (D)) i (D,) jednaki.
Ovo tvrdenje sledi neposredno iz leme 4.
Teorema 1. Dovoljan uslov da vaZi ekvivalencija
E(f)=0< Q(NH)=0

Q(x)=S(x): D(x),

gde je D(x) najveci zajedni¢ki delilac za polinome E(x) i b(x), i S(x) je karak-
teristicni polinom jednacine S(f)=0 koja ima samo trivijalno reSenje.

Jjeste

Tvrdenje ove teoreme sledi iz leme 5. Napominjemo da se dovoljnost uslova
moze dokazati direktno na sledeéi nadin.

Neka je Q(x)=S(x)-D(x), gde je S(x) karakteristi¢ni polinom jednadine
S(f)=0 koja ima samo trivijalno resenje.

Ako je E(f)=0, tada je Q(f)=S(D(f))=5(0)=0. Obrnuto, ako je
Q(f)=0, tj. ako je S(D(f))=0, tada je D(f)=0, pa je i E(f)=0.

Dakle, E(f)=0 ¢ Q(f)=0.

Sledeéom teoremom dat je potreban i dovoljan uslov da se jednadina (1.2)
svede na binomnu jednadinu oblika

f=af' (a=const),

dok je u radu [12] dat, i to u sasvim drugadijem obliku, samo dovoljan uslov
za isto.

Teorema 2. Potreban i dovoljan usloy da jednacina E(f)=0 bude ekvivalentna sa
nekom jednacinom oblika
f=af' (a=-const)
je
(9)) D(x)=k(1—-ax) (a"=1, k=const£0) ili D(x)=k (k=const).
Tvrdenje neposredno sledi iz leme 5.

PrIMEDBA 2. Prethodni uslov (U) moZe se izraziti ovako: Jedna¢inu E (f) =0 zadovoljava naj-
viSe jedan od n-tih korena jedinice.
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Sto se tide opstijeg pitanja (dotaknutog u radu [12]) pod kojim uslovom,
je jednadina E(f)=0 ekvivalentna sa nekom binomnom jednafinom oblika

(1.17) f=af?,

gde je p prirodan broj manji od a, a? = 1, d zajednicki delilac za n i p, na osnovu
prethodnih rezultata (lema 5), moZemo re¢i sledece:

Propozicija. Da bi jednacina E(f)=0 bila ekvivalentna sa nekom funkcionalnom
jedna&inom oblika (1.17) potrebno je i dovoljno da skup A zajednickih korena
Jjednacina E(x)=0 i b(x)=0 bude ujedno i skup zajednickih korena jednacine
b(x)=0 i neke jednacine oblika

ax?P—1=0,
gde p i a ispunjavaju prethodne uslove.

Prema tome, ovo pitanje se svodi na algebarski zadatak nalaZenja pogod-
nog, operativnog, kriterijuma za ispunjenost poslednjeg uslova.



Glava II: REZULTATI DOBIJENI MATRICNOM METODOM S. B. PRESICA

1. Metoda S. B. Presi¢a. Neka su 0,,..., 0, data jedan-jedan preslikavanja
nepraznog skupa S na S koja obrazuju grupu G reda n, 0, identiéno preslika-
vanje. Neka su zatim K dato polje i F skup svih funkcija koje preslikavaju S u K.

U radu [21] S. B. PReSIC je dao metodu refavanja sledee klase linearnih
funkcionalnih jednadina:

2.1 a(X) f(0,%) +ax) fO,X) + - +a,0) [ 6,x)=0 (8,x=0,(x)),
gde su a;(x) (i=1,...,n) date funkcije koje pripadaju skupu F, a f(EF)
nepoznata funkcija.

Neka je p; (i=1,...,n) ona permutacija skupa {1,...,n) koja se dobija

iz permutacije
o, 8, .- 0

( o)
er ei ez ei en ei
grupe G kada se u njoj redom zamene simboli 6,,...,0, simbolima 1,...,n

(proizvodi 6, 0;, k=1, ..., n zamenjuju se onim elementima sa kojima su jednaki).
Permutacije p,, ..., p, obrazuju grupu P reda n.

Neka su matrice Mk='[a§-] (1 =4, j, k=<n) definisane sa
v [1zaj=p®
=10 2z J#Epi .

Matrice M, (k=1,...,n) obrazuju grupu M reda n. Grupe G, P i M su
izomorfne.

Stavljajuéi u (2.1) redom 0x,...,0,x umesto x, dobija se sistem od n
jednadina, koji se moZe prikazati u matriénoj formi na sledeéi nadin:

f)
(2.2) Ax) [7C€:0 (=0
/ :
f6,x)

gde je A(x)=[a;(x)], a; (x)=ajpi—1(ei x).
Opste refenje jednaline (2.1) traZi se u obliku

1) 2 (%)
(2.3) SO0 |~ B(x) (£ ,
£, 20, %)

11



12 B. M. Zari¢

gde je B(x)=[b;(x)] (b,-j (x) © F) kvadratna matrica reda n, a g(x) je proiz-
voljna funkcija. Autor je uveo pojam saglasnosti matrice B(x) sa grupom G.

Definicija 1. Matrica B(x) je saglasna sa grupom G ako jednadina (2.3) definise
Junkcije f(& F) jednoznacno za svaku funkciju g( < F).

U osnovi metode reSavanja jednadine (2.1) nalaze se dve leme i jedna
teorema, koje je dao S. B. PRESIC.

Lema 1. Uslov
2.9 BO;x)=M;B(x)M;! (xcS;i=1,...,n)

Je dovoljan da matrica B(x) bude saglasna sa grupom G.

Lema M. Postoji bar jedna kvadratna matrica reda n
B(x)=[b;(x)] (x € S;b,(x)EF)

takva da je:

(o A(x)B(x) A(x) +A(x)=0;

(C,) matrica B(x) saglasna sa grupom G.

Teorema (PRESIC). Neka je B(x) matrica koja ispunjava uslove (C,) i (C,) leme
II. Opste reSenje jednacine (2.1) dato je formulom

£ 46
(2.5) FO) | (B@A®) +1) |89 (I jedinicna matrica),
S (é,, x) g(én x)

gde je g( €F) proizvoljna funkcija.

Pomodu formule (2.5) moZe se naéi opSte reSenje jednaine (1.2).

2. U sledeéem odeljku izloZiéemo metodu dobijanja opsteg redenja jed-
na¢ine (1.2) u obliku F=CII(C cikliéna matrica).

Neka je S neprazan skup; 0° 0!,...,0""! obostrano-jednoznaGna presli-
kavanja skupa S u S, 6 identiéno preslikavanje; G ciklitna grupa reda n koju
obrazuju preslikavanja ¢/ (i=0, 1,..., n—1)n fiksiran prirodan broj.

U ovom odeljku daje se formula koja obuhvata sva opSta reSenja oblika

(2.6) f=b I (M)+b IO M)+ - - +b,_ IO 'M) (McS)
cikli¢ne funkcionalne jednadine
2.7 af(M)+a fO' M)+ +a, [0 M)=0,

gde su g; (i=0,1,...,n—1) realni (ili kompleksni) brojevi, nepoznata funkcija
f preslikava S u skup realnih (ili kompleksnih) brojeva, IT proizvoljno presli-
kavanje skupa S u skup realnih (ili kompleksnih) brojeva.

Ako se u (2.7) umesto M stavi redom
00M, O'M, ..., 0 1M
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dobija se sistem od n jednalina koji se moZe pisati u matriénoj formi na
sledeéi nafin:

(2.8) Al f =0,

fn-1
gde je
I_ao ey,
An—y G An—»

A= (O nula matrica).

a, a; a, J
a, a, a,.

Definicija 2. Kvadratna matrica oblika
) €t Cpg

Cn-v G Cn-2

C2 €3 €

l-c1 Cy Co J
gde su ¢; (i=0,1,...,n—1) realni (ili kompleksni) brojevi, zove se ciklicna
matrica reda n.

Ocdigledno matrica 4 je cikliéna.
TraZi se opite refenje jednacdine (2.7) u obliku

C=

f 7
2.9) o= |,
fn—l I.In—l

gde je B cikliéna matrica reda n sa konstantnim elementima, a II proizvoljna
funkcija.

Postavlja se pitanje da li jednadina (2.9) definiSe funkciju f jednozna&no
za svaku matricu B, tj. da li je matrica B saglasna sa grupom G u smislu
definicije 1.

Odgovor daje slede¢a teorema.

Teorema 1. Neka su svi elementi matrice B konstante. Potreban i dovoljan usiov
da jednacina (2.9) jednoznacno definiSe f za svaku funkciju II jeste da je B cik-
licna matrica reda n.

Dokaz. Uslov je potreban. Neka jednadina (2.9) jednoznalno definife f za
svaku funkciju II. Treba dokazati da je tada matrica

[ bu e bln
B=\:
bix bin
bnl bnn ‘

cikli¢na.
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Prema (2.9) vaizi

(2.10) S=b,I+b, "+ -« +b,II"

2.11) Sfil=b, I+b,IT"+ - - - +b, I (i=1,...,n).
Iz (2.10) dobija se

(2.12) fl=b,  IF- 4 b JI'+ - - - + b, II2 (i=1,...,n).

Na osnovu (2.11) i (2.12) zakljuéujemo da vaZi jednakost
(2-13) 0=(bi1—b1.n—i+2)n+(bi2 _bl.n—i+3) m+ ... +(bin—b1,n—-(i—1\) -1
Kako je jednakost (2.13) zadovoljena za svaku proizvolinu funkciju IT,
to prema lemi 2 u I vaZi
biy=bynt+2s biz=brn i35 by=byn_g-1n (n+k=k; i=1,...,n).
Dakle, matrica B je cikliéna, $to je i trebalo dokazati.

Da je uslov dovoljan sleduje na osnovu leme 1 u [21].
U daljem izlaganju vaZnu ulogu ima:

Lema 1. Za svaku ciklicnu matricu

a |
A=| %1 % -2
a a, a,

Co Cp*°Cp—y
C €n-1 Co Cn—2
(9} C; (4
takva da je
AC=0.

Ova lema je specijalni slugaj leme II u [21].
- Prelazimo na dokaz sledee teoreme.

Teorema 2. Neka su A i C ciklicne matrice reda n. Ako je A-C=0, tada je

f 14
F-cn |r=\" |, m=|"™
f.‘n—d I'In-—!

refenje jednadine (2.7).
Dokaz. Prema teoremi 1 jednakost F=C IT definiSe jednoznaéno f za svak
u proizvoljnu funkciju I7.
F=CII je reSenje jednaline (2.7), jer je
A-F=A4.C-II=0.
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Teorema 3. Neka je & skup svih cikliénih matrica reda n tako da je A-C= 0,
cc &. Ako je opste reSenje jednacine (2.7) dato formulom F=BII, tada je

Bc %
Drugim redima, ako je C (¢,, ..., t;), sa proizvoljnim parametrima t,, ..., ,
opsti oblik svih cikliénih matrica C koje zadovoljavaju jednadinu 4-C=0 tada
formula

(2.14) F=C(t,,...,t)II

sadr#i sve formule oblika (2.6) koje su opSta reSenja jednacine (2.7).

Dokaz. Neka je
(2.15) f=b,II'+ ... 4+b,  II"1

opSte reSenje jednadine (2.7).
Polazeéi od (2.15) dobija se sistem

f=byI+b MI"+---+b, "7},
(2.16) f1=b '+ b, 1P+ - - - +b, I,

fri=b, =+ b [T+ - - - +b,  II"-2,
Neka je
b, by oo byy
bn—l bo bn—z .

B—
b, b, b,

Sistem (2.16) moZe se pisati u sledeéem matri¢nom obliku: F=B-II.
Na osnovu prethodnog vaZi AF=ABII =0, odakle sleduje 4B=0.
Dakle, B€ ¥, §to je trebalo dokazati.

Primetimo da formula (2.14), koja prema teoremi 3 obuhvata sva opita
reSenja jednadine (2.7) oblika (2.6), jeste i sama jedno opste refenje jedna-
dine (2.7).



Glava III: REPRODUKTIVNO RESENJE JEDNACINE E (f)=0

Razmatra se jednadina
(3.1) E(f)=a,f(M)+a fOM)+ - - - +a,  f(8""M)=0,

gde su ¢,(!=0, 1, ..., n—1) realni (ili kompleksni) brojevi; nepoznata funkcija f
preslikava neprazan skup S u skup realnih (ili kompleksnih) brojeva; 6 je pre-
slikavanje iz S u S tako da je 6"(M)=M(MES). Neka pri tome postoji M,ES
tako da su elementi 0*M,(k=0,1, ..., n—1) medusobno razli¢iti (lema 1,
glava I).

Ako se stavi f(0*M) = f*, jednacina (3.1) dobija slede¢i oblik:
(32) E(f)anf+a1f1+ tt +a,,_1f"—1=0,

Neka je b(x)=1—x"=D(x)-F(x), gde je D(x) naiveéi zajednicki delilac
za polinome b(x) 1 E(x)=ay+a,x+ - - - +a, ; x" L

Jednadina E(f)=0 ckvivalentna je sa jednaginom D(f)=0 (glava I).

Neka je refenje jednadine D(f)=0 oblika
(3.3) f=R(ID=c,I+c,IT'+ - -+ +c¢,_ IT"1,
gde su ¢;(i=0,1, ..., n—1) realni (ili kompleksni) brojevi, a II je proiz-
voljna funkcija.

Tada vaZi

D(x)-R(x)=0 (modb (x)),

tj.

(3.4) D(x)-R(x)

Y — @ (%),

gde je ¢ (x) polinom, i R(x)=c,+¢,x+ - - +¢,_; x* L
Iz (3.4) sledi
(3.5 R(x)=F(x)-¢(x).
Dakle, refenje (3.3) jednaline (3.1) moZe se izraziti u obliku
(3.6) f=R(I)=F(p(II)) (I proizvoljna funkcija).
16
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Definicija. Opste resenje oblika (3.3) jednacine (3.1) je reproduktivno ako je
ispunjen uslov

(3.7) RR=R (modb (x)).

Lema 1. Pod pretpostavkom da je R(II) opste resenje jednacine E(f)=0, uslov
(3.7) ekvivalentan je sa uslovom

(3.7) E(f)=0 = f=R(f).
Dokaz. Pretpostavimo da je R(II) opste reSenje jednadine E(f)=0.

Neka vazi R(R(IT))=R(IT) za svako II. Tada iz E(f)=0 sleduje da je,

za neko II, f=R(II), tako da je, za isto II, f=R(R(IT))=R(f). Obrnuto,
neka je ispunjen uslov E(f)=0 = f=R(f). Tada, buduéi da za svako II

imamo E(R(IT)) =0, to na osnovu pretpostavke dobijamo da je R (IT)= R (R (IT))
za svako II. Time je lema dokazana.

Pretpostavimo u daljem rasudivanju da je

&) a e Ay
(3.8) det A — ‘:ln«t a, p-, —o.
‘.'1 a, a4
Na osnovu (3.7) imamo
R R(x)—1
(3.9) L)S,(—i)x)—Ltb(x),

gde je ¢ (x) polinom.
Koriste¢i (3.5), jednakost (3.9) postaje

F(x)- —1
(3.10) 2 et )y
DokaZimo sledeu dinjenicu.

Lema 2. Polinomi D(x) i ¢(x) su uzajamno prosti, tako da se D(x) sadrii u
F(x)p(x)—1.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da se polinom D (x) sadrZi u ¢ (x), tj. da vaZi
(3.11) ¢ (x)=D (x)H (x)
gde je H(x) polinom.

1z (3.11) izlazi R(x)=F(x)e(x)=D(x)F(x) - H(x)=>b(x)-H(x), odakle je
R(II)=0 za svako II, §to je nemcguce, jer u tom sludaju f=R () ne bi bilo
opste reSenje s obzirom na pretpostavku (3.8).

Dakle, ne vazi (3.11).

Neka polinomi D(x) i ¢(x) imaju zajedniCki faktor A(x)7const, tj.

neka vazi
@ (x)=n(x) 9, (%),

(3.12)
D(x)=r(x)D, (x).
Prema (3.12) imamo

(3.12) ¢ (¥) D, (%) =, (x) D (x).

2 Publikacije Elektrotehni¢kog fakulteta
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Mnozeéi obe strane u (3.12") polinomom F(x), dobija se

F(x)@(x) D, (x) =1, (x) D (x) F(x),
tj.
(3.13) D, (x)R(x)=cp1 (x) b (x).
Iz (3.13) imamo '
D, (R(f) =9, (b(/) =9, (0)=0.

Dakle, R(f)=F(9(f)) je resenje jednagine D, (f)=0, t. D(f)=0 = D,(f)=0,
a to znaci prema lemi 4, glava I, da vazi (D)C(D,), §to je u suprotnosti sa
pretpostavkom da je D,(f)=0 prava podjednadina jednadine D(f)=0.

Dobijena kontradikcija zajedno sa razmatranjem na podetku ovog rasudi
vanja dokazuje osnovno tvrdenje leme 2.

Prema (3.10) je ZPW=1_ 4 ) 4.
D(x)

(3.19) 1= F(x) () +d, (¥) D (x).

Predimo sada na razmatranje pitanja jedinstvenosti opsteg reproduktivnog
resenja jednaline E(f)=0.
Dokazujemo sledeéu teoremu.

Teorema, Jednacina E(f)=0 ima jedinstveno opite reproduktivno resenje oblika:

(3.15) f=F (K, (D).

gde je K, (x) polinom niZeg stepena od D (x) koji zajedno sa polinomom L,(x)
zadovoljava jednakost

(3.16) 1 = F (K, (x)+ Ly (X)D (x).

Dokaz. Polinomi F(x) i D(x) su uzajamno prosti. Kao $to je poznato,
postoje jedinstveni polinomi K, (x) 1 L,(x), prvi niZeg stepena od D (x), drugi
niZzeg stepena od F(x), tako da vazi (3.16). Prema teoremi GHERMANESCUa
(glava I) funkcija data jednako$¢u (3.15) za svako II zadovoljava jednacinu (3.1).

S druge strane, ako je f resSenje jednacine (3.1), tada prema (3.16) vaZi
f= F(K0 (f)), pa imamo da je (3.15) opSte reproduktivno reSenje jednacine (3.1).

Neka je R(II), sa proizvoljnim II, opste reproduktivno refenje jed-
nacine (3.1).

Tada je, prema prethodnom rasudivanju,

(3-17) RUD)=F(s(D),

gde polinom ¢ (x) zadovoljava (3.14).
' Na osnovu (3.14) i (3.16), prema poznatom rezultatu, vae jednakosti

¢ (%) =Ky (x) = S (x)D (x),

(3.18)
b (1) =Ly (x) + 5 (x) F(x),

gde je S(x) izvestan polinom.
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Prema jednakostima (3.17) 1 (3.18), imamo
RUD=F(e(N)=F(K, (D)~ S(b(D)=F(K,dD)),
za svako I71. Time je, s cbzirom na lemu 2, glava I, dokazana jedinstvenost
opiteg reprcduktivnog refenja jednaline (3.1).

Ovom teoremom data je formula za direktno cdredivanje opsteg reprcduk-
tivnog reSenja jednacine (3.1).

Medutim, u pojedinim sluéajevima mogude je, drugim putem, jednostavnije
doéi do opsteg reproduktivncg reenja.

U sledeem primeru, ne insistirajué¢i na razlikama u pogledu duZine pcs-
tupka, pokazademo tri razliita naCina nalaZenja opSteg reprcduktivnog resenja
jednacine
(3-19) [y, X5, X35 X)) —f (X35 X35 X, X)) S (5, X4, X, X)) —f (X4, X5 X5, X;3) = 0.

1° Koris¢enje matriéne formule koja sadrZi sve formule koje daju opéte

re¥enje jednacine (glava II, odeljak 2). Polazeéi od date jednagine ciklitnom
permutacijom promenljivih dobija se sistem

f_fl_,_fZ__fS:O’ _f+f1_f2+f3=07
f=f1H12=2=0,  —f+f1=f2+[=0.
Matrica koeficijenata ovog sistema je
1 -1 1 —1

—1 1 -1 1

Za matricu 4 nalazimo cikliénu matricu C reda 4 razli¢itu od nula-matrice
tako da je A-C=0, 1 ona glasi

r [ [ C, Cy—C; + ¢,
C Co—Cy + €, ¢ (3 c,
- c, Co—C ¢, <, <
9 C; Co—C1+ 6 o

Prema (2.14) formula koja cbuhvata sve formule kcje daju opSte reSenje
jednacine (3.19) je

RUIDy=cy Il +c II'+c, [I* +(cy— ¢, +¢c,) II* (I proizvoljna funkcija).

Prema lemi 1 ove glave je R(f)=c,f+c f +c,f2+(c,—c;+¢,)f>=f,
1 1 1

. 3
odakle se dobija: Co:z’ szj, Cy= — 03:7'

Dakle, opste reprcduktivno reSenje jednaline f—f1+f2—f3=0 dato je
formulom

=i rtm_ L L
4 4 4

2%
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2° Metoda zasnovana na rezultatu S. B. PReSic¢a [21]. Za datu matricu 4
odredujemo matricu B saglasnu sa ciklicnom grupom reda 4 koja zadovoljava

uslov ABA+ A=0. U ovom sluCaju imamo B=_TI, (I jedini¢na matrica).

Opste reSenje, prema (2.5), dato je sa

f I
It It
=(BA+TI
P |m@aeD|
r3 T3

Ovo reSenje je i reproduktivno, jer je [24]
(BA+I)*=BA+1.
Dakle, opite reproduktivno resenje date jednaCine je
f=iII +rlm_ Ym p
4 4 4 4
3° Primena formule f=F(K,( ). Kdeficijente a,(k=0, 1, 2) polinoma
K, (x) odredujemo iz identiteta

1=(1+x) (a,x*+a,x+a)+ b, (1 —x+x2—-x3).

.. 1 2 3
Dobijamo: a,=—, a,= ——, aqy=-—.
] 2= 4 4 0=
2 3
Dakle, K, (x) =~ x2 -2 x -+,
4 4 4

odakle je

1
F(x)Ko(x)=%+—i—x~%x2+:x3.

Prema tome, opite reproduktivno refenje jednaline (3.19) je

- 3 I Ym lm
f=F(K,(ID) 4H+4H Y +4II.



Glava IV: PRIMENE PRETHODNIH REZULTATA NA PARTIKULARNE SLUCAJEVE

Data su preslikavanja

00(x,, X5 o X =(Xy, Xy -0 s X)), O (X, g, o, X)) =00, e X, Xy,
07 1(x;, X5 - -5 X)=(X,, X5 - ., X,_ ) (X;E€S8; skup S ima najmanje n ele-
menata).
Ocigledno, preslikavanja 0% 61, ..., 0~1 obrazuju cikli¢nu grupu reda n.
Jednacdina

a,f(O°M)+a, fOM)+ - - +a, , f(O"'M)=0
dobija slededi oblik
(4'1) aOf('xl’xZ’ ""xn)+al.f(x27 x35"-)xns x1)+"‘+

+an—1f(xn’ xl’ R xn—1)=0
gde su q; ({=0, 1, ..., n—1) realni brojevi, i f nepoznata funkcija (f:S — R).

Jednagina (4.1) je linearna, ciklicna i homogena funkcionalna jednadina
sa konstantnim koeficijentima.

Dokazaéemo da je jednaina (4.1) ekvivalentna sa jednom od ¢etiri kanon-
ske jednadine za n=3, sa jednom od osam kanonskih jednadina za n=4 i sa
jednom od Sesnaest kanonskih jednadina za n==6.

Dademo postupak pomoéu koga se moZe za svaku jednadinu (4.1) u
sluCajevima n=3, 4, 6 odrediti ona kanonska jednadina koja je sa njom ekvi-
valentna.

Za svaku kanonsku jednadinu odredi¢emo opste i reproduktivno reSenje.

1. Razmotriéemo najpre jednadinu
4.2) a, f(x,, x,, x3)+a, f(x,, x5, X))+ a, f(x;5, X, x,)=0.

M. GHERMANESCU je u [7] proudavao linearne cikli¢ne jednacine tipa (4.2)
i dokazao da imaju netrivijalna reenja samo ako koeficijenti ispunjavaju uslov
| a a, a, '
‘i a, a4 a, 1:0
i a, a, aq ]

21
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Ovde ¢emo izloZiti jedan drugi metod ispitivanja jednaline (4.2).

Funkcionalne izraze koje sadrZi jednadina (4.2) oznadimo redom sa:
=5 frifx

Polazeéi od (4.2) cikliénom permutacijom promenljivih dobija se slededi

sistem jednaéina:
a,f+a,fl+a,f2=0,

(4.3) a, f+a,f1+a f?=0,
a, f+a,f1+a,f*=0.

Determinanta sisterna (4.3) je
1
A= 7 (@) +a,+ay) [(ao -+ (a, - a)*+(a,— ao)z]-

Moguéna su sledeéa Getiri sludaja:

() ay+a,+ a7 0 1 (q— al)z +(a,~a)*+(a,— 00)27‘4— 0;
®) a,+a,+a,70 i (a,—aP+(a,—a)+(a,—a)=0;
(v a,+a,+a,=0 i (a—a)+(a,—a)*+(a,~a)*#0;
(9) ay+a,+a,=0 i (a—a,)>+(a,~a)+(a,—a,)*=0.

U sludaju (o), sistem (4.3) je, ofigledno ekvivalentan sa jednadinom

S(x), x5, x3)=0.
U sluéaju (B), imamo a,=a,=a, i a,+a,+a,#0, dakle aq,5#0, pa je
sistem (4.3) ekvivalentan sa jednaCinom

Fxps Xy, X3) S (X5 X35 X)) +S (x5, X, X,)=0.
U sludaju (y), postoje sledece &etiri moguénosti
1° a,+a,+a,=0, a,—a+#0;
2° a,+a +a,=0, a —a,#0;
3° a,+a,+a,=0, a,—a,#0;
4 uy+a+a,=0, a,—a,#0, a,—a,#0 i a,—a,>#0.
Iz 1° izlazi a,= —a,—a,, pa imamo

a,f+a f'+(—a,—a) f?=0,

0(/ =/ +a (fl=fH—-a,(f*~f)=0.

Poslednja jednacina sa dvema jednadinama dobijenim ciklitnom permuta-
cijom obrazuje slede¢i sistem

0/ =Y +a,(f1 = —ay(S?=/)=0,
—ay (S =/ +0(S1=fH+a, (f?~f)=0,
a(f—/D=-a(f1-fH+0(f*-/)=0.

tj.
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Determinanta ovog sistema je

P 0 a; —a, |
b —a, O a, ‘ =a’—a’+£0.
% a —a, 0 i

Dakle, u ovom sluéaju jednadina (4.2) je ekvivalentna sa jednadinom
f(xl’ Xz x3)—f(x2, X3, x])ZO'

U sludajevima 2°, 3°14° dolazi se do istog zakljucka.
U sluaju (3), jednadina (4.2) svodi se na identitet

0=0.

Na osnovu izloZenog zakljuéujemo da vaZi:

Lema 1. Fukcionalna jednadina (4.2) ekvivalentna je sa
L f(x,, x,, x3)=0,
ako je ay+a,+a,#0 i (a,—a,*+(a,— a,)* +(a,— a,)*#0;
IL f(x;, x5, X))+ (X5, X3, X))+ (%3, %;, x,)=0,
ako je ay,+a,+a,#0 i (a,—a,P+(a,—a,)*+(a,~a,)*=0;
IL. f(x,, x5, x;)—f (x5, X5, x) =0,
ako je ay+a,+a,=0 i (a,—a)?+(a, —a,)?+ (a,— ay)®+#0;
IV. 0=0,
ako je ay+-a,+a,=0 i (a,—a,)*+(a,— a,)*+(a,—ay))*=0.

Za svaku od jednalina I—IV dajemo formulu koja sadrZi sve formule
koje daju opsta refenja kao i formule za op$ta reproduktivna reSenja ovih
jednaéina.

Propozicija 1. Jednading f+f1+f*=0 ima opite resenje
f=co I +cdI* —(cy+ c) 1T,
gde je II proizvoljna funkcija promenljivih x , x,, X3, @ ¢, 1 ¢; su proizvoljne

konstante.

Dokaz. Polazeéi od date jednadine dobija se sistem

FHI412=0,  f+f1412=0,  fHf14f2=0,

sa matricom sistema
111

A=[1 11
111



24 B. M. Zari¢

Opste reSenje ovog sistema, prema (2.14), dato je sa

f 7
(4.4) fil=clm
fZ HZ

gde je C najopstija cikliéna matrica reda 3 koja ispunjava uslov 4.C=0.
Na osnovu formule (4.4) moze se pisati
f=coﬂ+clﬂl*(co+cl)ﬂz-
§to je trebalo dokazati.
Propozicija 2. Reproduktivno reenje jednacine
f+S1+£2=0
Je
=rlp-Ltm_Lp
3 3 3

gde je II proizvoljna funkcija promenljivih x,, x,, x,.

Dokaz. Tvrdenje sledi na osnovu formule (2.5) glava II.
Medutim, ovo tvrdenje moZe se neposredno dokazati na sledeéi rain.
Polazeéi od opsteg resenja f=c,II+ ¢, 1T — (¢, +c)IT?, imamo
f(f):COf+c1f1—(co+cl)f2
:Cof+clfl + (c0+c1) (f"'fl)

=Qcy+c) f+(c,+2¢) fL
Uslov f(f)=f je ispunjen samo ako je
=2, ¢ =-1
0 3 ’ 1 3

Dakle, f= % 17 —% It — % I1? je reprcduktivno refenje jednadine
fH+f1+f2=0.
Na sladan nadin moZe se dokazati da vaZi

Lema 2. Opste resenje jednacine (E) dato je formulom (F),

Jednacina (F) Formula (F)
1° f(x, X5, x)=0 S(x;, x,, x3)=0;
2° 0 f(x, Xy x3)+ f(xy, X5, X)) f e, xy, x)=co I (x,, x5, X;)
+f(x;5, %, x)=0 +o, I (x,, x5, X,)

~(cy+c ) (x4, x;, X,);



Prilozi teoriji linearnih cikli¢nih funkcionalnih jednacina 25

Jednacina (E) Formula (F)

3% f(xy, X5 X3) =S (x5, X5, X)) =0 f(xy, x5, X3)=¢, [17 (x,, Xy X5)
+11 (x,, x5, x,)
+H(x3’ xl’ xz)]:

4° 0=0 S (xps Xy, x) =11 (x,, x,, x3),

gde II oznadava proizvolinu funkciju.
Na osnovu prethodnih rezultata vaZe sledeée dve teoreme.
Teorema 1. Opste reSenje jednacine
ay f(x;, x5, x3) +a, f(x,, X3, X)) +a,f(x;, x;, x,)=0
dato je sledecim formulama:
1° f(x,, x,, x;)=0,
ako je a,+a,+a,#0 i (ay—a)*+(a,—a)?+(a,~a)?+#0;
2° f(xys Xy, X3)=cdI (x,, x,, x;)+ ¢, [T (x,, x5, X))
~(eg+e) I (x5, x;5 X,),
ako je ay+a,+a,#0 i (a,—a,)*+(a,—a,)’+(a,—a?=0;
3% f(xys x5, X3)=¢, [7T (x,, x,, xy) + I (x,, x5, x))+ I (x5, x,, xg],
ako je ay+a,+a,=0 i (a,—a)?+(a,—a)?+(a,—a,)*+#0;
4 f(x, X5, x3) =1 (x,, X,, X3),
ako je a,+a,+a,=0 i (a,—a)*+(a,—a,?+(a,—a,)*=0.
I (x,, x,, x;) je proizvoljna funkcija promenljivih x,, x,, X;.

Teorema 2. U slucajevima oznalenim u formulaciji Teoreme 1 sa 1°—4° opsta
reproduktivna refenja data su redom sledecim formulama:

1° f(x, x5, x,)=0;

o 2 1 1

2° f(x,, X5, x3)=?ﬂ(x1, Xy, xs)—?H(xz, X5, xl)—?ﬂ(xs, X1, X0
° 1 .

3 flx, x,, xs):? [H(xl’ Xy X3) + 11 (xy, x5, x)) +1I (x5, x,, xz)]’

4° f(xys Xy X)) =1IT (x;, X,, X3).

2. U ovom odeljku tretira se problem reSavanja homogene linearne cik-
liéne tunkcionalne iednaéine

4.5) ayf Xy, Xp5 X3, X))+ [ (X5, X35 Xy X))+, f (X5, Xy, X5 X5)
+a,f(x,, x;, x,, Xx;3)=0.



26 B. M. Zari¢

Polazeéi od (4.5) cikliSnom permutacijom promenljivih dobija se sledeéi
sistem jednadina:

aof(xp X, X3, X Fa f(x,, X3, X4 x1)+a2f(x3, X45 Xy, xz)
+ay f(x,, x5 X;, X3)=0,

a, f(x,, Xy, X3, X))+ a, (X, X5, X, X)) +a, f (x5, %,, X;, X5)
+a,f (x4, X5 Xy, xs):O,

(4.6) ayf(xy5 Xy, X3, X))+ a3 f(Xy, X3, X4, X))+ a0 f (X5, X45 X, X,)
+a, f(xy, x;, Xy, X5) =0,

a, f(xX5 X5, Xy, Xg) + 0, [ (Xy, X3, X, X))+ a3 f (X5, X4, X, X)

' +a,f(x,, x5, X5, x;)=0.
Ako se stavi

Fxp, xp, x5, x)=f, (x5, X3, X, x1)=f1, f(xsa X4s X xz)=f2,

f(-x4’ X5 Xy, x3) :f3=
sistem (4.6) postaje

ayf+a fl4+a,f2+a,f3=0,
ay f+ayfr+a, f2+a,f*=0,
azf']'a34fl+aof2+a1f3=0:
a f+a,fl+ayf2+a,f*>=0.

4.7)

Uvedimo oznake a,+a,=2M, a,+a,=2P, ay—a,=2N, a,—a,=20, tj.
a,=M+N, a,=P+Q, a,=M~—N, a,=P—-Q.

Sistem (4.7) postaje
M(f+fH+P(f1+f)+N(f-H+2 (1 -f)=0,
P(f+fA+M(f1+f)—-Q(f~fH+N(U1-f)=0,
M(f+f+P(f1+f)=-N({f-fH-2(f1=f)=0,
P(f+fH+M(f1+fH+Q(f-fH-N(f1-f)=0,

koji je ekvivalentan sa

(4.8)

M(f+fH+P(f1+f)=0,
P(f+fH+M(f1+13=0,
N(f=H+0(f1-f)=0,
—Q(f-fH+N(f1-f)=0.

Determinanta sistema (4.7) je

(4.9)

(4.10)  A=[(a,+a,)?~(a, +a)] [(@, — @)+ (a, — a;’] = 16 (M2 — P2) (N? + 0?).
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Rastavimo sistem (4.9) na dva pod-sistema
4.11) M(f+fH+P(f1+/)=0, PU+fAH+M1+f)=0;
4.12) N(f-/H+2(f1-f)=0, —Q(f-fH+N(f1-f)=0,
&ije su determinante redom M2—P2 i N2+ Q2.

Vaze sledeca tvrdenja:
(I) Ako je M2—P2:£0, sistem (4.11) je ekvivalentan sa jednadinom f+f2=0;
(II) Ako je N2+ (Q2=£0, sistem (4.12) je ekvivalentan sa jednadinom f—f2=0;
() Ako je N=Q =0, sistem (4.12) je ekvivalentan sa jednadinom 0=0;
(IV) Ak je M2—-P2=0i M=P=0, sistem (4.11) je ekvivalentan sa jedna-
¢inom 0=0;
(V) Ako je M2—P2=0 i M=P=+£0, sistem (4.11) je ekvivalentan sa jedna-
ginom f+f14+f2+13=0;
(VI) Ako je M2—P2=0 i P=— M=#0, sistem (4.11) je ekvivalentan sa jed-
nadinom f— fl4f2—f3=0.

Na osnovu (I)—(VI) neposredno se zakljuCuje sledece:
I. Ako je M2—-P2£0, N24+Q2=0, sistem (4.9) je ekvivalentan sa sistemom

f+12=0, f—f2=0,
tj. sa jednadinom f=0.
II. Ako je M2—P2:£0, N=Q=0, sistem (4.9) ekvivalentan je sa sistemom

f+f2=0’ 0=0>

tj. ekvivalentan je sa jedna&inom f- f2=0.
II1. Ako je M?—P2=0, N2+ Q?#0 i M=P=0, sistem (4.9) ekvivalentan je
sa sistemom .

0=0, f-sf2=0,
tj. sa jednalinom f- f2=0.
IV. Ako je M2—P2=0, N=Q=0 i M=P=0, sistem (4.9) ekvivalentan je sa
Jjednadinom 0=0.
V. Ako je M?—P2=0, N2+ Q2£0, P=M+0, sistem (4.9) ekvivalentan je sa
sistemom jednacCina

f=f2=0, f+fl4+f2+f3=0,

tj. sa jednaginom f+f1=0.

VI. Ako je M2—P2=0, N=Q=0, M=P+#0, sistem (4.9) ekvivalentan je sa
jednalinom f+f14f2+f3=0.

VII. Ako je M2—P2=0, N2+ Q%2:+0, P= — M+#0, sistem (4.9) je ekvivalentan
sa sistemom

f=12=0, f-fl+fi-f2=0,

tj. sa jednaginom f—f1=0.
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VIII. Ako je M2—P2=0, N=Q=0, P= — M0, sistem (4.9) ekvivalentan je

sa jednadinom f—fl+f2—f3=0.
Dakle, vaZzi sledec¢a lema:

Lema 3. Funkcionalna jednacina (4.5) ekvivalentna je sa jednacinom:
L f(xy, X35 %3, X) =0,

ako je (a,+a)*—(a, +a)?#0, (a,—~a,)*+(a, ~a;)*#0;
IL f(x,, X5y X3, X4) +F (X5, X4, X, X,) =0,

ako je (ay+a,?—(a,+a)>#0, a,=a, i a,=a,;

L f(x,, X,, X3, Xg) =S (%3, X4 X;, %) =0,

ako je a,+a,=0, a,+a,=0 i a*+a?>+#0;

IV. 0=0,

ako je ay=a,=a,=a;=0;

V. f(x), Xy, X35 X)) +1(xy, X3, X45 %) =0,

ako je a,+a,=a, +a,#0, (a,—a,)*+(a, —a,)*#0;

VI f(xls X,y X3, x4) +f(x2; X35 X4, x1) +f(x3, Xg4s %95 xz) +f(x4, Xis Xy x3)=0,

ako je ay=a,=a,=a,#0;
VIL f(xla xz, x3, x4) -'f(xz’ X3, Xys x1)=0,
ako je (a,—a,)®+(a,—a;?#0 i a,+a,= —(a,+a,)#0;

VI f(xl’ Xyy X3, Xy) _f(xzs Xy, X4 Xp) +f (%3, x4, Xp5 X5) —Jf (x4, X1 X35 x3)=0,.

ako je a,= —a,, a,=a,, a;= —a,, a,70.
Sada ¢emo odrediti opSte reSenje svake od jednadina

f=0’ f+f2=0’ f_f2=05 0:0’ f+f1=05
FHIIHf21f =0, [=f1=0, f—fl4f2~f7=0.
Propozicija 3. Opste reSenje jednacline
f+7=0
f=coI—11%) +c (IT' - 1D,

(4.13)

dato je formulom

gde su c, i c, realni parametri, a II proizvoljna funkcija.

Dokaz. Polazedi cd jednaline f+f2=0, ciklitnom permutacijom
ljivih, dobija se sistem

fHOf1+f2+0f3=0,
Of+f1+0/2+f3=0,
SHOf1+f2+0/3=0,
0f+f14+0f2+f3=0.

Matrica ovog sistema je

(= =
-0 = O
(=R
= O = O

promen-
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Opéte resenje, prema (2.14), dato je formulom

f o

fl Hl
(4.14) =€ |

f! 73

gde je C ciklitna matrica reda 4 koja zadovoljava uslov 4-C=0.

Co € —C —G
. .. - Co ¢ —C .
U ovom slucaju je C= . . . .. |+ pa, prema formuli (4.14),
Tt & 0 1
¢ —C —C¢ €

imamo
f=co(I—11%) + ¢, (IT' - IT7),

§to je i trebalo dokazati.
Propozicija 4. Reproduktivno refenje jednacine

f+f2=0
Je

1 1
fOxys X5, X5, x4)=—i~H(x1, X35 X3, x4)—-2—17(x3, X5 X5 X5).
Dokaz. Tvrdenje sleduje na osnovu formule (2.5), a moZe se neposredno

dobiti na sledeé¢i nadin:
1z formule (4.14) imamo

FN = (f=fH+e,(f1=S)=2¢c,f+2¢,f,

odakle izlazi
2¢,f+2¢,f1=f, ako je co=%, ¢, =0.

Dakle, f=%[17(x1, Xy X3, Xg)— IT (x5, X4, X, x)].
Lema 4. Opste refenje jednacine (E) dato je formulom (F) gde II oznacava
proizvoljnu funkciju.
Jednadina (E) Formula (F)
1° f(xq, x5, X5, x)=0 f(x,, x5, x5, x,)=0,
2° f(xy5 Xy, X3, Xg) +F (x5 Xy, Xp, %) =0 f(x, X, X3, X,)
=co [ (x,, x,, x;3, x) =TT (x5, Xy, X, , X,)]
+¢ [H(xz’ X35 Xy X)) — I (x4, X, X,, xs)]9
3% f0xp, xp, X3, %) —f (%3, X5 X, %) =0 f (x5 %y, X3, %)
= [H(xl’ Xy s Xy, X)) + 1T (x5, X4, X, x?)]
+¢, [H(xz, X3y Xgo X)) + 1T (x4, X, X,, x3)],
4°0=0 S (x5 X25 X35 X)) =TI (%), X5, X3, X,),
5° f(xv X5 X3, x4)+f(x2’ X35 Xy x1)=0 f(xp X35 X35 x4)
=c, [H(xl, X35 X3, X) — I (x5, X5, X,, X,)
+ 11 (xy, x4, X,, x,) — I (x4, %;, X, x3)],
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6° f(x17 X5, X35 X,) +f(x2’ X35 Xy x]) f(xp Xy, X35 X, = CQH(XI, X5 X3, x4)
1 (x5, X45 X5 X)) FS (g5 X5 X5 X3) =0 4, TT(xy, X3, X4 X)) + €, 1T (x5, X, X, X,)
—(cy+ey+e) M (x,, x|, x5, X3),
T f(x,, X5, X5, X)) — (X0 X3, X0, X)) =0 f(x, X5, X5, X)
=0y [H(xl’ Xpy Xyy Xg) + 11 (X5, X5, X5 X,)
+ 1 (xy, x4, %, X))+ 1T (%, X, %, %3]
8 S(xy. Xy, Xy, X)) — [ (325 X5, X4, Xy) F s Xy, x5, %) = ¢ I (%, X5, X3, X,)
S (Cegs Xgs Xp5 %) =S (g5 X5 %5, X3) =0+ ey T (x5 X3, Xy, X)) + ¢ T (X5, X, X, X))
+(cog—c, + ) I (xy, X, Xy, X,).
Na osnovu prethodnih rezultata vaze sledede dve teoreme.
Teorema 3. Opste reSenje jednacine
ayf(Xy, Xy, X3, X)) +a, f (%, X35 X4, X))+ f (X5, Xy, X5 X))+ a3 f (x4, X1, X5, X5)=0
dato je sledeéim formulama:
1 f(xs x,, x5, x,)=0,
ako je (a,+a,)?—(a,+a,)*#0, (a,— a,)* +(a, — a;>#0;
20 f(x1) xz’ x33 x4)=C0 [H(x13 x2’ x33 x4)—H(x3’ x49 x19 xz)]
' +(,‘1[H(X2, X35 x4,x1)——17(x4,x1, xg,xs)],
ako je (a,+a)*—(a,+a)*+#0, a,—a, i a,=a;;
3% fxps x5 X35 x4)=co[ﬂ(x1’ Xyy X3, Xg) + T (X5, X4, Xy, xz]
+¢ [H(xza X3, X4y X))+ I (X4, X1, X5, xs)]>
ako je ay+a,=0, a,+a,=0 i a”+a*+£0;
4% f(x;, X, X5, x)=T(x, x,, X3, X,),
ako je ay=a,=a,=a;=0;
57 fxy, X, X5, X)) =¢ [H(xp Xy, X35 X) =TI (Xy, X3, X4, X))
. . +H(x3’x4’x1’x2)+n(x4sx1: x23 xs)]’
ako je ay+a,=a, +a;50, (a,—a,)?+(a, — a,)>+0;
6 S (X15 Xy, X3, Xg) = € I (%, Xy, X5, X} + ¢TI (X5, X3, Xy, X,)
+62H(x3, x4’ x1> xz)—(c0+c1+c)17(x4, xlz xz; x3),
ako je a,=a, =a,=a,;#0;
7° f(xl’ Xy, Xy, X4) =€ [H(xl, Xy, Xy, X+ 1T (X,, X3, Xy, X))
+ I (x5, X4, X5 X)) 1 (%, X, X, xs)]s
ako je (a,—a,)*+(a,—a,)?>#0 i a,+a,= —(a,+a,)#0;
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=] M .
8 S(xy, X0y x5, X)) =co I (X}, x,, X5, x,)+ ¢, 1T (x,, x5, x,, x)
+ e T (x5, x4, X1, X))+ (cg— ¢+ ) T (x4, X, 5 Xy, X;),
ako je a,= —a,, a;=4a,, ay= —a,, a,70.
I (x,, x,, X3, x;) je proizvoljna funkcija promenljivih x,, x,, Xy, X4

Teorema 4. Opsta reproduktivna reSenja jednacina (4.13) data su redom for-
mulama

1° f(xs x,, X3, X)=0;
o 1 1
2 f(xlaxz’xS’x4):?H(xl’x2’ X35 x4)——2-17(x3, X4,X1,x2);
° 1
3 f(xl,xz,x3,x4)=?[17(x1,xz,x3,x4)+17(x3,x4,x1,xz)];
4° f(xpxz’xs? x4)=1](x1, X5 X3, x4);
o 1 1
5 f(xl,xz,x3,x4)n_;74_17(x1,xz,x3,x4)—217(x2,x3,x4,xl)
L 1 ) N
+—4— 1(x;, X,, X;» xz)-zﬂ(xw X, Xy, X3);
o 3 1
6" f(x,, x5, X3, x4)=—4«1](x1, Xyy Xy, x4)—IH(x2, Xys X4y X;)
1 1 )
~-;~1—17(x3,x4,xl,xz)——z-ﬂ(x4,xl,x2,x3),
o 1 ! .
7 f(x17x29x3’x4):ZH(X1>xzax3’x4)+zn(x2’x39)'4’x1)
1 1 )
+:H(x3,x4,x1,x2)+—4~]](x4,x1,xg,x3),
© . " 3 1
8% fxp, xy, X3, X4):’Z”(X1’ Xy X35 x4)+IH(x2, Xy, X4y X))

1 1
—?H(xs, Xy, Xy x2)+ZH(x4, X,y Xy, X3).

3. U ovoin, poslednjem cdeljku ove glave razmatra se jednacina
o f (s Xa5 X35 Xy X5y Xg) £, [ (X5, X35 Xy, Xgy X5, Xy)
(4.15) +a, (x5, Xy, Xg, Xg, X;5 X,) + a3 f (X4, Xg, Xg, X;y Xy, X3)
+a,f(Xs, Xg, X,y Xy, Xy, X))+ a5 f (X6, X;, X5, Xy, X4, X5)=0.
Uvedimo oznake
f('xl’ Xys X35 Xy X5 xﬁ)zf: f(xzs X35 Xyy Xs5 X, x1)=f19
(4-16) f(x3,x4,x5,x6,xl,x2)=f2, f(x4,x5,x6,x1,x2,x3):f3,

S (X5, Xg, X0, X0, Xy X)=F4  f(%X, X;5 Xp5 X3, Xg, X) =13
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Polaze¢i od (4.15), cikliénom permutacijom promenljivih dobija se sistem

(@) af+a fl+a,fi+a,f3+afi+a,f=0,

® af+afi+afi+a,f+a,f*+a,f5=0,

@1 C9) af+afl+a,f?+a,f3+a,f*+a,f5=0,
) ®) af+a,fl+afi+ayfi+afi+a,f’=0,
(&) af+afl+a,fi+a,f3+ayf*+a f5=0,

®) af+afl+a,f2+a,fP+af*+a,f5=0.

Iz (4.17) sabiranjem («) i (3) dobija se
(@) +®): (@, +a) (f+f)+(a,+a) (f1+fH+(a,+a) (f2+15=0.
Sli¢no dobijamo
B +@):@+a) (f+) +(@+a) (f1+fH+(a+a) (f2+f5)=0;
M +E (@ +a) (f+)+ (@, +a) (f1 +1%) +(ay +a;) (f2+f5)=0.
Takode vaZi
@=0): @—a)(f—f)+@—a)(f1~f*)+(a,~a)(f2~f)=0;
@) —@): —(@—a) ([ )+ @—a) (f1~fH)+(a,—a)(f*~f)=0;
= —@—-a)(f=f)—(@—-a) (S —fH+ @ —a)(f2~f)=0.
Uvedimo oznake
ay+a,=2M, a,+a,=2N, a,+a;=2P, a,—a,=2Q, a,~a,=2R, a,—a;=28.
Koristeéi uvedene oznake, dobija se sledeéi sistem:
M(f+f)+N1+fH+P(f2+f5)=0,
P(f+fH+M(f1+fH+N(f*+f)=0,
N+ Y+ P(f1+ )+ M(f2+f)=0,
QU=SH+RU=fH+S(f2~f)=0,
=S(f=H+ QU =fH+R(f*-f)=0,
—~R(f=fH-S(~fH+Q2(f*~f)=0.
Rastavimo sistem (4.18) na dva pod-sistema:
Mf+ )+ N+ H+P(f2+9=0,

(4.19) P(f+fH+Mf1+fH+N(f2+f%)=0,
N(f+fH+PS+H+M(f2+/5=0;
Q(f-fH+R(f1~fH+S(f2-f)=0,

(4.20) =S(f=H+QU ~fH+R(f*~f)=0,

—R(f-fH-SU1-fH+Q(f2-f)=0.

(4.18)
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i Determinanta sistema (4.17) je
a, a, a, a, a, a

as a, a, a, a, a,

4.21) A=la, a; a, a a, a,
a a; a; aq, a; a,
a a a, as a, a
a a, a; a, as a,
a,+a,—a,—a; a,+a,—a,—as ay—a; a,—a, a,—as
=(zak) as—a, ay,—a, a,—a,
k=0 a,+a;—a,—a, a,+a,—a,—a,
a,—a;, as—a, a,—a,|
R S
M—pP N—P 0
=64 (M+ N+ P) S 0 R
P—N M~—N |
—R =S Q
M N P“ Q R S
=64/P M N| —S 0 R =64AA,,
N P M !_R —S Q
gde su A=|p M N| i A,=|—S @ R|redom determinante sistema (4.19)
N P M _R —§ ©
i (4.20).

Ove determinante imaju vrednosti
A, =% (M+N+P)[(M—NY2+(N—PP+(P-My],

8, =@ - R+ )@+ RP+(R+SP+(S-0¥].

Prema [29], vaZe slededa tvrdenja:

(I) dko je P+ M+ N+#0 i (M — N2+ (N—P)*+ (P—M)2+0, sistem (4.19)
ekvivalentan je sa jednalinom f+f3=0;

() Ako je P+M+N+#0 i (M— NP2+ (N—P@2+(P-M¥2=0, t.
M= N=P=£0, sistem (4.19) ekvivalentan je sa jednalinom

A2+ 3= 0

() Ako je P+M+N=0 i (M—N)*+(N—P)y+(P—M)+0, sistem
(4.19) ekvivalentan je sa jednacinom f—fl1+4 f3—f4=0;

(IV) Ako je M+N+P=(M—N>+(N—Py2+(P—M)2=0, sistem (4.19)
ekvivalentan je sa jednacinom 0=0;

(V) 4dko je Q—R+S#0 i (Q+RPZE+(R+SP+(S—0)£0, sistem (4.20)
ekvivalentan je sa jednadinom f— f3=0;

(VD) Ako je Q—R+S#0i (Q+R?*+(R+SP+(S—-0)?=0,¢. 0= —-R="
= S0, sistem (4.20) ekvivalentan je sa jednadinom f—fl1+f2—f3+f4—f5=0;

3 Publikacije Elektrotehni¢kog fakulteta
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(VI) Ako je Q—R+S=0 i (Q+ R+ (R+S)*+(S— Q)2£0, sistem (4.20)
ekvivalentan je sa jednadinom f—f%— f3+ f5=0;

(VII) 4ko je Q—R+S=(Q+R3Z+(R+S5)P+(S—0)?=0, sistem (4.20)
ekvivalentan je sa jednacinom 0=0.

Na osnovu (I)—(VIII), ocigledno vaZe sledeca tvrdenja:
I.  Ako je M+ N+P#0, (M— NP2 +(N—PPR+(P-M?2+#0, Q—R+S+#0 i
(Q+ R+ (R+ S)*+(S—Q)?+#0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom f=0;
II. Ako je M+ N+ P#0, (M~ N2 +(N—P)?+(P—-M)*+#0, Q—R+S+#0 i
(Q+RP+(R+SP+(S—Q)2=0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom
f=f1+f?=0;

. Ako je M+N+P#0, (M— Ny +(N—~PP2+(P—M)y+#0, Q~R+S5=0, i
(Q+RP+(R+S)P2+(S—Q)+#0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom
f+f1=0;

IV. A4ko je M+ N+P#0, (M— NP +(N—P)2+(P—M)?#0, Q—R+S8=0 i
(Q+RP+(R+SP+(S—0)?=0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom
f+f3=0;

V. Ako je M+ N+P#0, (M—NY?+(N—P)2+(P—M)}2=0, Q—R+S#0 i
(Q+RPZ+(R+SP+(S—0Q)*+£0, sistem: (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom
f+I 412 =0;

VL. dko je M+ N+P#0, (M—NP?+(N—P)>2+(P—-MP2=0, Q—R+S#0 i
(Q+R?+(R+S)+(S—0)2=0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom

f+12+f4=0;

VIL. dko je M+ N+ P#0, (M— N+ (N—PP2+(P—M)?=0, Q—R+S=0 i
(Q+RPZ+(R+S5)*+(S—0)?*5~0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom
SE2f14+2f24f3-0;

VIIL Ako je M+ N+P#0, (M—NY +(N—P)2+(P—M)%?=0, Q—R+S=0 i
(Q+RP+(R+SP+(S—0)2=0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom
S+ 23414 +f5=0;

IX. Ako je M+N+P=0, (M—N)+(N—P)?+(P—M)%+£0, Q—R+S+#0 i
(Q+RP+(R+ S+ (S—Q)2~0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednalinom

f .

X. 4ko je M+ N+P=0, (M- NP+ (N—-PP+(P-M)?2+£0, Q—R+S+#0 i
Q+R?*+(R+SP+(S—0Q)=0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednadinom
F=2f1+2f2-f3=0;

XI. Ako je M+ N+P=0, (M—N)*+(N—PyP+(P—M)P+#0, Q—R+S=0 i
(Q+ Ry +(R+S2+(S—Q)+#0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom

f=f2=0; |
XII. dko je M+ N+P=0, (M—N)?+(N— P2 +(P~M?2+#0, Q—R+S=0 i
(O+R2+(R+SP+(S—0)2=0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom
F=fYef2=f4=0;
XIII. 4ko je M+N+P=(M—-NP2+(N—-P¥2+(P—-M)»*=0, Q—-R+S+#0 i
(Q+RPZ+(R+SP+(S—0Q)*£0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom

XIV. dko je M+ N+P=(M—-N)y>*+(N—P)*+(P-M)?=0, Q— R+ S+#0,
(Q+RP+(R+S)12+(S—Q)*=0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom
S=fY+f2=f34f4—f=0;
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XV. dko je M+N+P=M—-N2+N—-P2+(P-MP=0, Q—R+S=0 i
(Q+ R+ (R+ S+ (S—Q)?+£0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom
== +f=0;
XVL Ako je M+N+P=(M—NQ2+(N~PyP+({P~MP=0, Q—R+S=0 i
(Q+ R+ (R+S)2+(S—Q)?=0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednac¢inom 0 =0.
Dokazana je, dakle, sledeéa lema.

Lema 5. Funkcionalna jednacina (4.15) ekvivalentna je sa jednacdinom:
I' f(xls xz? x3’ x4’ xs; x6)= 09
5
ako je 3 @ #0, (ay—a,+a;—~a) +(a,—a,+a,~a;)* +(a,~ a, + a5 — a2 #0,

k—0
5
> (=D #0, (a,+a,—a;—a) + (@, +a,— a,— a)? + (a, + a,— a,— a)*#0;
k=0
IL f(x;, X5, X35 X4, Xs, Xe) =S (x5 X3, X4, Xs55 Xgs x1)+f(x3’ x4’x5’x6’x1’x2)=0s
5
ako je 3 @ #0, (@y—a,+a;—a)+(a,—a,+a,~a) +(a,~ a,+a;—a)* #0,
k=0

5
> (= Dfar#0, (a,+a,—as,—a)?+(q +a,—a,—a)+(a,+a;—a;—a)) =0;
k=0

III' f(xls x2s x39 x4, x53 x6)+f(x27.x3s x45 x57 x6, x1)=0>
5
ako je S @#0, (@,—a,+as—a)’ +(a, —a,+a,—a;)* +(a,~ a5+ a5 — a? #0,
k=0

i(—l)kak=0, @y +a,—a;—a)l+(a,+a,—a,— a)?+ (@, + a3 — a;— ap)*#0;
k=0
IV. f(x), X,, X3, X5 X5, Xg) FS (X5 Xs55 Xg5 Xy5 Xg5 X3)=0,
ako je éak;zéo, (@—a,+a,—a)+(a,—a,+a,—a)*+(a,—a; +a;—a))*#0,
k=0
3 (= 140, (@, — = 00 + (@, + 8, — 0=+ (ay + a3~ @y~ 0 =
k=0
V. f(X), Xgy X35 X4y X5, Xg) +S (X5 X35 Xy X5y Xg, X;) +S (X3, Xy X5, Xg, Xy, %) =0,
ako je éakqéo, (a,—a,+a;—a) +(a,—a,+a,—a)+(a,—a,+as;—a,?=0,
k=0
i(—l)"ak;éo, (@ +a,—a,— a2+ (a, +a,— a,~ a;)* + (a, + a; — a; — 4> #0;
k=0
VL f(x,, X5, X35 X4, X5, Xg) + (X3, X4, X5, X, X5 X))+ (X5, X, X5 Xz, Xy, X) =0,
ako je éak¢0, (@y—a,+a;— a )+ (a,—a,+a,— a)* + (a,— a;+a;— a > =0,
k=0

5
S (= DFa#0, (@, +a,—a;—a)’ +(a,+a,—a,— a)* +(a, + a; —a;— a,)* = 0;
K=o ,

3+
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VIL f(x)5 Xy, X35 X4, X5, X6) + 2 (X3, X3, Xy, X5, Xg, X;)
+21(x5, X4, X5, Xg, X, X))+ (%4, X, Xg, X1, %5, %) =0,
5
ako je ¥ a,#0, (ay—a,+ay—a)l+(a,—a,+a,~a)* +(a,—a,+a;— a2 =0,
k=0

5
> (= Dra,=0, (ay+a,—a;—~a) +(a,+8,—a,— a)? +(a,+a, — a;— a,)*#0;
£=0

VIIL f(x,, X;, X3, X5 X5, Xg) + [ (Xy5 X3, Xgy X5, Xg5 X))+ F (X3, Xy, X5, X5 X, X,)

+ f(Xgs X55 Xgo Xy5 Xps X3) +F(Xs, Xgs Xy, Xy, X3, X))+ (X6, X, X,, X5, X, X)=0,

5
ako je S @,#0, (a,—a,+a;~a)+(a, —a,+a,—a)+(a,—a;+a;—a)?=0,
k=0

5
> (= a,=0, (a+a,—a;—a)+(a,+a,—a,—ay+(a,+a;—a;— a,)* = 0;
k=0
IX. f(xl, Xy X35 Xgs X5 xﬁ)"f(xz, X3y Xy45 X5, Xg, xl):O,

s
ako je > a;,=0, (a,—a,+a;—a)+(a,—a,+a,—a)?+(a,—a;+as - a)* #0,
k=0

5
> (= Da#0, (a+a,—ay—a)+(a,+a,—a,~a;* +(a, + a, - a;— a,* #0;
k=0

X f(x), Xy, X3, X4, X5, Xg) — 2 (X5, X3, Xy, X5, Xg, X))
+2 f(x5, X4, Xs, Xg, X1, X)) [ (34, X5, Xg, X[, X5, X3)=0,

5
ako je S a;y=0, (@,—a,+a;—a)+(a,—a,+a,—a;)*+(a,—a;+a,—a)’+#0,
k=0

5
> (= Dra,#0, (ay+a,—a;~a)’ +(a,+a,~a,—aP+(a,+a;—a;,—a)*=0;
k=0

XL f(x), Xy5 X35 X5 X5, X) = [ (X5, Xy, X, Xg5 X, X)) =0,

5 ‘
ako je 3 ay=0, (a,—a,+a,—a)’+(a —a,+a,—a)*+(a,—a;+a;—a,)*+#0,
k=0

5
S(—1)fa,=0, (@ +a,—a;—a)+(a,+a,—a,—a)* +(a,+a,— a5;— a,)*#0;
K=0

XIL (X}, Xy, X3, Xy, X5, Xg) —f (X5, X3, X4, X5, Xg, X;)
+ (x4 X55 Xgs X 15 Xyy X3) = (X5, X5 X5 X55 X3, X,) =0,

5
ako je % a,=0, (@—a,+a,—a)+(a,—a,+a,— a)* +(a,— @, + a5, — a, P #0,
k=0
5
> (-1)fa,=0, (@, ta,—a;—a) +(a,+a,—a,— a;)* +(a,+a;— a5~ a)* = 0;
k=0

XII11. f('xl’ X5y X35 X4 Xss x6) —f(x4a xs’ Xgs X15 X2 x3)=0’



Prilozi teoriji linearnih cikli¢nih funkcionalnih jednadina 37

5
ako je S a,=0, (@,—a,+a,~a)’+(a,—a,+a,— P+ (a,—ay+a,— a2 =0,
k=0

5
Z (_ l)kak;éO, (a°+al -—a3—a4)2+(a1+¢12—a4—a5)2+(a2+a3—a5—ao)2;e0;
k=0

XIV. f(xl’ x2’ x3’ X4, x5’ xﬁ) _f(x2’ x3’ Xys x5’ x6’ xl) +f(x3’ x4, xs, x6’ xla xz)

_f(x4’ xs, xs, x1’ Xa5 x3)+f(x5’ X6’ x1’ Xy X35 x4) _f(x6’ xl’ xz’ x3’ X4 x5)=0’

5
ako je > a,=0, (ao—a,+a3—a4)2+(a1—a2+a4—a5)2+(a2_a3+a5_a0)2=0,
k=0

5
2 (_ l)kakséo’ (ao+a1_03_a4)2+(a1 +a2_a4_a5)2+(a2+a3—a5_ao)2=0;
k=0

XV. S Geys Xy X3, Xy, Xg, Xg) S (35, X5, X5 X5, X, X))
_f(x4’x5,x6,x1’x2’x3) —f(xsa x6,x1,x2,x3,x4)=0,
5
ako je > a,=0, (@y—a,+a,—a+ (@, ~a,+a,—a)’+(a,—a,+as;—a)?=0,
k=0

5
S (=Drar=0, (a+a,~a;—a)+(a,+a,—a,—a)* +(a,+ a, — a;— a))* #0;
k=0

XVI. 0=0,

5
ako je > a,=0, (ay—a,+a;—a)+(a,—a,+a,~a) +(a,—a;+a;—a?=0,
K=o

5
S (=1Dra,=0, (@, +a,—a;—a)+ (@, +a,—a,—a)+(a,+a;—a, —a)*=0.
k=0
Za svaku jednaginu I—XVI dajemo formulu koja sadrZi sve formule koje

daju opsta refenja ovih jednadira. Odreduje se, uz to i opste reproduktivno
refenje za svaku od prethodnih kanonskih jednadina.

Propozicija 5. Opste reSenje jednaline
f=S1+ 2=+ f4-f7=0
dato je formulom
Sf=c,I+c I +c, II?+ ¢y, ID + ¢, IT* + (cy— ¢, + ¢, — c5 + ¢ ) IT?,
gde IT:R®—R proizvoljna funkcija i c;(i=0, 1, 2, 3, 4) proizvoljne konstante.
Dokaz. Posmatranoj jednadini odgovara sistem
S=f1+f2=f3+f*-f*=0,
=2 == 0,
f=ft+f2=f3+f*=f*=0,
—f+f =S f = A f 30,
f=f 4 f =4 f 4= f =0,
A f 2 f3fA 4 f5=0
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&ija je matrica

Opste reenje prema (2.14) dato je sa

f o
[fl Hl
f2 HZ
(4.22) o l=Cl
f4 HIJ
fS HS

gde je C najopstija ciklina matrica reda 6 koja zadovoljava uslov 4-C=0.
Prema formuli (4.22) vazi

(4.23)  f=cg+c, M+, [I*+c I3 +c, IT*+ (cy— ¢, + ¢, —cy+ ¢,) IT°
$to predstavlja opite reSenje date jednadine.
Propozicija 6. Opste reproduktivno resenje jednacine
f=fltfr—f3 4 f4=f5=0
Je
f=i11+i1]1__1_H2+iﬂs_ln4+iﬂs,
6 6 6 6 6 6
gde je IT proizvoljna funkcija.

Dokaz. Tvrdenje sleduje na osnovu formule (2.5), a moZe se neposredno
dobiti iz formule (4.23).

Naime, polazeéi od (4.23) imamo
fN)=cof+e fr+e,f2+e fPre fi+(cg—c +e—cy+e)f?
=QRcy—cit =it e)f+(—cp+2 ¢, —cytey—c)f?
+(cp—ci+2¢c,—cy+e)fP 4+ (—cote—c,+2¢3—c) f?
+(cp—c +e,—cy+2¢)f
Iz uslova f(f)=f dobija se sistem po nepoznatim c¢,, ¢, ¢,, ¢;, ¢
2¢p—ciFcy—c3te,=1,
—c,+2¢,—c,+c3—¢,=0,
4.24) ¢—c,+2¢,—c34+¢,=0,
—Cp+ e —c,+2¢,—¢,=0,
¢—c; +c,—c3+2¢,=0.
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ReSenje sistema (4.24) je co=%, ¢ =

LN W N
6° 6 3 6> ¢ 6"

Jasno je da je reSenje oblika (4.23) sa ovako odredenim koeficijentima repro-
duktivno, jer ono ispunjava potreban uslov za to, a s druge strane, takvo rese-
nje medu refenjima datim sa (4.23) svakako postoji.

Istim postupkom mogu se odrediti formule oba tipa za sve jednadine koje
se pojavijuju u iskazu leme 5.

Dobijene rezultate izlaZemo u obliku leme i teorema koje slede.

Lema 6. Opste reSenje jednaline (J) dato je formulom (F), gde je IT proizvoljna

Sunkcija.
Jednacina (J)
1° f=0
2 f=fl4f2=0
3° f+f1=0
4° f+f3=0
5° f+fi+f2=0
6° f+f2+f4=0
7° f+2f1+2f2+f3=0

80

90
10°

11°
12°

13°
14°

VASAR VAR DAL TARY AR

f-r1=0
f=2f1+2f*=f7=0

f-12=0
F=f1+f3=f4=0
f-13=0

F=f1f2=f 4[4 f5=0

Formula (F)

/=0,
f=co I +c II'+(c,—c)) IT?

— o1 — ¢, IT* + (¢, — ) IT3,
f=c,(I-MO'+ 12— [I*+ II*—-IT%),
f=c,(I—IT*+c,(IT* - %) + ¢, (IT* - II%),
f=coI+c ' —(c,+c,) IT?

+ ey I3 +c, IT* — (¢, + c,) IT°,
Sf=cyI+c I +c, IT* + ¢, II* — (cy+¢,) [T*

—(c;+¢y) I3,
f=coI+c, II'+ ¢, 12~ (¢, + 2 ¢, + 2 ¢,) IT?
+QRcy+3c,+2¢,)IT*—2cy+2c¢,+cy) I,
f=cyUI - IT%) + ¢, (IT* %) + ¢, (I — IT%)
+ ¢, (IIP = IT%) + ¢, (IT* - IT%),
S[=c,(IT+ "+ I1* + IT3 + IT* + I1°),
S=cgI+c I +c,T*+(c,—2¢,—2¢,) II*
+QRcy—3c,+2c,) I+ 2 cy—2c; +c,) IT°,
[=coUT+ %+ % + ¢ (IT' + IT3 + IT°),
f=coI+c, T  + ¢, IT? + ¢, IT?
+(co—c; + ) IT*+(cy— ¢y + ;) IT3,
f=coI+11%)+ ¢, (' + IT%) + ¢, (I1* + IT),
f=coII+c, I +c, [T* + ¢, IT? + ¢, IT*

+(co—él+cz;c3+c4)ﬂ5,
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15° f+f1—f3—f4=0 f=cy+c, I +c,IT? + ¢, IT?
+et+e,— ) I+ (—cy+c,+ ;) IT°,
16° 0=0 f=1I
Teorema 5. Opste refenje jednacine
ay f (x5 Xy, X35 X4y X, X)+a, [ (X, X3, Xy, X5, Xg, X))
+a, f(X5, X4y Xg, Xg, Xy, X))+ a3 f (%4, X, X6, Xp, X5, X5)

+a,f (X5, X, X1, Xy, X3, Xg) +as5f (X6, Xy, Xy, Xy, Xy, X5)=0

dato je sledecim formulama:

1° f(x;, x5, X3, X, X5, X)=0,

5
ako je 3 a,#0, (@,—a,+a;—a)+(a,—a,+a,— a5’ +(a, — a; +a5—ay)* #0,
K=0
5
S (- DFa#0, (ay+a,—a;—a)*+(a, +a,—a,—a) +(a,+a,— a;— a)* #0;
k=0

2° f(xys Xz, X3, Xy, Xs, Xy =co I (X, X, X3, X4, X5, Xg) + ¢ II (x,, X3, Xy, X5y Xg, X))
+(c;—c) I (x5, X, Xg, Xg, Xy, X))~ Co I (x4, X5, Xg, X, X, X;)
—CIH(XS, 'x6’ xl’ x2a x3’ x4)+(C°—C])H(X6, xp xz, x3, x4’ xs)’
5
ako je ¥ @ #0, (ay—a,+a;—a)’ +(a, —a,+a,—a;)* + (a,— ay + as— a,)* #0,
k=0
5
> (= Dra#0, (@, +a,—as—a)+@,+a,-a,—af+(@+a;—as—a)’=0;
k=0

3% f(xp, Xys Xy, X4y Xg, Xg) =€ [H(xl, Xy, Xy, X4y Xy Xg) + T (X5, X5, X,, X, X6, X))
+H(x3, x4’ x57 xﬁ’ xla x2)+H(X4, xsa xs, x19 x29 x3)
+ I (x5, Xg, X;, Xy, X3, X))+ (Xg, X, X,, Xy, X, xs)],

5
ako je S a,#0, (a,—a,+a;—a)+(a,—a,+a,—a)’ +(@,—a,+a;—a))#0,
k=0

5
S (-Drfa=0, (ay+a,—a,—a) +(q +a,—a,—a)y*+(a,+a,—a;— a)*+#0;
k=0

4% f(x,, x,, X5, X4, X5, Xg) =€, [H(xl, Xyy Xgy Xy, X5y Xg) —II (X, X5, Xg, x'l, x,, x3)]
+c [H(xz,x3,x4,xs,x6,x1)—II(x5,x6,xl,x2,x3,x4)]
. t ¢, [T (x5, X, X5, X5 X, X,) =TT (Xg5 X, Xgy X3 Xgp Xg),

ako je kzoakqéo, (a,—a,+a,—a)+(a,—a,+a,—a5)* +(a,—a;+as—a))*#0,

(—D*a, =0, (ay+a,—ay,—a,P+(a,+a,—a,—a)* +(a, + a, —a;— a,)? = 0;

Mo
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5° fxl,xz,x3,x4,x5,x6)=c017(x1,xz,x3,x4,x5,x6)+c117(x2,x3,x4,x5,x6,xl)
—(co+ e ) T (x3, Xy, Xg, X6y X1, X)) + € T (X5 X5, Xg, X1, Xy, X3)

+e I (xg, X5, X5 Xy, Xy, Xg)—(Co+ ) IT (x4, X, X,, X5, X, Xs),

5
ako je 3 @, #0, (ay—a,+a;—a)+(a,—ay+a,~a)?+(a,—a;+a;—a)?=0,
k=0
5
z (— l)kak#o’ (ao+a1_a3_a4)2+(a1+a2_a4'"a5)2+(a2+a3—a5—ao)2¢0;
k=0
6° f(x,5 Xy, X3, Xy, X5, Xg) = € IT (X, X5, X5, Xy, X5, Xo) + €, I (x,, X5, Xy, X, Xg,X,)
+ ey I (x5, Xy, X5, Xg, Xy, X,) + 3 T (X4, X5, X, X;, X, X3)

—(co+ &) I (x5, Xg5 X1y X5 Xy, Xp) = (€, + ) T (Xg, Xy, Xy, X5, X, Xs),

5
ako je Y a,#0, (ay—a,+a;—a)+(a,~a,+a,—a) +(a,—a;+a;—a)?=0,
k=0

5
S (—1a#0, (ay+a,—a,—a)+(a,+a,~a,—a) +(a, +a,— a;~a))*=0;
k=0

7° f(xl,xz,x3,x4,x5,x6)=c017(x1,x2,x3,x4,‘xs,x6)+cllI(x2,x3,x4,x5,x6,xl)
+e, I (x5, X4, X, X, X, X,)
—(cp+2c¢,+2¢) I (x,, x5, x5, X, X,, X;)
+(2cy+3c,+20¢) I (x5, X6, X, X,, X5, X,)
~ Qg+ 2 ¢+ ) I (xg, x;, X,, X3, X4, X),
ako je éak;éo, (@—a +a;—a)+@ —a,+a,—a) +(a,—a;+as;—a))?=0,
k=0

5
> (= 1*a,=0, (a,+a,—a;~a)+(a, +a,—a,—a;)? +(a,+ a;— a;— a,)?#0;
k=0

8° f(xl,xz,xs,x4,x5,x6)=c0[17(x1,x2,x3,x4,xs,x6)—II(x6,xl,xz,x3,x4,x5)]
+ € (7 (x,, X3y X4y Xs, X, X)) — 1T (Xg, X, X,y X3, Xy, xs)]
+c2[17(x3,x4,x5,x6, X, xz)—H(xG,xl,xz,x3,x4,xs)]
+ ey [T (x,, x5, X6, X, X,y X3) = T (X5, X, Xy, X3, Xy, X5)]
+c4[II(x5,x6,xl,xz,x3,x4)——17(x6,x1,xz,x3,x4,x5)],

5
ako je 3 a,#0, (a,—a,+a;—a)*+(a,—a,+a,—a) +(a,—a;+a;—a)=0, .
k=0

5
S (= a=0, (a,+a,—a;—a) +(a,+a,—a,—a)’ +(a, +a,—a;—a) =0
k=0
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2 9% f(x), Xy, X3, X, X5, Xg) =€, [H(xl, Xyy Xys Xy Xg, Xe) + 1T (X, Xy, X,, Xg, Xg, X,)
+ 1T (xy, X4, Xs, Xg5 Xy 5 X,) + TT (X4, X5, Xg, X, X5, X,)
+ 11 (x5, Xg, Xy, X, X3, X))+ 1T (Xg, X, X,, X3, Xy, xs)] ,

5 .
ako je S ap=0, (a,—a,+ay—a)*+(a,—a,+a,—a;)’ +(a,—a; +a;— a ) #0,
k=0

(— D*a,#0, (a,+a,—as—a P+ (a,+a,—a,—a;)*+ (a,+ a;— as— a,’ #0;

I

K
10° f(x,, X,, X3, X4, X5, Xg) = Co TT (Xy, X5, X3, X4y X, Xg) + € TT (X5, X3, Xy, X, Xgy %)
+, (x5, X, X5, Xg, X1, X))
+(eo—2 ¢ +2¢) T (%, X5. Xe5 Xy5 Xy, X3)
+2cyg=3c,+2¢) TT(xg, Xg, Xy, Xy, Xy, X,)
+Q2c,—2c,+c,) I (xg, Xp, Xy, X3, Xy, Xs, Xg),

5
ako je S a,=0, (a,—a,+ay—a)l+(a,—a,+a,—a)+(a,—a,+a;—a)?#0,
: k=0 :

5
S (-D)a#0, (a,+a,—a;—a)y+(a,+a,—a,—a) +(a,+ay—a;—a)* =0;
k=0

11° f(x;, X5, X3, X4, X5, X} =€, [H(xl, Xy Xyy Xy Xg, Xg)+ TT (X5, X, X5, Xg, X, X))
+ 1T (x4, Xg, X, Xy, X3, .X4)] +¢ [H(xz’ X35 Xg5 X5y Xgs X)
+IT (x4, Xg, Xg,y Xy Xgy X3) + TT (X6, X, Xy, X35 X4y X5)],

5
ako je > a;=0, (a,—a,+ay;—a) +(a,—a,+a,—a)?+(a,—a;+a;—a)*#0,
k=0

5
S (—1)fa,=0, (a,+a,—ay,—a)’ +(a,+a,—a,—a;)’ +(a,+a;—a;—a)* #0;
k=0

12° f(x;, X,, Xy, Xy, X5, Xe) = Co IT (X, X5, Xy, X, X, X¢) + € TT (X5, X5, X4, X, X, X,)
+ € T (X5, X4y X5, Xes Xy X,) + €3 1T (X5 X55 X, X5 X5, X3)
+(co— ¢, +¢3) I (x5, X5, Xy, Xy, X5, X,)
+ (e, =+ ) I (X6, X, Xy, X3, Xy, X5),

5 .
ako je 5 a;=0, (@,—a,+a;—a)+(a,—a,+a,—a)? +(a,— a; + as—a,)* #0,
k=0

5
> (- ea,=0, (a,+a,—a;—a) +(a,+a,—a,—a;)*+ (@, + 8~ a;— a,)*=0;
k=0
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13° f(x,, X35 X3, X4, X5, Xg) = € [H(xl, X,y X3, Xy, X5y Xg) + TT (X4, Xy Xg, X15°X,, xs)]
+¢ [H(xz’ Xy, X4 X5y Xgs X))+ H(xs » Xgs X5 Xa5 X3, x4)]
ey [T (x5, X, x5, X5, X, %) 4+ TT (X, X, Xy X35 Xg X)),

5
ako je 3 a,=0, (ay—a,+a,—a)+(a,—a,+a,—a)’+(a,—a;+a;—a)*=0,
k=0

s ‘ ;
> (- Dra,#0, (@, +a,—ay—af+(a, +a,—a,—a P+ (a,+a;— a,— a)* #0;
k=0 ‘

14° f(x,, x,, X3, Xy X5, Xg) = Co T (X;, X5, X3, Xy, X5, Xg) + €y 1T (X5 X3, X4y X, X6 Xy)
+ ¢, T (x5, X4, X3, Xg, X1, X,) + €3 TT (X4, X5, Xg, X, Xpy X3)
F e Il (x;, X6, X;5 X5, X4, X,)
+(Co—c;+ 0= 3+ )M (X6, Xy, Xy, Xy, X4, Xs),

5
ako je > a,=0, (a,—a,+a;—a)+(a,—a,+a,—a) +(a,—a;+a;—ay)*=0,
k=0

5
S (=1 a#0, (ay+a,—a,~a) +(a,+a,— a,— a)? + (@, + a5 — as— a)>=0;
k=0

15° fxys Xy5 X35 Xy X5, Xg) = €o I (X, X,, X3, X4y X5, Xg) + € 1T (X, X3, X, X, Xg, X))
| + 6 I (X3, Xy X5 Xgy X1, Xp) + €5 IT (X4 X5, Xg, X, X5, X3)
+(co+ ¢, —€3) I (x5, Xg, X;, X5, Xy, X,)
s (=gt eyt ey) I (xg, X, Xy, X5, Xy, X),
ako je > a,=0, (a,—a,+a;—a)+(a,—a,+a,—a)*+(a,—a;+a5—a)?=0,
k=0
io(—l)kak=0’ (a0+a1—a3—a4)2+(a1+az—a4—a5)2+(a2+a3—a5~a6)27&0;
Pl ;

16°  f(xy, Xy X5, Xy, Xg, X) =TI (X;, X, X3, X4, X5, Xg),
5
ako je Y a,=0, (a,—a,+a;—a)+(a,—a,+a,—aP+(a,—a;+a;,—a)* =0
k=0
5
> (—Hray=0, (a,+a,—a;~a)*+(a,+a,—a,—a)* +(a,+a;—a;~ a,)*=0,
k=0

gde je IT:RS->R proizvoljna funkcija.

Teorema 6. Opsta reproduktivna reSenja jednalina 1°— 16° iz prethodne teoreme
data su redom formulama

1 fxys X, X5, Xy, X5, X =0,

; 1 .
2% f(X;, Xy Xy, Xy Xgy Xg) = - [2 17 (x,, X, X3, X4 X5, Xg) +TT (X, X5, X,y X, Xg, X,)

— I (x4, X,y Xg, Xg, Xy, X,) — 211 (X, X5, Xg, X, X5, X3)

‘H(xsy X6» xls Xy X35 x4)+”(x5; xl, X x3, Xys xs)]’
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1
J(%q5 Xp5 X3, Xy X, x6)=z[II(xl,xz,x3,x4,x5,x6)—17(x2,x3, X4s X5, Xg, X}

+ T (x5, Xy, X5, Xg5 Xy, X,) = I (X,, X, 64, X, X5, X,)
+ 11 (x5, X, X1 Xa5 X35 X —II (x4, Xis X5 X35 Xy, xs)],

1
S Xy, X5, X3y X4 X5y Xe) =? [H (xp X3y X35 Xy X, Xg) — I (x,, X5y Xgs X5 Xy xs)] N

S, Xy, X5, X, Xg, Xg) =% [2. 17 (x,, x,, x5, X4, X, Xg) — IT (%, X35 X,y Xy Xgy X,)
—IT (X5, Xy, Xg, Xg, X1, X))+ 2 I (X, X5, Xg, X, X, X;)
— IT (X5 Xgy X5 Xp5 X3 Xg) =TT (Xg, Xy, Xy, Xy, Xy, X)]

Sy, Xy Xg0 Xy, Xg, Xg) = % [2 17 (x,, x, x5, X, X5, Xg) — TT (%3, X5 X, X, X, X,)
— I (x,, Xg, X;, X, X3, X)),

Fxy, Xy, X5, Xy, X5, Xe) 2%[317(’“1’ Xgy Xy Xgy X55 Xg) = 2 TT (X, X3, Xy, X, X5 X,)
T (xy, X5, Xg, X1, Xy, X)) =2 0T (Xg, Xy, Xy, X3, Xy, xs)],

f(x,, Xy, X3, X4, X, x6)=%[5]7(x1, Xy X3y X4y Xey Xg) — IT (X5, X5, X4, X 5 Xg, X,)

—TT (x5, X4, X5, X5 Xy, X,) =TT (X4, X5, Xg, X, , Xy, X3)

— T (xg, Xg, X, Xy, X3, X,) =TT (Xg, Xy, X5, X3, Xy, X)),
f(x,, X5, Xy, Xy, X, x6)=%[17(x1, Xyy Xyy Xy, Xy Xg) + TT(X,, X3, Xy, Xs, Xg, X))
+ I (X5, Xy, X5, Xgy Xy, X5) +TT (X4, Xg, X6, X5 Xy, X;)
F T (X, Xy Xy Xyy X3y X) +TT (Xg Xy Xy, X3, Xy, X)),
f(xl, Xyy X3y X4 X5 x6)=%[3 n(xv X35 X35 Xy xs,x6)+2H(x2, X35 Xys X5 Xgs x1)
—TT(x,, Xg, Xg, X;, Xy, X3) + 21T (Xg, X, X5, X3, Xy, xs)],
S (x5 Xy, x5, X4 X, x&:%[ﬂ(xl, Xpy X3y X4y Xg, Xg) + T (X5, Xy, X, Xg, X, X,)
+IT (x5, Xg, X;, X5, X3, x4)],
J (x5 X5, X3, X4, X5, x6)=—;—[4 II(x}, Xx,, X3, Xy, X5, X) + TT (X3, X3, X4y X5, Xg5 X}

+ I (x5, X, X5, X, X, X;) =2 1T (x,, X5, X5, X;, X5, X3)

+ I (x5, Xg, Xy, Xy, X35 %)+ T (Xg, Xp, X35 X35 X4, X))
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1
13° f(x), X5, X3, Xy, X5, Xg) =3 [II (x5 X X3, Xy X5, X6) + I (x4, X, X, X, X5, x3)],

14° f(x;, X5, X3, X4, X5, X¢) =%[5]I(xl, X35 X35 Xgy Xy Xg) + I (%, X3, X4, X, X, X,)
=TI (X3, X4, X5, Xg, X, , X,) + T (X4, Xg, Xg, X, X;, X;)
__H(xs,xﬁ,xl,xz,x3,x4)+II(x6,xl,x2,x3,x4,x5)]’

15° f(xl,xz,x3,x4,xs,x6)=%[4ﬂ(xl,x2,x3,x4,xs,x6)—17(x2,x3,x4,xs,xG,xl)
+ 1T (X5, X4, X5, X, Xy, X,) + 2 IT (X, Xy, Xg5 X, Xy, X3)
+ 1T (X5, Xg, X,5 Xy X3, Xg) =TT (Xg, X, X5, X5, Xy, X, x5,

16°  f(x;, x,, X3, X, X5, X) =TT (x,, X, X3, X,, Xg, X¢),

gde je II proizvoljna funkcija.



Glava V: CIKLICNE LINEARNE NEHOMOGENE JEDNACINE

U ovoj glavi tretira se problem reSavanja jednaclina

Gy ayf(xp xp v x)+af(xy oo s Xy X))+ oo Fa [ (X X5 o X))
=g(x1’ Xys oo 9xn)r

gde su a4;(i=0,1,...,n—1) realni (ili kompleksni) brojevi, g:S"— R (ili C)
data funkcija, f:S"— R (ili C) nepoznata funkcija, S proizvoljan skup koji ima
najmanje n elemenata.

Jednadina (5.1) je cikli¢na i nehomogena funkcionalna jcdnagina sa kon-
stantnim koeficijentima.

Jednadina (5.1) nije moguda za svaku funkciju g, te se daje potreban us-
lov da ona bude moguca.

Dokazuje se da je svaka jednadina (5.1), u zavisnosti od toga koje uslove
ispunjavaju koeficijenti, ekvivalentna sa jednom od &etiri kanoske nehomogene
jednadine za n=3, sa jednom od osam za n=4 i sa jednom od 16 jednadina
za n=6.

Daje se postupak pomocéu koga se moZe za svaku jedna&inu (5.1) odrediti
njoj ekvivalentna kanonska jednaéina.

Najzad, za svaku kanonsku jednalinu odreduje se opite resenje.

1. Razmotri¢emo najpre koje uslove treba da ispuni data funkcija g da
jednacina
(5.1) ay f(xp Xgs oo s X )+ f Xy ooy Xy XD+ - o0 @y f (X Xy vy Xy y)

:g(xl’ Xy vves xn)
bude moguca.

S. B. PrReSIC je u [23] dao metodu reSavanja sledeCe klase linearnih neho-
mogenih jedna€ina.

(5.2) a, () f0x)+a, () fO,x)+ - - - +a,(x)f(0,x)=g(x),
gde su ag;(x) (i=1,...,n) i g(x) date funkcije, f nepoznata funkcijai0,,..., 6,
obrazuju grupu reda n.
Teorema (PRESIC). Neka je B(x) matrica koja ispunjava uslove (C)) i (C,) leme 11,
glava 11.

46
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Jednadina (5.2) je mogula ako i samo ako vaZi

&)
(4@B@+D| %Y |-o.

g(9,x)

Ako je ispunjen uslov (C,), tada je opste reSenje jednacine (5.2) dato for-
mulom
fx) h(x) &(x)

TOD | (B A +1)| "2 |- Beo| £

J(6, x) h(,x) g0,x)

gde je h proizvoljna funkcija.

Ovaj rezultat moZe se koristiti za dobijanje opSteg refenja jednadina ob-
lika (5.1).

Daéemo medutim jedan potreban uslov da jednagina (5.1) bude moguéna.

Funkcionalne izraze koje sadrZi jednadina (5.1) oznadimo redom sa f0=f,
fetk=1,...,n-1).

Polazeéi od (5.1), cikliénom permutacijom promenljivih, dobija se sledeéi
sistem jednadina:

af+a fi+---+a, frl=g,

(5.3) G [+ [+ -+ a, [ =g

af+afl+... +a, fri—grl,
Sistem (5.3) moZe se napisati u obliku
AF=G,
gde je

a, a, --- a”_1 ‘f g

A= a,f_l a, Qn—> , F= f'1 , G= g.l

-1 -
a; a, Q, i gr!

Neka je C ciklitna matrica reda n sa konstantnim elementima, takva da je
A-C=0. (Postojanje takve matrice C obezbeduje lema 1 u glavi II.)

Teorema 1. Potreban uslov da jednacdina (5.1) bude moguca jeste

CG=0.
Dokaz. Neka je jednadina
AF=G
moguca.
MnoZeéi sleva matricom C dobija se
5.9 ' CAF=CG.
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Kako je A.C=C-A=0, to iz (5.4) izlazi
C-G=0,

§to je i trebalo dokazati.
Teorema 2. Neka C ispunjava uslov Leme 1, glava 11, a B uslove (C)) i (C,)
Leme 11, glava 11, i uslov (C,): ABG+G=0.

Opste reSenje jednacine (5.1) dato je formulom
(5.4) F=CII - BG.

Dokaz. Kako je

AF=ACII — ABG =G,

to je (5.4") reSenje jednaline (5.1).

DokaZimo da je (5.4°) opste reSenje jednadine (5.1). Neka je f reSenje jed-
nadine (5.1), koju ¢emo napisati u obliku

(5.4") E(f)=s.

Sa f; oznalimo opste reSenje jednacine E(f) =0, a sa f, partikularno refenje
jednadine (5.4”).

Tada je f=fy+f, opste refenje jednadine (5.4"). Zaista,

E(fg+f)=E(fp)+E(fy)=8

S druge strane, neka je f proizvoljno izabrano refenje jednadine (5.4").
Tada je E(f~-f)=E(f)—E(f)=g—g=0, tj. f—f, je reSenje homogenog dela,
te postoji specijalizacija fy izraza f;; takva da je

f=tfo=Sa Y. f=fat+/e

Dakle, f;+f, obuhvata sva reSenja jednacine (5.4").

Kako je CII opste reSenje homogene jednadine E(f)=0 dato u matri¢noj
formi, i — BG partikularmo refenje jednaline E(f)=g [23], to F=CII - BG
obuhvata sva reSenja nehomogene jednacine.

PrRIMEDBA. Na osnovu prethodnog dokaza, jasno je da vaZi sledece tvrdenje:
Ako je fg bilo koje opste resenje homogene jednacine E(f)=0, a f, partikularno resenje
nehomogene jednaéine E(f)=g, tada je sa

f=ra+f

dato jedno opste resenje jednaline E(f)=g.

2. U ovom odeljku razmatra se problem refavanja jednadine
(5.5) ay (X X0 x3)Fa (X, x5, X)) + 0,1 (x5, X1, X,) =g (%;, X5 X3).

P. DRAGILA i P. M. Vasi¢ u [5] proucavali su jednadinu (5.5) kad je
10 g(xp x29 x3) =(P (xl); 20 g('xl, xzs x3) =(P(x1, xz); 30 g(xl’ x2’ x3) =cp(x1, xZ’ x3)'
Dokazali su da je opSte reSenje jednadine (5.5) dato sa

1
S (x5 X, X3) = n [(a2—a, a)g(x, Xy, X3) + (a2 — ay a) g (x,, Xy, X,)
+ (alz" a, a,) g (x5, X, xz)] >

ako je A —% (a,+a,+a) [(a0 —a)Y+(a,—a)+(a,— aO)Z] #0.
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U sluéaju A=0, autori su dali takode opste refenje.
Sliénim postupkom kao u (IV, 1) dokazuje se da vaZi:

Lema 1. Funkcionalna jednacina (5.4) ekvivalentna je sa

1
L f(x, X, %)= A [(a,2~ a, a,) g (%, X, X3) +(a,% — @, 4,) & (X5, X3, X,)
+ (alz —a, a2) g (x39 X1 xz)] ’
ako je a,+a,+a,#0 i (g,—a)*+(a,— a2 +(a,— a?+#0;

L Sy 2 S (o Xy 30) 4 Oy 3 ) =EERER D

0

ako je a,+a,+a,#0 i (a,—a)?+(a,—a,+(a,— a)*=0;
III f(xl’ x2’ x3) —f(x2’ x39 xl)

1
= gy [ao a, g (X;, Xy, X3) + a2 g (%, X3 x,) + 2,2 g (x5, X, xz)] )
!

ako je ay+a,+a,=0 i (a,~a,)?+(a,—a)*+(a,— a*#0;
Iv. 0 =g (x;, Xy, x3),

ako je ay+a,+a,=0 i (a,—a,))*+(a,—a)?+(a,—a,)*>=0.
Za svaku jednadinu I—1IV codredi¢emo uslove koje treba da zadovoljava
funkcija g da jednaCina bude moguéna.

Propozicija 1. Jednacina
ayf+afl+a,f2=g,
| ¢iji koeficijenti ispunjavaju uslov
a,+a,+a,#0 i (a,—a)*+(a, —a,)*+(a,—a,)*=0,
moguéna je ako i samo ako funkcija g ispunjava uslov g—g!t=0.

Dokaz. U ovom sluéaju posmatrana jednadina je ekvivalentna sa jednadinom

forflefz=% (lema 1, sludaj II).

4
Kako je
11

1
A=|11 1|,
111
to je A2=3a,A, pa je A(;—I)A+A=0, odakle se dobija B= 3_1
Qa,

na matrica). Uslov ABG+G=DO [23] svodi se sada na g—gl=0.
Na slian naé&in, koridéenjem rezultata [23], dolazi se do potrebnih i do-

voljnih uslova za reSivost i ostalih jedna&ina I—-1IV. Tako dobijamo sledecu

teoremu.

(I jednadi-

0

4 Publikacije Elektrotehnitkog fakulteta
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Teorema 3. Jednacina

ay f (), X35 X3) + @, f (X, X3, X)) + @, f (35, X1, X,) =g (X, X,, X3)
je mogucéna ako i samo ako funkcija g ispunjava uslove:
1° g proizvoljno, ako je ay+a,+a,#0 i (a,—a,)?+(a,— a)?+(a,—a,)?#0: .
2°  g—g'=0, ako je a,+a,+a,#0 i (a,—a)?+(a,—a,)?+(a,— a)*=0;
3*  g+gl+g2=0, ako je ay+a,+a,=0 i (a,—a)?+(a,—a,)*+ (a,— a)*#0;
4° g=0 ako je ay+a,+a,=0 i (a,—a,)*+(a,—a)*+(a,—a,)?>=0.

Sada nalazimo opste reSenje svake od jednadina I—IV. Postupak éemo
ilustrovati slu¢ajem jednaline II.

Propozicija 2. Jednadina
frriefr==
ima opste reSenje “
f=cy T +c I (cy+c) H2+3iaog,

gde je IT:S*— R (ili C) proizvoljna funkcija.
Dokaz. Opste resenje odgovarajuce homogene jednadine je
[=cy I +c,[I'—(cy+c)II? (videti (2.14)).
Partikularno refenje posmatrane nehomogene jednadine je f =£ g [23].

()

Dakle, opste resenje date nehomogene jednaline je

1
f=c017+c1Hl—(co+c1)]72+3a—g.

0
Teorema 4. Opste reSenje jednaline
ay f(xy, X5 X3) + @ f (X X3, X)) + 0, f (X3, Xy, X,) =8 (X, X, X3)

u slucajevima 1°—4° teoreme 3, dato je redom sledeéim formulama:

[=3 .1
1 f(xl’ xza x3) =X [(ao2 - a1 az)g(xp x2’ x3) + (azz "ao al)g (x2s x3 axl)
+ (012 - ao a?) g (X3, xp xz)] 5
ako je ay,+a, +a,#0 i (a,—a,))*+ (a, —a,)* +(a,— a)*+#0;
2° f(xp, x5 x5)=¢, II (x}, x5, x3) + ¢, II (x,, x5, x;)

1
—(co+ ) I (x5, x;, x,) + gg (x;5 x5, x3),
0
ako je a,+a,+a,#0 i (a,—a)?+(a,—a,)*+(a,—a)*=0;
3° (X, Xy X3) =€y LT (%, X5, %3) + IT (3 X5, %) + IT (3, X, X,)]
(a,—a)g+(a,+2a,)g’
3(a}? +a,a,+a?)
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ako je a,+a, +a,=0 i (a,—a)?+(a,—a,)?+(a,— a?#0;
4 f(xx x3) =11 (x,, X,, x3),
ako je a,=a,=a,=0.
3. Predimo na proudavanje klase jednadina:
(5.6) a,f(x,, x5 X3, Xg) +a, [ (X5, X35 X X))+ @, [ (X3, X5 X}, X,)
+ay f(xy, X35 X5 X3) = 8 (X}, X5 X35 X )
Koristeéi se istom metodom kao u (IV, 2) dokazuje se da vaZi:
Lema 2. Funkcionalna jednalina (5.6) ekvivalentna je sa jednacinom:

[ S C ) E+g)—(a+a) (@' +&)) | (@—a) (g—g)—(a,—a) (¢'—¢’)
) 2{(a, +a;)*— (@, +ay)?) 2[(4—a,)* + (@, —a;)]

ako je (a,+a,)*—(a, +a;)?>+#0 i (a,—a,)? +(a, —a,)?+#0;

b4

L fefr=8=08

al—a?
ako je (a,+a,l —(a,+a;)*#0, a,=a, i a,=ay;

1

L f-f2=%8"%8

=1 a2 +a’?

ako je ay+a,=0, a,+a,=0 i a,®>+a,2+#0;
IvV. 0=g,

ako je ay=a,~a,=a,=0;

V. fefl gtg’ | (@—a)@+e—g'—g)—(a,—a) (@' +8’—8’—8)

2 (a,+ay) 2 [(a,—a,)* + (@,—ay)?] >

ako je ay+a,=a,+a,#0 i (a,—a,)*+(a, —a,>+#0;

VL foflefrefio—2

)

a,+a,

ako je ay=a,=a,=a,#0;

>

VIL f—fl-—% +8?  , @—a)(e—g'—g’+g)—(a,—a) (€ +£'—&"—2)
2(ay+a,) 2 [(ay—a,)* + (a,—a5)]

ako je a,ta,= —(a,+a)#0 i (a,—a,)*+ (a, — a,)?+#0;

VIIL f—f14f2-f =25,

a,+a,
ako je a,= —a,, a,=a,, ;= —ay a,#0.
Za svaku jednadinu I— VIII odredi¢emo uslove koji se cdncse na funk-
ciju g, a potrebni su i dovoljni da jednadina bude moguéna.

4%



52 B. M. Zarié¢

Propozicija 3. Jednacina
af+afl+a,fira,f=¢g

&iji koeficijenti ispunjavaju uslove:
(a,+a)*—(a, + a,)*#0, ay=a, | a =a,,
mogucéna je ako i samo ako funkcija g ispunjava uslov g—g2=0,

Dokaz. Na osnovu leme 2, sluéaj II, prsmatrana jednadina je ekvivalentna
sa jednadinom

f+f2=aog—a,g‘ .

2 2
a2 —a,
1]

. . I .
i matrica B= — Je saglasna sa

[T

U ovom sludaju, imamo A=

(=T N = I
-0 = O
QO = D

1

cikliénom grupom reda 4 i zadovoljava uslov ABA+ A=0. Uslov ABG+G=0
[23] svodi se sada na
g§—§*=0.
a, g —a, g’
a,8'—a, g*
a’—a? | a,8’—a &’

a,g'—a, g

G oznafava matricu:

Istim postupkom dhlazi sz d»> potrebnih i dovoljnih uslova za resivost i

ostalih jednaéina I— VIIL. Tak> dobijamo sledetu teoremu.
Teorema 5. Jednalina

aof (%, X3, X3, X) +8,f (%, X3, X4 X)) + 8, f (x5, Xy, X5 X))

+a, f(xg X5 Xy, X3) =8 (X, X5y X35 X,)

Je moguéna ako i samo ako funkcija g ispunjava uslov:
1° g proizvoljno, ako je (a,+a,)?—(a,+a?#0 i (a,—a)*+ (a,—a,)*+#0;
2° g-—g2=0, ako je (a,+a,)?—(a,+a)*+0, a,=a, i a,=a,;
3° g+g2=0, ako je a,+a,=0, a,+a,=0 i a,2+a,2#0;
4° g=0, ako je ay=a,=a,=a,=0;
5° g—gl+g2—g3*=0, ako je ay+a,=a +a,#0 i (a,—a,)*+(a, —a,)*+0;
6° g—g'=0, ako je ay=a,=a,=a,#0;
8 g+gl+g2+g3=0, ako je a +a,= —(a,+a,)#0 i (a,—a,)*+(a,—a,)*#0;
8° g+g'=0, ako je a,= —a,, a,=a,, a;= —a, a,#0.

Sada odredujemo opste reSenje za svaku jednaéinu I— VIIL
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Propozicija 4. Opste resenje jednacine
f_‘_f2=aoé?—au&’l

a,’—a?
dato je formulom

f=6oUT~ 1)+ ¢, (T~ 1T + !

aoz —alz)

gde II:5*— R (ili C) proizvoljna funkcija, c, i ¢, proizvoljne konstante.

(aog_ al gl)’

Dokaz. Opste reSenje oblika F=CII cdgcvarajuée homogene jednadine
f+f*=0 dato je formulom (lema 4, sludaj 2° cdeljak 2)

f=ec, (T =1I% +c, (1I'-113).
Partikularno reSenje je f =——1—(aog—a1 gh.
2 (a,2—a,?)
Dakle, opste reSenje date nehomogene jednadine, prema (5.4'), glasi:
f=coUI =TI+ ¢, (1"~ 1) + — 2 (a, g —a, gY).
2 (a,’—a?)
Istim postupkom odreduju se cpsta reSenja cstalih jednadina.
Na osnovu prethodnih rezultata vazi sledeéa teorema.

Teorema 6. Opste refenje jednadine

o f (x5 Xg5 X35 Xg) + ay f (X2, X3, X4y X)) + @, f (X3, X4, X, X))
+ a3 f (X4 X1, Xy X3) =g (X}, Xy, X3, X,)
dato je sledeéim formulama:

(@0 -+ a,) [g (xyy X5, X35 X45) + & (X5, 845 X0 X))

2 [(ay + a,)*—(a, +a3)?]
_ (@, +a3) (g (55 X3, X4 X)) + 8 (X5 Xy, X5 X5)]

2 [(a, + a)*—(a, + a;)1]
(ay—ay) [g (X1, X5, X3, X)—8 (X35 Xg5 X35 X))]

2 [(a,—a,)?* + (a,—a3)*]

_(a,—ay) [g (x5, X5, X4, X,)—8 (X4, Xy, X5, X3)]

2[(a,—ay)* + (a,—ay)’]
ako je (a,+a*—(a,+a,)*#0 i (a,—a,)?+ (a,—a,)*+#0;

2° [ (X Xy X3 Xg) =4 [T (x5 X5 X3, %) — IT (%5, X, X,, X,)]

1° f(xp Xp5 X35 Xy) =

2

+¢ (7 (x5 X35 Xgo X3) = L1 (3, X5 Xy, xs)]

2((1 2__q 2) [aog (xl’ ‘xZ’ x3’ x4) - al g (xz’ x3, x4a xl)] >
0 1

ako je (a,+a)?—(a,+a)*#0, ay=a, i a,=ay;
3% F ey x5 x5, X4) =0y (7 (xys X5 X35 X0) + 1T (x5, X4, X, Xz)]

+¢ (7 (%25 X35 X4 X,) + 1T (x4, X, X, x3)]

Y (X105 Xp5 X35 X )— @, 8 (X35 X35 Xg5 Xy)
’
2 (a? +a,?)
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ako je a,+a,=0, a,+a,=0 i a?+a?2#0;

4 f(xy Xy, X3, Xg) =T (x, X,, X5, X,),

ako je aj,=a,=a,=a,=0;

5% Sfx X X5, X) =6 [T (x,, x, x5, %) = 1T (xy, x5, X4y X)) + TT (3, %, X, X,)

g(xb Xy Xy, x4) +& (x:u X4s Xqs xz)
4(a,+ay

=11 (x,, x,, x5, xs)] +

+ (ao_az) [g (x5 Xy X3y Xo)—8& (X35 Xy Xy xz)]
2 [(ao_‘az)2 + (al—a3)2]

- (@,~a;) [g (x5 X35 X4 X)—8 (X4 Xy, X3y X3)]
2{(@y—a,)* +(a;—a,)?] ’

ako je a,+a,=a,+a;#0 i (a,—a,)*+(a, —a;)>#0;

6° S (xy Xy X3y xg) = o I (x,; Xy, X3, X3) + € TT (x5, X3, X4, %) + €, 1T (x5, x4, X, X))

& (x,, Xy X35 X4)

—(¢cy+c,+c,) I (x,, x,, x,, x;)+
(0 1 2) ( 4 1 2 3) 2(a0+a2)

ako je ay=a,=a,=a,#0;
7° f(Xy, X35 X35 X) = ¢, L7 (%1 X5, X3, Xg) + 11 (x5, X3, Xg X)) + 11 (33, X, X, X))

& (X4 X35 X35 X) + & (X35 Xg5 Xy, X;)
4(a,+a,)

+ 11 (x4, X, X, xa)] +

(@,—a,) [g (X15 X3 X3, X)—8 (X3, X4 Xy xz)]

2 [(a,—a,)? + (a,—a,)]

+

_ (a,—a;) [g (X35 X35 X0 %) —& (X45 Xy X5, x3)]

2 [(‘70'—“2)2 + (al—a,)Z]

b

ako je a,+a,= —(ay+a)#0 i (a,—a,)?+(a, — a;)?+#0;

8 f(x,, xy x5, X )= LI (x;, X5, X3, x,) + ¢, 1T (x5, X3, X4y X,) + €, 1T (x5, x4, %, X;)

& (%15 X35 X35 X4)
2(a,+a,)

+ (CO -t cZ) H(x47 X1 Xps x3) +
ako je a,= —a,, a,=a,, ay,= —a,, a,#0.
4. U ovom, poslednjem, odeljku razmotri¢emo slede¢u klasu jednagina:
(5.7) aof (%15 Xy, X35 X4 X5, Xg) + 1 f (%3 X35, X4y Xgo Xy X1) + 8o f (X3, X5 X5, X5 Xy, X2)
+a, (x4, X5y Xy Xy, X5 X3) + @ f (X5, Xg, Xy, Xy, X3, Xg) + @ [ (Xg, Xy5 Xy, X5, Xy5 X)

=g(x1’ x25 X3, X4, xs, xﬁ)-
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Stavimo

a,+a,=2M, a,+a,=2N, a,+a,=2P, ay—-a,=20Q, a,—a,=2R, a,—a,=28S;

5
U= 3 &, U =(a,—a,+a;—a)+(a,—a,+a,—a)?+(a,— a,+a,—a),
K=o

5
u= 3 (= a, u;=(@y+a,—a,—-a)+(a +a,—a,~a)*+(@,+a,—a;—a)’
K=0

A, =~ (M+N+P)[(M~ NY-+ (V= PP+ (P MY,

B, =@ - R+ RQ+RP+(R+8p+(S-07].

Na isti nadin kao u (IV, 3) dokazuje se da vaZi:

Lema 3. Funkcionalna jednacina (5.7) ekvivalentna je sa:
f=4LA’[(M2—NP) (g+8) + (P2~ MN) (g + &) + (N>~ MP) (2 + )]
+ fA-— [(0>+ RS) (g — &%) — (S + RO) (' — g9 + (R — 05) (2~ 2],
ako je uy#0, u,#0, u,#0, u;#0;
L 2f—fl4f24f4=f5= i (g—g) + 2—;— [(M2— NP) (g +g°)

+(P2~MN) (g +g%) + (N2~ MP) (g2 +£%)] ,
ako je u,#0, u,#0, u,#0, u,=0;

ML 2f—f2+f%=_[(M2~ NP)(g +&) + (P2~ MN)(g'+ ')

1
N2 — MP) (g2 + ¢ 2(g_ 03) — R2 (ol — 0%} — 2 _ g5
+( ) (g +g)]+2(R3+Q3)[Q (e—8)—R(g'-g* - RQ(g2-gY)],
ako je u,#0, u,#0, u,=0, u,;#0;
V. f+/*=—(&-8)
+5r (2= NP) (g4 8+ (P2 MN) (6" + £+ (N2~ MP) (g2 +8°)].
ako je u,#0, u;#0, u,=0, u;=0;
Vo 2fHS RS = (et 8)
+- [0+ R (- 8) - (2 + RO ('~ ) + (R - 08) (- &) .
ako je u,#0, u, =0, u,#0, u;#0;

VL f+f2+f“=4—AII—Q[(Q+M)g+(Q—M)g3],
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ako je u,#0, u;=0, u,#0, u,=0;
VII. 2f+f1+f“+2f5=ﬁl(g+g3)
+__ 2 3y _ R2 4 _ R 2_g%],
S QJ)[Q (g—&°)—R*(g'— g%~ RQ (g% - g°)]
ako je u,#0, u; =0, u,=0, u;#0;
VIIL f+f1+f2+f3+f“+f5=ﬁ[(1+M)g+(1—M)g3],
ako je u,#0, u]=u2=u3=0'
_f1_fF4___ 0000 3 2 4 2(02 5
IX. 2f-f1=f*= 2(N3 2 MV (8 +8)+ M2 (g! 489+ N2 (g +8°)]
+ 25 [(@*+ RS) (g - )~ (*+ RO) (6" 8 + (R*— 05) (6>~ °)
2
ako je u,=0, u;#0, u,#0, u,#0;

X 2f-2f14[ = (-8

+2(T[ N(g+8)+M? (g +g9+ N2 (g +g9)] ,

ako je uy=0, u;#0, u,#0, u,=0;
XI. 2f—f1—f2—f“+f5=2(N3;3[MN(g+g3)+Mz(g1+g“)+N2(g2+g5)]
+2—(R@3——[Q2 (g-8)-R(g'-g9—RQ(g*-2%],

ako je u,=0, u,#0, u,=0, u;#0;
XIL f—fi+f? —f“=;(g—g3)
v MV +8)+ M2 (6489 + N2 (48],

ako je uy=0, u;#0, u,=u;=0;
XIL f~f*= 5 (g+8)

+2i [(Q2+RS) (g— &%) — (S?+ RQ) (¢' — g9 + (R2— 0S) (g2 —¢°] ,
ako je uy=u,=0, u,#0, u;#0;
XIV. f= f14+f2—f34f4=f3 =i [e+Dg+@-1g],
ako je uy=u,=0, u,#0, u;=0;
XV, f=f2=f3+/*=—(g+g)

_ 1 Jo? 3y R2 9 RO (22— g%] ,
+2(R3 D [0%(g—g%) - R? (¢'—2*) — RQ (> &%)]
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ako je uy=u, =u,~=0, u;#0;
XVI. 0=g,
ako je uy=u, =u,=u,=0.

Za svaku jednacdinu I—XVI odredi¢emo uslove koje treba da ispuni fun-
kcija g, a koji su potrebni i dovoljni da cdgovarajuéa jednacina bude moguéna.
Propozicija 5. Jednacina

af+afl+va,f2+a,f+a,f*+afS=g,

¢&iji koeficijenti ispunjavaju uslove u,#0, u, =0, u,#%0, u,=0, mogucna je ako i
samo ako funkcija g ispunjava uslov g—g?>=0.

Dokaz. U ovom sludaju posmatrana jednadina ekvivalentna je sa jednadi-
nom (glava V, lema 3, slufaj VI)

fer2ef = ol Mg +@- gl

Sada je

1 01 01 0]

010101

101010

A=

010101

101010
[ 00101 0 1 |

i B= —é saglasna sa cikli€nom grupom reda 6 i zadovoljava uslov ABA+ A= 0.

Uslov ABG+G=0 svodi se na 2g—gl—g2—g*+g°=0. Prema lemi 1,
glava IV, odeljak 3, sludaj XI, je 2g—gl—g2—g*+g°=0 < g—g2=0. U ovom
sluaju G oznaCava matricu

Q+M)g +(Q—M)g* ]
Q@+M)g'+(Q—M)g*
1 Q@+M)g*+(Q—-M)g*
AMQ| Q+M)g+(Q—-M)g
Q@+M)g*+(Q—M)g!
Q+M)g+(Q—-M)g*

Na sli€an nadin dobijaju se odgovarajuéi rezultati za svaku jednadinu I-— XVL
Prema tome vaZi:

Teorema 7. Jednadina
ay [ (%5 Xy, X3, Xy X, Xg) + @1 [ (X5, X5, Xy, X, X, X))+ 8, f (X35 Xy X55 X5 X5 X,)
+ a5 (X4, X5p Xgy Xyy Xy X3) F A0 S (X5, Xgy X1y Xy X3, X0) + Qs f (X5 Xy, Xpy X3 Xy Xs)

=g (xp Xy X35 Xy, Xs, xﬁ)
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je mogucna ako i samo ako funkcija g ispunjava uslov:
1° g proizvojjno, ako je uy#0, u,#0, u,#0, uy£0;
2° g+gl—g'+g*=0, ako je uy#0, u,#0, u,#0, u,=0;
3 g—gl+g%+8+gt—g5=0, ako je u;#0, u,#0, u,=0, u,#0;
4 g—g*=0, ako je uy#0, u,#0, u,=0, u;=0;
5° g—g'+g8°—g*=0, ako je u,#0, u; =0, u,#0, u,;#0;
6° g—g2=0, ako je u,#0, u, =0, u,#0, u,=0;
77 g-—2g'+2g%2-g3=0, ako je u,#0, u; =0, u,=0, u,#0;
8° g-—g'=0, ako je uy#0, u; =0, u,=0, u,=0;
9° g+g'+g2+g+84+g°=0, ako je u,=0, u,#0, u,#0, u,#0;
10° g+2g'+2g%24+g°=0, ako je u,=0, u;#0, u,#0, u,=0;
11° g+g2+g*=0, ako je u,=0, u,#0, u,=0, u3¢0
12° g+g'+82=0, ako je u,=0, u,#0, u,=0, u,=
13° g+g*=0, ako je ,=0, u, =0, u,#0, u,#0;
14° g+g!=0, ako je uy,=0, u;=0, u,#0, u,=0;
15° g—g'+g2=0, ako je u,=0, u; =0, u,=0, u;#0;
16° g=0, ako je uy=u, =u,=u,=0.

Odredi¢emo opste reSenje svake jednacine I— XVI
Propozicija 6. Opste refenje jednacine
1
A v AR LA TS

dato je formulom

f=c0H+c1Hl+c2H2+c3H3—(co+cz)H2—(cl+c3)II5
[(@+Mmg+@-mg],

AET MQ
gde su c,, c,, ¢,, ¢y proizvoljne konstante a II:S%— R (ili C) proizvoljna funkcija.
Dokaz. Opste reSenje honogenog dela je (glava IV, odeljak III, teorema 3,
sludaj 6°).
Sf=co I +c II' ¢, IT> + ¢y I3 — (¢, + ¢,) I[T* ~ (¢, + ¢3) IT°.

Partikularno reenje je

f=

gl rme+@-megl.
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Dakle,

f=coI+e I +c, 1P+ c; [P —(cy+ c)) [I* — (¢, + ;) [1°
1
_ 3
g @M e+@-mg]

je opite reSenje posmatrane jednacine. Istim posupkom odreduje se opste rede-
nje ostalih jednacCina.
Prema tome vaZzi sledeéa teorema.
Teorema 8. Opste resenje jednacine
ay f(xy5 Xps X35 X4y X5y Xg) + @y [ (X5, Xy, Xy, X5, X, X,) + @ f (X3, X0 X5, Xg, Xy, X))
+ @y [ (X45 X5, X5 Xp5 Xy X3) + A4 [ (X5, X6, X, Xy, X35 X)) + A5 [ (X X1, Xpy X3, X5 X)
=g(x13 xz, xs, Xy xsa x6)

pod odgovarajuéim uslovima koji su dati prethodnom teoremom, dato je slededim
Sformulama:

1° f=4—2~[(M2-NP) (g+8)+(P2— MN)(g' +g% + (N2 — MP) (g2 + g%]

+

i (024 RS) (g - )~ (5°+ RO) (g~ &) + (R — 05) (¢~ £°)],

ako je u,#0, u;#0, u,#0, u;#0;
2° fe=cg+c I+ (c;=c) T2 —cy IT?— ¢, II* + (¢, — ¢)) IT?

5= (2= NP) (g8 + (P2~ MN) (g + )+ (N? ~ MP) (g2+ )]

+
1
— 3 2 1__3 3_2 4
+12Q( g+2g' -3¢ 89,
ako je uy#0, u,#0, u,70, u;=0;
3 f=c,(I-IN+II2-IP+1T*- 115

+4—Z—[(M2—NP) (2+8) + (P2~ MN) (g'+ g% + (N2 — MP)(g?+ g9)]

g (@ RO -89 +@~ R (51~ g) + (- R~ 0B (2~ &),
ako je uy#0, u,#0, u,=0, u;#0;
& f=c,(II-IP)+c, (I - IT* + ¢, (I1> — IT5)

+——[(M2— PN) g+ (P2— MN) g' +(N*— MP) g*],

1
24,
ako je u()#()a ul#oy uz—_‘o, u3=0;

5°  f=cgdl+c, II'—(cy+c¢,) [I?+ ¢, IT* + ¢, H4—(co+cl)175+1—2—%l—(g+g3)
L_[(0*+RS)(g— %) — (52 + RQ) (8" — &) + (R — 0S) (82— &°)] ,

+
24,
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ako je u,#0, u, =0, u,#0, u,#0;
6°  f=cIl+c I+, I+ ¢ I — (¢y + ¢) IT* — (¢, + ;) IIP

el Mgt @-meT,

-

ako je u,#0, u, =0, u,#0, uy;=0;
7° f=col+c, I +c, II* —(cy+2¢,+2¢,) [P+ 2 ¢y +3 ¢, +2 ) IT*
1
_ 2 2 HS - 2 1__ o2 4 _ o5
Qey+2e+e)IP+———(2g'—g*+28" g%

1
+12(R3+Q3)
ako je u,#0, u; =0, u,=0, u,#0;
8° f=co(II—HS)'-}-cl(ﬂl—lﬁ)-l—cz(HZ—H5)+c3(H3—-H5)+c4(]]4_1]5)+6%4,

[@RQ - R)(g—g°) + (202~ RO)(g' — &%) +(— Q2 — 2R (g%~ g9));

ako je uy#0, u; =0, u,=0, u;=0;
9°  f=cy(I+ M+ 12+ I +1I* + I¥)

(02 + RS) (g~ )~ (S* + RQ) (2" — ") + (R~ 0S) (g2 — g°)]

+
2A

1
12 (N*—M)* [(V2+2 MN) (g+8%) +(2 M2+ MN) (g + g%

+Q@ N2+ MY (g2 +g%)],
ako je uy=0, u,#0, u,0, u;%0;
10° f=coI+c, II'+c, 112+ (cy—2¢c,+2¢c)IP+Qcy—3¢,+2¢y) IT*

+(2c0—2c1+02)H5+$(2g+g1—2g3—g4)

1

—— L [(N?+2 MN) (g +£%) + (2 M2+ MN) (g* +g*
vy ) (g+8%) +(2 M2+ MN) (g' + g%

+Q2 N2+ M?) (g2 +g%)],
ako je uo:()’ u17é0a uzio, u3:O,'

11 femcy(IT + 112+ IT% + ¢, (IT + IT% + IT%) + ——

12 (N3 —M?3)
+(2 M2+ MN)(g*+29+ (2 N2+ M?) (g2 + g%)]
+——L [0+ RQ)(g—8)+(Q*— R (g' — 8%+ (— R*— RQ) (g2 — £°)],

12(R*+ Q%
ako je u,=0, u,#0, u,=0, u;#0;

12° f=cy I+, IT'+ ¢, IT? + ¢, IP + (cy— ¢, + ¢3) II* + (cy— ¢, + ¢;) I

[(N2+ MN) (g + &%)

1
— 1 [(V2+2MN)g+@ M2+ MN)g'+ (2 N2+ M9 g7,
6(N3—M3)[( +2 MN) g +(2 M2+ MN) g' +( 2 ¢7]
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ako je uy=0, u;#0, u,=0, u;=0;
13° f=c,(IT+IDP)+c,(II' + II*) +c,(II2 + ID)

+Ai[(Q2+RS)g+(—SZ—RQ)g“r(RZ—SQ)gZ] ,
2
ako je uy=u,=0, u,#0, u;#0;

14° f=cyl+c II'+c, IIP+c; I3 + ¢, I1* + (co—c1+c2—c3+c4)175+ég,

ako je uy=u,=u,=0, u,#0;
15° f=cy I+ c, '+ c, II?+ (cy+ ¢, —c3) I+ (—cy+ ¢, + ;) II°

+ gy (@ + RO 8+ (@~ R g+ (- R=RQ) 7],

ako je uy=u,=u,=0, u;#0;
16° f=1I,

ako je uy=u, =u,=u,,=0.



Glava VI: NEKI REZULTATI KOJI SE ODNOSE NA PARACIKLICNE
FUNKCIONALNE JEDNACINE

D. S. MmmrINOVIC je uveo u matematiku literaturu paracikliCne linearne
funkcionalne jednadine prve vrste.

U radu [17] autor je odredio opSte refenje sledeéih jednadina:
(6.1 f(x1, X35 X3, Y15 ¥) +F (Xg5 X3, X5 Y25 ¥3) +S (X5, X1, X3, ¥3, ) =0,
(6.2)  f(x;, X35 X3, Y1, Vo) (X5 X3, Xy, Y25 ¥3)
+F (X35 X45 X1 V35 V) +S (X5 X5 Xy, Yas Y1) =0,
(6.3) (x5 X35 X3, X45 X55 Vs Vas V3, Vo) F (X5 X3, Xg5 X5, X5 Vo V35 Vas Vs)
F (X35 X4y X5y Xgs Xis V35 Vas Vss Vo) FS (%45 X5, X5 Xi5 Xy Va5 V55 Ves V1)
+(Xss Xe» X15 X35 X35 V55 Yoo Y15 Vo) T (Xe> X15 X35 X35 X4, Yes V15 Y25 ¥3) =0

Ova glava ima dva cdeljka.

U prvom odeljku razmatra se problem refavanja sledefih klasa paracik-
liénih funkcionalnih jednadina:

(6.1)  ayf(x;, Xy, X35, ¥, ¥ +a [ (X, X5, X1, ¥y, Vi) + 0, (X5, X, X5, Y3, ) =0,
(6.2)  a,f(x;, X, x5, ¥is V) +a S (x5 X5, X5 Y35 V)

@y (X35 Xg5 X1 Y35 V) F a3 f (%45 X415 Xy, Y4y Y1) =0,
(6.3) aof(x;, x5, X3, X4y X5, Y15 Vo Y35 Vi) + @1 [ (X35 Xy, X45 Xs53 X, Yoy V35 Vs Vs)
+a, f (x5, X4, X5, Xg5 X15 V33 Var Vs Vo) a3 (x4, X5y Xg5 X145 X35 Vas Vsy Vs V1)
+a,f (X5, X5 X5 X5 X35 Vss Voo Vs Y2) + s f(X6s X115 X35 Xy, X4y Vg5 V15 V25 ¥3) =0,
gde su @;(i=0, 1, ..., 5) realni brojevi.

Dokazuje se da je svaka jednadina (6.1) ekvivalentna sa jednom od cetiri
kanonske linearne paracikli¢ne jednadine prve vrste, (6.2) sa jednom od osam i
(6.3) sa jednom od 3esnaest jednacina.

Za svaku kanonsku jednadinu odreduje se opste reSenje.

62
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U drugom odeljku razmatra se problem odredivanja reSenja jednaline
(6.49) ayf(xXy, -ovs Xus Vs oo YD+ f (X ooy Xps X5 Vs oo Yier Vicr1)
+oee +an—1f(xn9 Xis voes Xp_ g5 Vs Vis 000 yn+k—1)=0’

gde su a;((=0,1, .... n—1) realni (ili kompleksni) brojevi, a za prirodan
broj k vazi 1<k=<n.
U sludajevima k=1 i k=n odreduje se opite reSemje jednaline (6.4).
Ako je 1<k<n daje se reSenje jednadine (6.4).

Odeljak A. Ovaj odeljak sastoji se od tri dela.

1. U ovaj tacki razmatramo problem refavanja jednacine (6.1).
Sli¢nim postupkom kao u (IV.1.) dokazuje se da vaZi:

Lema 1. Funkcionalna jednadina (6.1) ekvivalentna je sa jednaclinom

L f(x; x5, X3, ¥15 7)) =0,
ako je ay+a,+a,#0 i (a,—a)’+(a,—a)?+ (a,— a,)*#0;

IL f(xys Xy, X35 Vi Y2) (X0, X3, X105 55 §3) +S (X35 X5 X5, p3, ¥1) =0,
ako je ay+a,+a,#0 i (a,—a,)*+(a,—a)*+(a,—a)*=0;

I f(xy, X5, X35 Yy, Y2) =S (Xy, X35 X15 ¥, ¥3)=0,
ako je ay+a,+a,=0 i (a,—a)?+(a,—a,)* +(a,—a,>+#0;

IV. 0=0,
ako je a,+a;+a,=0 i (a,—a,)*+ (a,—a,)*+ (a,— a,>*=0.
Propozicija 1. Jednacina

f(xp X5y X35 V1s yz)_f(xza X3> X15 Va2 y)=0
ima opste reSenje

S (xp, %y, X3, ¥4, y2)=cO[H(x1, Xy, X3) + I (x,, X5, X)) + 1 (x5, X, xz)],

gde je II proizvoljna funkcija promenljivih x, x,, xX;, a ¢, proizvoljna Kkonstanta.

Dokaz. Jednadinu f(x,, x,, X5, ¥;, ¥2) —f (X5, X5, X, ¥,, y;)=0 napifimo u
obliku f(x;, x,, X3, ¥,, ¥,) =f(x,, X5, X;, ¥,, ¥;). Leva strana jednacine ne zavisi
od y,, te stavljaju¢i y,=y} dobijamo

(6.5) F(xys X35 X3, 91, ¥) =S (%5 X35 X5 V2, 1)
Uvodeéi oznaku
S(xys X35 Xp5 Y0 YD =F(xy, X, X3, )
jednadina (6.5) postaje
(6.6) Sy, Xy, X5, Y0, V) =F (X, X;, X35, ¥,).
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Funkcija (6.6) nije reSenje jednaine. Da .ona to bude potrebno je i
dovoljno da vazi

6.7) F(xy, x5, x5, ¥,)=F(x,, x5, x|, ¥3).
‘ Kako leva strana ne zavisi od y,, to se moZe staviti y,=39 u (6.6) i ona
postaje
6.8) F(x,, x;, X3, y) =G (x;, X,, X3).

Na osnovu (6.8) formula (6.6) postaje
(6.9) fGe, x5, X5, Y1, ) =G (x, x,, X;).

Formula (6.9) je re$enje jednaline ako i samo ako vaZi

G(x,, x,, X3)— G (x,, x5, x,)=0.

Jednadina G (x,, x,, x;)— G (x,, X, x;)=0 je cikli€na i njeno opste reSenje
je (lema 2, glava 1V)

G (x,, Xy5 X3) =G [IT (x;, X,, X3)+ I (x,, X3, X))+ I (x5, Xy, X,)].
Prema tome, opSte reSenje jednacine je
S5 X5 X3, 15 V2) =6 [H(xp Xy, X3) I (x,, x5, X))+ 1 (x;, x|, x;)]
Na osnovu prethodnih rezultata vaZi sledeca:

Teorema 1. Opste resenje jednacine
Ao f (%15 X5 X35 Y15 Y2 + 0, f (X5 X3y Xy, ¥yy ¥3) 0, (%3, Xy, X5, 33, 7)) =0
dato je sledeéim formulama:
1° f(xys X5, X3, 315 ¥)=0,
ako je ay+a,+a,#0 i (a,—a,)?+(a,—a,)*+ (a,—a))*#0;
2% f(x, x,, X5, ¥y, V) =1L (x}, x,, X3, y)) —1I(X;, X3, X|, ¥3)»
ako je ay+a,+a,70 i (a,—a,))®+(a,—a,)*+ (a,—a,)*=0;
3% fxy, Xp, X3, Y1, Y2 =06 (1 (x,, Xy X3)+ I (x5 X3 %)) + 11 (%, X, x)],
ako je ay+a,+a,=0 i (a,— a2+ (a,—a,)*+ (a,—a)*#0;
4 f(x), Xy, X35 ¥y YD) =T (x, X5, X3, ¥15 V2)s

ako je ay+a,+a,=0 i (a,—a)*+(a,—a,)*>+(a,—a,)?>=0,
gde je II proizvoljna funkcija.

2. U ovoj tadki tretira se problem odredivanja opsteg refenja linearne
paracikliéne funkcionalne jednadine.

(6'10) aof(xp xz; x3’ yls y2)+a1f(x25 x3a .X'4, y29 y3)
Fayf (X5, X45 X5 Y3, Vo) + 51 (X4, X5 Xy, Y4 ) =0.
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Koriste¢i se istom metodom kao u (IV. 2.) dokazuje se da vaZi:
Lema 2. Funkcionalna jednadina (6.10) ekvivalentna je sa:
I f(x;, %, X3, Y1, ¥)=0,

ako je (a,+a,)?—(a,+a;?#0, (a,—a)?+(a;,—a;)?+#0;

I f(xy, X5 X3, V15 YD +F (X35 X4 %y, 135 7)) =0,
ako je (a,+a,)*>—(a,+a,)*#0, ay=a, i a,=a;;

L. f(x,, x5, X3, Y1, ) = (X3, X4, X;, Y3, Y9 =0,
ako je a,+a,=0, a,+a;=0 i a>+a*+#0;

IV. 0=0,
ako je ay=a,=a,=a,=0;

Voo Sy X5 X5, Y1, )+ (X2, X5, X4, V25 ¥3) =0,
ako je ay+a,=a,+a,#0, (a,— a,)*+(a, — a;)’+#0;

VI f(x;, x5 X5, Y05 V) +F (%5, X3, X4y Vs ¥3)

+ (X35 X45 Xy, V35 Y+ S (X4 X5 X5, ¥4, 1) =0,
ako je ay=a,=a,=a;#0;
VIL  f(x;, X55 X35 Y15 Y2) =S (%55 X35 X4, Y25 ¥9) =0,
ako je (a,—a)?+(a,—a?#0 i a,+a,= —(a,+a,)+#0;
VIIL  f(xy, X5 X35 Y15 Y2) =S (%25 X3, X4, V35 ¥3)
T3, X45 Xy, V35 Vo) —F (Xg5 Xy X5, ¥4y 3)=0,
ako je a,= —a,, a,=a,, a,= —a,, a,70.
Sada nalazimo opSte reSenje svake od navedenih jednadina.
Propozicija 2. Opste resenje jednacine
(6.11) S 1y Xo5 X35 15 ¥3) +f (X35 X5 X415 V3, $4)=0
dato je formulom
S(xys X35 X3, 15 v2) =c, (17 (x,, x3) — I (x;, xl)]’

gde je II proizvoljna funkcija.

Dokaz. Stavljajuéi x4=x2, Vy= yg, Vo= yg,
iz (6.11) se dobija
Sy Xp5 X35 y15 ¥ =F(xy, X3),
gde funkcija F mora zadovoljiti uslov
F(xy, x;) + F (%3, x,)=0.
Poslednja jednacina je linearna, cikliéna jednacina i njeno opste refenje glasi

F(x,, x)=co LT (x,, x;)— I (x,, x)].

5 Publikacije Elektrotehni¢kog fakulteta
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Dakle,
f(xl, Xys X35 V1 yz) =€ [H(xl ) xs)‘n(xp xl)]
je opste reSenje jednadine (6.11).
Sliénim postupkom odreduju se opSta reSenja ostalih jednadina.
Na osnovu ovih rezultata zakljuCujemo da vaZi:

Teorema 2. Opite refenje jednadine
aof(x19 xz; x3a yl: y2)+a1f(x2’ x3, x4a yzs y3)

+a,f (x5, X4, X, V3o Y +asf(x,, xq, Xy, Y4, Y1) =0
dato je sledecim formulama:

1% f(x0s X5 X35 915 72)=0,

ako je (a,+a,)* —(a,+a;2#0, (a,—a,)*+(a, — a;,*#0;

2 f(xy Xas X35 2y V) =€ [ (x,, x3) =1 (x5, x,)],

ako je (a,+a,)*—(a,+a;)*+#0, ay=a, i a,=a,;

3% f(x0s X X35 Y1, V) =6 [H(xp x;) + 11 (x5, X)),

ako je ay+a,=0, a,+a;=0 i a®>+a>#0;

4 fx1s Xp5 X3, Vi Y =L (Xy5 X35 X3, 15 92

ako je ay=a,=a,—a,=0;

5% fxy, x5, X3, V15 5)2)*;—0,

ako je a,+a,=a,+a,;#0, (a,—a,)*+(a,— a,)*>#0;

6" f(x1s Xy5 X3, V1, ¥2) =G (X1, X35 ¥1) = G (Xg5 X35 ¥) + 1T (x;, X3) = 1T (x5, X)),
ako je a,=a,=a,=a,#0;

7% f(x1, X5, X5, ¥, p,) =coOnSst,

ako je (ay—a,)?+(a,—a,)?#0 i a,+a;= — (a,+a,)#0;

8 S(x15 Xy X35 V15 V) =G (x,, X, )+ G (X, X5, y,)— I (%;, x3)+ T (x5, x,),
ako je a,= —a,, a,=a,, a;= —a,, a,#0.

3. U ovoj poslednjoj tacki prvog cdeljka razmatra se problem refavanja
jednadine

aof(xl s Xg5 X33 X435 X5y V15 Vos V3 y4)+alf(x2, X35 Xgs Xss Xgs Vos V3s Vas ys)

(6.12)  +ayf (x5, Xy45 X5 X5 X15 V3, Vas Vss Vo) T3S (Xa5 X5, X6 %15 X3, Vas Vs5 V6> Y1)

+a4f(x55x6’xl’xz’xs’ys’ys’ypyz)+a5f(x6’x1’x2’x3’x4a yo,yl,yz,y3)=0-
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Stavimo

5
U= a, u=(ay—a,+a,—a)}+ (@, —a,+a,~a)+(a,—a, +a;—ay)?,
k=0

5
u= > (= Dray, uy=(a,+a,~a,~ay+(a,+a,—a,—as)?+(a,+a,— a;— a2
K=o

Koristeéi postupak naveden u (IV, 3.) dokazuje se da vaZi:

Lema 3. Funkcionalna jednalina (6.12) ekvivalentna je sa:

L f(xys x5 X5, X4y X5, V15 Yy V35 V) =0,

ako je uy#0, u;#0, u,#0, u,#0;

IL 2 1(x), X5, X3, X45 X5, V15 Voo V3o Va) =S (X5 X3, X45 X535 Xg5 Y25 Vs Vas Vs)
+ (X3, X45 X5, X5 X15 V3 Vs Vso Vo) +F (Xs5 Xg5 Xp5 Xy, X3, Vsy Vs V15 V)

AT Xys Xys X35 X4 Vo> Yis Var ¥3) =0,
ako je uo#—.oa ul#o, uz'#o, u3=0;

oL 2f(x,, Xas X35 Xy Xs55 V15 Vs Vi y4)—f(x3, Xgs Xs5 Xgs X15 V35 Vs Vs Ye)

+f (X6, X1, X5, X35 X45 Vs V15 Vys Y9 =0,
ako je u,#0, u,#0, u,=0, u;7#0;

IV. f(xla Xo s X3, X4 X5 Vi yZ, y3, y4)+f(x4, X5, Xgs xl’ Xss Vas ys, Ve y1)=0’

ako je uy#0. u,#0, u,=0, u;=0;

Voo 27 (xys X5 X35 X5 X55 V15 Vo V35 V) +S (K25 X3, X5 X5y Xe, a5 V35 Vi Vs)
+f(x3’ X4s X5, Xg» X1s V3 y45y5,y5)+f(x5, X6> X1 x2’ x3’ Vss Vs yl’ yz)

+f(x69 X1s Xy, x3a X45 Voo yla Y2 J’3)=0,
ako je u,#0, u, =0, u,#0, u,#0;

VI f(xp, Xg5 X35 X5 Xs55 V15 Voo Vo YO H (X35 X45 Xs55 X5 Xi5 V35 Vas Vss V)

+f(x5a X x;a xzs x3’ Vss Voo yl, y2)=0,
ako je uy#0, u, =0, 4,50, u;=0;

VIL 27(x), Xp, X3, X4, X5, V15 Va5 ¥y Ya) TS (g X35 X4y X5, X6 V25 V3o Vas V)
TS (Xs> Xe» Xp5 X5 X35 Vs, Vo Vis Vo) + 2 (Xg, X1, X5, X3, X4, Yss V15 V25 ¥3) =0,
ako je u,#0, u; =0, u,=0, u,;#0;
VIL f(x;, Xp0 X3, X4, X55 V1o Va5 Y3s Ya) FF(Xy, X35 Xg5 X5, Xg5 Vas V3> Vas Vs)
TS (X35 Xys Xs5 Xgo X5 V3s Yas Vs» Vo) . (Kas Xs» X6s X15 Xa, Vi V55 Voo V1)
TS (Xss Xos X15 Xp5 X35 Vs» Vs Vis Y2+ (K65 X0, X35 X3, X4, Voo V15 V2, ¥3) =0,
ako je uy#0, u, =0, u,=0, u;=0;
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IX. 2f(x1, Xys X35 X45 X553 Vis Vas V3o y4)—f(x2: X35 X45 X535 Xgs Vos V35 Vas Vs)

_f(xs’ Xes Xy1» Xp5 X35 Vss Vs Vis y2)=os
ako je uy=0, u #0, u,#0, u;#0;

X, 21(%;, Xp5 X350 Xy X5 Vis Vas V3 V) =2 (Xys X3, X4y X5 X3 Vs V35 Vas Vs
F (X5, X4, X5, Xg5 X1> V3> Vas Vs» Vo) =S (X5 X115 X35 X3, X4, Voo V15 V25 ¥3) =0,
ako je uy=0, u; %0, u,#0, u;=0;
XL 2f(x), Xy, X3, X45 Xs5 Vis Vas V3> V) =S (X35 X35 X4 X5y X5 Va5 V35 Vas Vs)
—f (x5, X45 X35 X5 X15 V35 Vas Vs Y — S (X5, X5 X1s X35 X35 Vss Vo> F1s Vo)

+f(Xs, X5 Xp5 X3, Xg5 Voo Vis Vas V3) =0,
ako je uy=0, u,#0, u,=0, u;#0;

XII- f(x}s x29 X33 X4, 'xS’ yl, yz, y3, y4)—'f(X2, x3’ x4, x5’ x6’y2, ys,y4’ yS)
+f(x4, Xsy Xgs X135 X9 Vas Vss Ve yl)—f(xs, Xgs X5 X5 X35 Vss Ves Vi» y2)=0,
ako je uy=0, u,#0, u,=0, u;=0;
XIII- f(xl: xz, x3, x4, x5’ y], yz; _V3, y4)—f(X4, xs, x6, xl, xZ’ y4, y5’ y6’ y1)=0,
ako je u,=0, u, =0, u,#0, u;#0;
XIV. f(x1, X5 X35 X45 X535 V15 Var V35 Vo) =S (X5 X35 X4y X5y Xe5 Va5 Vs Va5 Vs)
+f(x3, X4s Xss Xgs X15 V35 Vas Vs Vo) =S (xgs X5, Xg5 X5 Xos Vs Vs> Ves V1)
+ S (Xg5 Xg» Xys Xa5 X35 Vs> Ve» Vi» Vo) =S (Xgs X1y X3y X35 Xg3 Voo Vi Vas ¥3) =0,
ako je uy=0, u; =0, u,#0, u;=0;
XV- f(xl, xza x3, X5 xs; y19 yz, y3, y4)_f(x3, x4, xs, X6 » xl’ y3, y4’ y5’ y6)

=S (X4 X5, X, X1 X35 Vs Vs» Ves Y1) FS(Xes X5 Xa5 X35 Xg5 Vs Vis V2o y3)=0,
ako je uy=0, u; =0, u,=0, u,#0;
XVI. 0=0,
ako je ug=u,=u,=u;=0.
Teorema 3. Opste reSenje jednacine
aof(xp Xos X35 Xg45 X55 V135 Vas V3 y4)+alf(x2’ Xy, X45 X535 Xg5 Vs V35 V4o ys)
+a,f (X35 X4, X5, X, X5 Vs Vas Vss V) + 831 (X5 X5, Xg5 X15 X35 Vas Vss Vs V1)
+a4f(x59 Xgs X1s X2s X35 Vss Vs Vi y2)+asf(x5, Xis X35 X35 Xg5 Vs V5 Vas y3)=0
odredeno je sledecim formulama:
10 f(xl, xz: x39x4’ xs’ yl: yza .V3, y4)EOs
ako je uy,#0, u,#0, u,#0, u,#0;

2° f(xl; Xys X35 X453 Xs5 V15 Va5 V3 y4)=H(x,a x4)_n(x2, xs)
+IT (x,, x))— I (x5, x,),
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ako je u,#0, u,#0, u,#0, u;=0;
3% f(x), Xy, X35 X4y Xs5 Yi5 Vas V35 Y)=0,
ako je uy#0, u,#0, u,=0, u;#0;
4° f(Xy, Xy X35 Xg5 X55 Vys Vas V3o Va)
=TT (x5 X5, X45 X5, V1, Vo) — I (x4, X5, X5 X5, V4 V),
ako je uy#0, u,;#0, u,=0, u,=0;
50 f(xl’ xZ’ x3’ x4’ x5’ yl’ yz: J’3, y4)
=1 (x,,x,)— I (x,, x5)+ I (x,, x)— 11 (x5, x,),
ako je uo;é(), u1=0:» uz#oa u3750;
6" f(x;, X5, X3, X4, X55 Vys Va5 V3> Vo)
=II(Xy, X;, X35 X5, Yi5 Vo) —II(X5, X4, X55 X;5 V35 Vo)
ako je uy#0, u, =0, u,0, u,=0;
70 f(xl’ x2’ x3’ x4’ xS’ yl’ yz, y3’ y4)=11(x1, x2’ y1)"2H(x2’ x3, yz)
+21 (x5, x,, y;) — I (x4, X5, V)
+A(x;, x)—A(xy, x5)+ A (x4, X)) — A (x5, X,),
ako je uy#0, u;=0, u,=0, u;#0;
8° S (x5 Xp5 X35 X4y Xss Y15 Vas V3s Vo)
=TT (%, X35 X35 X45 V15 V55 ¥3) =TI (X, X3, X4 X3 Vs, V35 V)
+A(X;, Xy, X4, X5, Y35 Vo) —A (X5 Xy5 X5 X35 Y15 P))
+B(X1, Xy X45 X55 Vi J’4)—B(x4, Xss X715 X35 Vs yl);
ako je uy#0, u, =0, u,=0, u,=0;
9° f(xl’ Xos X35 X435 Xss Vis Vas V3> y4)=const,
ako je uy=0, u,#0, u,#0, u;#0;
10° f(xl s X35 X35 Xygs Xi5 Vis Vas Vs y4)
=H(x1’ xz: y1)+2H(x2’ x3’ y2)+2H(x39 x4s y3)+H(x4a x5’ y4)
+A(x;, X))+ A(x,, x)—A(xy x)—A(X5, X,),
ako je uy=0, u,#0, u,#0, u;=0;
11° Sy X35 X3, X45 Xs5 V15 Vs V3s Va) .
=1IT(x;, xy, x) + I (x5, x5, x) + I (x5, x;, X3),
ako je uy=0, u,50, u,=0, u,;#0;
12° f(xlax2’x3’x4a x59y19y29y3’y4)
=I](x1, X35 X35 Vy> y2)+17(x2, X35 X45 V25 y3)+17(x3, Xys X553 Vss y4)
+A(X)5 Xp5 X4 X5, V.5 Va) — A(Xg5 Xs55 Xy Xp5 Va5 V1)
+ B (x;, X3, X5)+ B (x5, X5, X;)+ B(xs, Xy5 X3)



70 B. M. Zari¢

ako je uy=0, u;#0, u,=0, u;=0;
13° f(xys Xy X35 Xg5 X53 Vis Va5 V3o Va)
=TI (xy, X5, Xg5 X5, V15> V) +HIT(Xy, X5, X1, X5, Vi V1)
ako je uy,=0, u, =0, u,40, u;#0;
14° f(xy5 X35 X35 X4 Xs55 V1> Vas Vi Va)
=I1(x), X5, X3, X4 Y5 Vys ¥3) F I (X5, X35 Xy45 Xs5 ¥ys V35 V)
+A X, X3, Xy X5, Y3, V) — A (X5, X1 Xy, X35 Y15 V)
+ B (x5 X5, X45 Xs55 V1 Vo) + B (%45 X55 Xp5 X5, Yao V1)s
ako je u,=0, u; =0, u,#0, u,=0;
15° f(x;, Xp, X3, X45 Xs55 V15> Vps V3o Va)
=IT(x;, Xy, X3, V1> V) — I (x,, X3, X4, ¥y, Y3y +TT (X5, X, X5, V3, Vo)
F A, Xy, X4y Xgs Vis YO+ A(X,, X5, X5 Xy Vao 1)
+B(x,, x5, X5) + B(x;, x5, x,) + B (x5, x;, x5),
ako je uy=0, u; =0, u,=0, u;#0;
16°  f(Xy5 X35 X35 X45 X5» Vis Vo Vas YOy =TI (X;, X,5%55 X5 Xs5 Vis Vas V35 Va)s
ako je uy=u =u,=u,=0.
II, A, B su proizvoljne funkcije.

Odeljak B. Neka x;, y;©S(i=1, ..., n) gde je S neprazan skup, n fiksiran
prirodan broj i y,.,=J, za svaki prirodan broj v=1, ..., n

U ovom odeljku razmatra se problem odredivanja reSenja sledece klase
jednacina

(6.13) @y f(x,, ooy Xs V1> oovs YOGS (X0s ooy Xps X0 Yoy o vvs Yietd)
+oee +an_1f(xn’x15 e Xy 10 Vs Vs e yk_1):0,

gde su q;(i=0,1, ..., n—1) realni (ili kompleksni) brojevi, 1<k<n i nepo-

znata funkcija f preslikava S u skup realnih (ili kompleksnih) brojeva.
IzloZi¢emo najpre dva partikularna slucaja i to k=1(®m>1) i k=n.
Odredimo opste reenje jednaline

(614) aof(xla cees Xpy y1)+a1f(x25 e Xps xl’ yz)

o ta,  fx X, s Xy V) =0,
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Cikli¢ckom permutacijom promenljivih dobija se jo§ n—1 jednadina
A S Kps ooy Xy YD)+ (X, ooy Xy X, V) '
o, (X Xy, ey Xy V) =0
(6.15) .
a f(x;, ..., X, )+ (x5, vy Xy X5 V)
+ooeeda S (X Xy ey Xu_gs Vo) =0.

Sistem koji obrazuju jednadine (6.14) i (6.15) moZe se napisati u mat-
riénom obliku

A-F=0,
gde su:
a, [ R f(xn cees x,,,yl) 0
ay-y Qo Ay S X2y eovy Xps X415 7)) 0
A=\ . , F=| . , O=
al 'a2 ao f(x;u x1’ LS ] x”_l,’ y,,) 0

Vazi slededa teorema.

Teorema 4. Opste refenje jednacine (6.14) dato je formulom
F=Ccli

gde je C(t,, ..., t,), sa proizvoljnim parametrima t;(i=1, ..., I) opsti oblik
svih cikli¢nih matrica reda n koje zadovoljavaju jednacinu A-C=0 i gde je

I (xy, ooy Xp)

IT(x,s oo Xps XD ’ :
Ir={ . , II proizvolina funkcija od x,, ..., x,.

I (x, X5 o ooy Xpey)

Dokaz. Jednatina (6.14), za a,+#0, ckvivalentna jec sa
a a, ..
FAC7 y1)=—a~‘f(x2, e Xy Xy V) — -——-;——‘f(xn, Xy eens Xpgs Vo)
(1] (1]

Stavljajuéi y,=»9, ..., y,=»%, gde su 33, ..., )% proizvoljne konstante
koje pripadaju skupu S, dobija se '

a
(6.16) fCe, ooy X, p)= ~a—‘f(x2, Cees Xys X, VD)
Q
a,._
e = (X Xy e Xy VO
a, )
Desna strana poslednje jednadine zavisi, dakle samo od "x, ..., x,.

Oznalimo taj izraz sa A(x,, ..., x,).
Dakle, (6.16) dobija sledeci oblik

(6.17) S, oo X y)=h(x, ..., x,).
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Formula (6.17) je opite refenje jednaline (6.14) ako i samo ako vaZi
(6.18) ayh(x,, ....x)+a, h(xy, ..., X, x)+ - - +a, h(x,, x;, ..., x,_,)=0.

Ova jednadina je ciklicna homogena funkcionalna jednadina sa konstan-
tnim koeficijentima i njeno opSte reSenje u matri¢nom obliku, prema [34] glasi:

H=CII,
h(x,, <.y Xp) I (xy, ooy xp)
gde su matrice: H=| =F, I[I=|: ,
B(Xps Xys ooey Xp—y) I (x,, x5 s Xp—y)
i matrica C zadovoljava uslov 4-C=0.
Prema tome, opste reSenje jednaline (6.14) dato je formulom
F=CII,
$to je i trebalo dokazati.

Predimo na sludaj k=n. Oznaimo parove (x,,y,) sa X, ..., (X,, V)
sa X,. Jednalina (6.13) dobija sledeéi oblik

af(X,, ..., Xp)+a fX,, ..., X, X))+ +a,  fX,, X, ..., X,_)=0.

Ova jednadina je ciklitna homogena funkcionalna jednadina i njeno opste
refenje dato je formulom

F=CII,
fX o X)) 1 S ooes Xpgs Pis oens V)
gde su matrice: F=| : = : .
X, Xy oo X)) SEps Xes ooy Xge s Vmo Yy v v- Vno)
IT(x s ooy Xps V1o oo Vi) 1
-l
I (Xpgs X1 oo s Xpmyis ¥ns V1> +vs Yn—1)

Razmotrimo sada sluaj 1<<k<n. U tom cilju umesto jednaine (6.13)
posmatra¢emo jednacinu

Ay f(Xys vovs Xy Vis oo Vi Yiw1s <++s Yn)

(6'131) +alf(x2’ ey Xps Xy5 Vo o ooy Vs Vi+is Y420 v+ Yo y1)

+ e +a,,_1f(x,,, Xis ooy Xy_15 Vs Yis voos Vutk—1s Yntks - ++» Yn_.j):O-
Jednadina (6.13') je cikliéna homogena sa konstantnim koeficijentima.
Cikli¢nom permutacijom promenljivih dobijaju se sledece jednacine

@y S (X5 o ovs Xns Vis o oos Vi3 Yirqs -+ Yo)
a0 f (X5 s Xy Xy Yoy oovs Vw1 Yiwar -++5 Yoo Y1)

o (X Xy e Xy s Vi Yy ovos Yusk—1 Ynako oo oo Yn_1) =0

(6.19)
a f (X5 cois Xy Vis oovs Vi Yiwas o+ o> Yo)
+azf(xza coes Xy X159 Vos eoes YView1s Yiw2s 005 Yoo Y1)
o R (X Xy ooy Xu_(s Vs Vi covs Ynske1’ Yasko --es Yno))=0-
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Sistem koji obrazuju jednadine (6.13") i (6.19) moZe se predstaviti u obliku

af+afli+- - +a, fr1=0,
@y fragft+- +a, ,f"1=0,

(6.20) v 2 )
aftafr+ .- +afr1=0.

Sistem (6.20) je sistem linearnih, homogenih algebarskih jednadina sa
nepoznatim f, f1, ..., f~L

Potreban i dovoljan uslov da sistem (6.20) ima netrivijalna reSenja je

4a, N

An-y 4 n—»
detA=| . =0.

a, a, a,

Ova determinanta je ciklitna i vaZi jednakost
det A=E(gp)- E(g)- - - E(g,_y)s
gde su £,(i=0, 1, ..., n—1) razliita refenja binomne jednacine
b(x)=1-x"=0.
Dakle, jednacina (6.13") ima netrivijalna refenja ako i samo ako karakte-

ristina jednadina E(x)=a,+a,x+ - +a, ,x""1=0 ima zajedni¢ka reSenja sa
binomnom jednadinom b (x)=1-x"=0.

Opste reSenje jednadine (6.13') prema [34] dato je formulom
Sy oo Xy Vis voes Vi Vg -0 Vo)
=by IT(X)s ooy Xpy Yis oo s Vs Yme1s ++ o> Yn)
+b, II(Xy, ..y Xpy X15Vas vovs Yius Yitss Ymaar -+ Yoo V) oo -
B T (Xgigs s Xy XpsovvsXgs Vit ooos Vmbss Ymestrr -3 Yns Yiseees Yoo
gde su b,(i=0, 1, ..., n—1) realni (ili kompleksni) brojevi,
by+b,x+ -« +b x*=F(x).

Jednaginu (6.13) zvademo ,,skresana‘‘ jednagina jednacine (6.13').
Dokazaéemo da vaZi slede¢a teorema.

Teorema 5. Svaka funkcija f data formulom
6.21)  f(x;, oovs Xy Vis vvvs Vi)
=by IT (X, - ooy Xgs Vs v Vud FOLII(X,, ooy X0y X0 Yoy oo vy V1)
+ ot +bsH(xs+l’ Ty xn’ xl’ LRI ] xsa ys+1’ v ey ym+:)
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gde je m=k—s, mEN, II(x;, ..., X, Vs» -..> V) Proizvoljna funkcija, zado-
voljava jednacinu (6.13).
Adko je k—s=<0, tada je II proizvoljna funkcija samo od x,, ..., x,.

Dokaz. DokaZimo da je f=F(IT), gde je II(x,, ..., X,, ¥{» --.5 Vp) DIo-
izvoljna funkcija, reSenje jednadina (6.13).
Zaista, imamo

D(fy=D(F(T))=b(I)=0,

odakle sleduje E(f)=0, $to je trebalo dokazati.
U vezi sa prethodnim razmatranjima moZe se formulisati sledeéi problem,
Neka je J bilo koja ciklicna jednafina po x, x,, ..., x,, neka je O
formula njenog opsteg refenja koja sadrZi proizvoljnu funkciju I1. Ako je J’
,,skresana* ciklitna jednadina dobijena iz J, da li se nekim ,kresanjem* funk-
cije IT u formuli @) dolazi do opSteg refenja ()’ jednadine J'?
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Résumé

CONTRIBUTIONS A LA THEORIE DES EQUATIONS FONCTIONNELLES
LINEAIRES CYCLIQUES

Budimir M. Zari¢

Ce travail, thése de doctorat, de lauteur se rapporte aux problémes
généraux et spéciaux de la résolution des équations fonctionnelles linéaires
cycliques.

Il continue les résultats classiques et quelques résultats plus nouveaux de
la théorie des équations fonctionnelles linéaires.

Il est composé des chapitres suivantes:

L Considerations, introductives et quelques résultats généraux;

II. Résultats obtenus au moyen de la méthode matricielle de S. B. PRESIC;
III.  Solution reproductive de I’équation E (f)=0;

IV. Applications des résultats précédents aux cas particuliers;

V. Equations linéaires cycliques non homogénes.

VI. Quelques résultats concernants les équations fonctionnelles paracycliques;
VII. Bibliographie.

I. Dans le premier chapitre, on précise tout d’abord le type d’équations
fonctionnelles dont il s’agit dans les premiéres quatre parties du travail et puis
on énonce et démontre qulques résultats simples utilisés plusieures fois dans le
travail (lemmes 1 et 2). Ensuite encore toujours dans la premiére partic de ce
chapitre, on cite le théoréme de GHERMANESCU sur la forme de la solution
générale du type considéré d’équation fonctionnelle, et 'on expose sa démon-
stration, un peu différent de celle donnée dans [8] et plus précise que celle-la.

Dans la deuxiéme partie du premier chapitre on considére un cas particulier
— Péquation fonctionnelle binomiale, c’est-a-dire ’équation de la forme f=af?.

On y cite tout d’abord quelques résultats de D. S. MITRINOVIC, et I'on
obtient ensuite, aprés quelques lemmes et un théoréme de caractére assez général,
une condition nécessaire et suffisante pour que I’équation de la forme E(f)=0
soit equivalente i 1’équation binomiale,

II. Dans la premiére partiec du deuxiéme chapitre on a exposé les résultats
de P'application de la méthode matricielle de S. B. PRESIC.

La seconde partie contient ’exposé d’une méthode nouvelle d’obtenir la
solution générale de I’équation E(f)=0. On y a cherché la solution général de
cette équation sous la forme

F=B1I,

ol B est une matrice cyclique aux éléments constants. On a examiné d’abord
sous quelles conditions, relatives & la matrice B, I’équation F=BIT définit la
fonction f d’une maniére univoque. On a démontré le fait suivant: en supposant
que tous les éléments de B soient constants, I’équation F= B IT définit la fonction
f d’une maniére univoque si et seulement si la matrice B est cyclique.
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Le résultat principal de ce chapitre est une formule qui comprend toutes
les solutions générales de la forme

(1) by +b M+ - - +b, 11,

Il est formulé par I’énoncé suivant:

Si C(t;, ..., t)), ou les paramétres #,, ..., #; sont arbitraires, repré-
sentes une forme générale de toutes les matrices cycliques C satisfaisant &
Péquation 4-C=0 (A4 étant la matrice de I’équation fonctionnelle E(f)=0),

alors la formule
F=C(,, ..., tpIl

contient toutes les formules de la forme fournissant les solutions générales de
I’équation E(f)=0.

III. Dans le troisiéme chapitre on traite le probléme de P'unicité de la
solution reproductive de 1’équation E(f)=0.

On dit qu’une solution de cette équation de la forme

)] f=RI)=b,II'+ - - +b,  [I""
est une solution générale reproductive si elle est générale et remplit la condition
RR=R (mcd b (x)).

Aprés avoir établi le fait que toute solution de la forme (2) peut-étre
exprimée sous la forme f= R (IT)=F(¢ (I1 )), o (x) étant un polynome, on aboutit
au résultat suivant, principal dans ce chapitre.

L’équation E(f)=0 posséde la solution générale reproductive unique, cette
solution est donnée par

[= F(K, (D)),
oll K, (x) est le polynome de degré inférieur & celui de D (x) lequel est lié au
polynome L,(x) de degré inférieur a celui de F(x) par identité

1= F(x) Ky (x) + Ly (%) D (%),

F(x) et D(x) étant deux polynomes déterminés, liés a I’équation E(f)=0

IV. Le chapitre suivant traite le probléme de résoudre et d’exprimer par
formules la solution générale et la solution générale reproductive de I’équation
E(f)=0 dans les cas n=3,4 et 6. On démontre tout d’abord en se servant de
méthodes particulieres, que I’équation considérée équivalente & P'une des quatre
équations déterminées (appelées équations canoniques) dans le cas n=3, avec
I'une des huit si n=4 et avec I'une des seize si n=6. On donne ensuite un
procédé pour déterminer, pour chaque équation E(f)=0 dans les cas n=3, 4, 6,
celle des équations canoniques qui lui est équivalente. Pour chaque équation
canonique on a déterminé sa solution générale et sa soluticn générale reproductive.

V. Le sujet du cinquiéme chapitre est le probléme de la résolution de
Iéquaticn E(f)=g, la fonction g étant donnée. Cette équation non homogene
n’est pas possible pour toutes fonctions g. On a trouvé une condition nécessaire

de sa possibilité sous la forme
CG=0,

ot C est une matrice cyclique satisfaisant 3 AC= 0.
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Une solution générale de I’équation considérée est donnée par la formule
F=CII- BG,
ol C est une matrice cyclique satisfaisant 3 AC=0 et B est une solution

quelconque de I’équation matricielle ABA+ A= 0.

Toute équation E(f)=g est équivalente a I'une des 4 équations non
homogeénes canoniques pour #=3, I'une des 8 pour n=4 et & I'une des 16 pour
n=6. On a donné le crittre de ces équivalences de méme que les solutions
générales de toutes équations canoniques.

VI. Le sixiéme chapitre est composé de deux partie.

La premiére se rapporte & la résolution de quelques classes d’équations
paracycliques, par exemple des équations de la forme suivante:

aof(X;s X3, X35 Y15 V) + 8 (Xy5 X35 X45 V35 13)
+azf(-x3’ x4’ x]: y39 y4)+a3f(x4’ xl’ x2’ y4)=0'

La deuxiéme partie traite le probleme de déterminer les solutions de
Péquation

aof(xly DR x,,, yl, ety yk)+a1f(x2’ AIRAR ) xpn xp yzs seey yk+1)
+o @ (X Xy e Xy Vs Vi e Vi) =0,
ou les coefficients ;(7=0, 1, ..., n—1) sont des nombres réels (ou complexes)

et k satisfait 3 1<k<n.

VII. On a énuméré dans la Bibliographie la littérature qui a été soit
citée dans le texte de ce travail soit utilisée en tant que littérature générale
concernant les équations fonctionnelles.



SADRZAIJ

Predgovor | 1
Glava L Uvodna razmatranja i neki opsti rezultati| 3
Glava II:  Rezultati dobijeni matritnom metodom S. B. Prefica| 11

Glava III:  Reproduktivno reSenje jednaCine E(f)=0] 16
Glava IV:  Primene prethodnih rezultata na partikularne sludajeve| 21
Glava V: Cikli¢ne linearne nehomogene jednadine | 46
Glava VI:  Neki rezultati koji se odnose na paraciklicne funkcionalne jednacine | 62
Glava VII:  Bibliografija | 75
Résumé | 77



PUBLIKACIJE ELEKTROTEHNICKOG FAKULTETA UNIVERZITETA U BEOGRADU
PUBLICATIONS DE LA FACULTE D’ELECTROTECHNIQUE DE L'UNIVERSITE A BELGRADE

SERIJA: MATEMATIKAIFIZIKA — SERIE: MATHEMATIQUESETPHYSIQUE

Redakcioni odbor — Comité de rédaction
D. S. MrrriNovié, D. M. IvaNovié, P. M. Vasié,
R. Z. DorbEVIE, B. V. STANIC et R. R. JaNIG

Sekretar — Secrétaire
1. B. Lackovi¢

Adresser les échanges contre ces Publications et toute correspondance a:
Katedra matematike, Elektrotehni¢ki fakultet
11001 Beograd, postanski fah 816, Yougoslavia

Ces Publications sont éditées par la Faculté q‘Electrotechnique de Belgrade avec le concours
de la Faculté d'Electronique de Ni¥

*

The Journal publishes papers up to four printed pages, as a rule, relevant 10 pure and
applied mathematics in general, but, in particular, papers concerning differential and functional
equtions, special functions, inequalities, combinatorial and numerical analysis. The papers in
Serbo-Croatian, Russian, French, English and German are accepted.

The Journal also publishes original contributions from general physics and especially in
engineering physics.



YU ISSN 0350—0128

UNTIVERZITUET U BEOGIRADU

PUBLIKACIJE

ELEKTROTEHNICKOG FAKULTETA

SERIJA:

MATEMATIKA 1 FIZIKA

Ne 542 (1976)

BEOGRAD





