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Budimir M. Zaric

PREDGOVOR

D'ALEMBERTje objavio 1747. godine dva rada u kojima se prvi put
javljaju funkcionalne jednaCine. Posle toga, mnogobrojni matematicari baviIi su
se problemima funkcionalnih jednacina. Medu njima mogu se navesti sledeca
poznata imena: EULER, GAUSS, CAUCHY, ABEL, WEIERSTRASS, DARBOUX, HILBERT,
FRECHET,itd.

Naucna istrazivanja u teoriji funkcionalnih jednacina, zbog njene vazncsti,
ne sarno da su nastavljena sve do danasnjih dana, vec su i pojaeana koriscenjem
najnovijih rezultata drugih disciplina savremene matematike. U teoriji funkcio-
nalnih jednaCina formirani su razni pravci, skole i uze discipline.

Jugoslovenski matematicari dali su odredene doprinose razvoju teorije
funkcionalnih jednaCina. Kao centri aktivnosti u ovoj oblasti u novije vreme
isticu se Beograd, Zagreb i Sarajevo.

Ovaj rad posvecen je tretiranju opstih i specijalnih problema resavanja
linearnih ciklicnih jednaCina. On se nadovezuje na klasicne i neke novije rezultate
teorije linearnih funkcionalnih jednacina. Izlaganje koje sledi sastoji se iz sledeCih
delova (glava):

I. Uvodna razmatranja i neki opsti rezultati.
Ova glava u prvom odeljku, pored preciziranja objekata razmatranja prve

cetiri glave, sadrzi nekoliko jednostavnih rezultata, koji se koriste u celom radu,
i dokaz fundamentalne teoreme GHERMANEscua sa nekim specificnostima. Drugi
odeljak iste glave sadrZi jednu teoremu 0 specijalnom slucaju - binomnoj jednaCini
i nekoliko pomocnih rezultata.

II. Rezultati dobijeni matricnom metodom S. B. Pre sica.
Posle ekspozicije rezultata do kojih je svojom matricnom metodom dosao

S. B. PRESIC, U ovoj glavi dobijena je sledeca formula koja obuhvata linearna
opsta resenja jednaCine E (f) = 0:

F=C(lp ..., II)II;

u kojoj je C(tp ..., II) sa proizvoljnim parametrima 11' ..., II' opsti oblik
svih ciklicnih matrica C koje zadovoljavaju jednacinu AC = O.

Ova teorema dokazana je uz pamoc dva prethodna rezultata, koji Je u
isto vreme i dopunjuju.

Ill. Reproduktivno resenje jednaCine E(f) = O.
Posle navodenja definicije pajma opsteg reproduktivnog resenja jednaCine

E(f) = 0, u ovoj glavi dokazuje se teorema kojom se tvrdi da svaka ovakva
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jednacina ima (u odredenom smislu) jedinstveno opste reproduktivno resenje i
daje se formula za njegovo odredivanje.

IV. Primene prethodnih rezultata na partikularne slucajeve.
U ovoj glavi se, konkretizacijom prethodnih opstih rezultata i koriscenjem

specificnih, partikularnih metoda, u slucajevima n = 3, 4 i 6 tretira problem
resavanja jednacine E(f) = 0 i izraZavanje formulama njenog opsteg i opsteg
reproduktivnog resenja.

V. Ciklicne linearne nehomogene jednaCine.
U ovoj glavi tretira se problem resavanja jednacine oblika E (I) = g, gde

je g data funkciia. Dobijen je potreban uslov njene resivosti u obliku CG = 0,
gde je C bilo koja ciklicna matrica sa osobinom AC = 0 kao i jedan matricni
oblik opsteg resenja posmatrane jednacine za slucaj kada su ispunjeni odredeni
uslovi. Ovome su prikljucena razmatranja za slucajeve n = 3, 4 i 6, analogno
onima u prethodnoj glavi

VI. Neki rezultati koji se odnose na paraciklicne funkcionalne jednaCine.
Ovde se razmatra problem resavanja izvesnih klasa paraciklicnih funkcio-

nalnih jednacina. Za neke od tih klasa dobijeni su kompletni a za neke par-
cijalni rezultati.

VII. Bibliografija.
Bibliografija se sastoji od 34 jedinice koje su u tekstu citirane ili koriscene

kao opsta literatura 0 funkcionalnim jednacinama.

*
Zelim da zahvalim profesoru D. S. MITRINOVICUza podrSku koju mi je

pruzio u toku izrade ove disertacije.
Takode zahvaljujem profesorima S. 13.PRESIcu i D. D. ADAMOVIcu na

savetima i sugestijama, kao i profesoru P. M. VASICUna pomoci u koriscenju
literature.



G I a val: UVODNA RAZMATRANJA I NEKI OPSTI REZULTATI

1. Neka je S neprazan skup, 6 dato preslikavanje iz S uS sa osobinom
6n(M)=M(MES), n prirodan broj. Za funkciju II: S~R (Hi II: S~C) sta-
vimo IIk=II(6kM) (k=O, 1, ..., n-l; 6° identieno preslikavanje).

Dokazirno najpre sledecu einjenicu.

Lema 1. Ako postoji Mo E S takvo da su 6kMo medusobno razliciti elementi,
jednakost

(1.1)
n-1

L ockIIk=O,
k=)

vati za svaku funkciju II ako i samo ako je OCk= 0 za k = 0, 1, ..., n - 1.

Dokaz. Ako su svi OCk= 0 (k = 0, 1, ..., n - t) jednakost (1. t) oeigledno
vaZi za svako II.

Pretpostavirno da (1.1) vazi za svako II. Neka je, za Mo 0 kome je ree
u formulaciji Ierne 1,

II (Mo) = I, IIk(Mo)=II(6kMo)=0 (k= 1, ..., n--I),

II(M) = 0, ME;f{6kMo; k= 0, I, ..., n - t}=SMo'

Ovirn je jednoznaeno definisana funkcija II na skupu S, buduCi da
ME;fSMo :::;>6 (M)E;fSMo' Sa ovako odredenim II, imamo

OCo + 0 . OCI+ . . . + 0 . OCn-l = O.

Dakle, OCo= O.
Na sliean naein moze se

kE{I, ..., n-I},
odrediti II tako da bude, za fiksirano

v=l=k.

ZamenjujuCi ovo II u (1.1) dobija se OCk=O(k=l,
""

n-I).

Neposredna posledica prethodne Ierne je sledeca

1" 3
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Lema 2. Ako je ispunjen uslov Ierne I, tada vazenje jednakosti

n-l n-l

2: akilk = 2: [)k ilk
k=O k=O

za svako il povlaCi iXk=[)k(k=O, I, ..., n-I).
M. GHERMANESCUje u radu [7] posmatrao jednaCine

(1.2) E(f)=.=aof(M)+aJ(6M)+ . . . +an-J(6n-1M)=0 (MES),

(1.2') ao/(M)+ aJ(6M)+ . . . +an-J(6n-1M)=g(M),

gde su a;(i=O, I, ..., n-I) realni (ili kompleksni) brojevi, nepoznata funkcija
I: S-+R (ili I: S-+C), g je data funkcija.

Jednacine (1.2) i (1.2') su ciklicne, linearne sa konstantnim koeficijentima,
pri cemu je (1.2) homogena, a (1.2') nehomogena.

Ako se 1(6kM) (MES; k=O, I, ..., n-I) oznaCi sa Jk (60 identicko
preslikavanje; 10=/), jednacine (1.2) i (1.2') dobijaju redom oblike

(1.3) E(f)=aof+aJ1+. . . +an-Jn-1=0,

(1.3') ao/+aJ1+. . . +an-1r-1=g.

Polinom E(x)=ao+alx+ . .. +an-Ixn-1 zove se karakteristican polinom
jednacine (1.3). JednaCina E(x) = 0 zove se karakteristicna jednacina jedna-
cine (1.3).

Ako se u (1.3) stavi sukcesivno M, 6M, ..., 6n-1M mesto M, dobija
se sistem jednaCina

ao/+aJ1 + . . . +an-Jn-I = 0,

an-If + aop + . . . + an-zln-I = 0,
(1.4)

ili u matricnoj formi
(1. 5)
gde je

AF=O,

[

ao a1. . . an
- 1

1 [

I

1

an-l ao an-2 11

A= :
'

F= :
. .
a1 a2 ao In-l

Sistem (1.4) je sistem linearnih, homogenih algebarskih iednaCina sa
nepoznatim I, P, ..., r-I.

Da bi ovaj sistem imao i netrivijalna resenja potreban i dovoljan uslov je

a1 ... an-l

00 an .- 2

(1. 6) det A =
. =0.

a1
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Za determinantu (1.6) vazi

(1.6')

gde su Ej (i = 1, ..., n) razliCita resenja binomne jednaCine

(1. 7)

Iz ovog sledi da jednaCina (1.2) ima netrivijalna resenja ako i samo ako
karakteristicna jednaCina E (x) = 0 ima zajednicka resenja sa binomnom jedna-
cinom (1.7).

M. GHERMANESCUje [8] dokazao sledecu teoremu

Teorema (GHERMANESCU).Neka je

l-x~=D(x).F(x),

gde je D (x) najveCi zajednicki delilac za polinome b (x) = 1 - x" i E (x).
Tada je opste resenje jednaCine

E(f)=O

f=F(V),

gde je U proizvoljno preslikavanje skupa S u skup realnih (ili komplesnih)
F(V) je funkcija

bo V(M) + bl V(6M) + . . . + bs V(6sM) (MES)

dato formulom

brojeva.

ili (prema uvedenom dogovoru) funkcija

bo V + bl Vl + . . . + bs VS

ako je

F (x) =bo + bl x+ . . . +bsxs.

S. B. PRESIC i B. M. ZARIC u radu [19] dali su prostiji i precizniji dokaz
ove teoreme nego M. GHERMANESCUu [8].

U ovom dokazu koriste se sledece dye cinjenice:
10 Ako je .r= 0, tada je P (f) = 0 za svaki polinom P.
2° Ako je R (x) = P (x). Q (x) (P, Q, R polinomi), tada vazi

R(f) = p(Q(f)
za svaku funkciju f.

Tvrdnje 1° je ccigledno,
p

Neka je P(x) = L ak Xk,

k~O

a tvrdenje 2° se dokazuje na sledeCi naCin:
q

Q (x) = L b1xl, tada je
I~O

sto je trebalo dokazati.
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Za p::>1inome D(x), b(:\) i E(x) vazi sledeci identitet

(1.8) D(x) =P(x) E(x) + Q (x) b (x),

gde su P(x) i Q (x) polinomi.
Prema (1.8), jednacina E(f)=O ekvivalentna je sa jednacinom D(f)=O.
Zaista, ako je E(f) = 0, tada je, prema 1°, 2° i (1.8)

D (f) = P(E(f)) + Q (f - r) = O.

Obrnuto, ako je D(.f)=O i E(x)=D(x).G(x), tada je

E(f)= G (D(f)) = O.

Dakle, E(/)=O ~ D(f)=O.
Potom se dokazuje da je 1= F(U) (U proizvoljna funkcija) resenje jed-

nacine (1.3).
Zaista, imamo D (f) = D (F (U)) = DF(U) = b (U) = 0, i odatle, prema pret-

hodnom, E (f) = O.
Najzad se ustanovljava da formula 1= F(U) sadrzi sva resenja jed-

nacine (1.3).
Zaista, p::>1inomiD(x) i F(x) su uzajamno prosti, pa, prema BEZOUToVOj

teoremi, postoje polinomi K(x) i L (x) takvi da je

(1.9) 1 = F(x). K(x) +L (x). D (x).

Na osnovu (1.9) imamo

(1.10) I=F(K(f))+L(D(f)).

Ako je 1 resenje jednacine E (f) = O. tada je L (D (f)) = 0, pa se iz
(1.10) dobija

1= F(KCn) = F(U), U=K(f).

2. BinDmu funkcionalna jednacina. Neka je: S neprazan skup; L: S ~ S,
operator ciji je period n, tj.

I: S ~ C, nep::>znatafunkcija; C skup kompleksnih brojeva.
U svojoj monografiji [8] 0 funkcionalnim jednacinama M. GHERMANESCU

je, polazeci od rezultata dobijenog za jednacinu

(1.11)

izveo zaklj ucak za binomnu jednacinu

(1.12) I(z) = al(U z),

gde su a i aj (i = 0, 1, ... , n - 1) kompleksni brojevi, i p<n prirodan broj.
D. S. MITRINOVICu radu [12] p::>saoj~ od jednacine (1.12) i nasao for-

mulu koja daje opste resenje ove j~dnacine. U istom radu, pored ostalog, doka-



PriJozi teoriji linearnih ciklicnih funkcionalnih jednacina 7

zano je da se resavanje opstije jednacine (1.11) moze, pod izvesnim uslovima,
svesti na resavanje jednacine (1.12). Navodimo pomenute rezuItate.

Teorema (MITRINOVIC).Opste resenje funkcionalne jednaCine

fez) = af(Lz),

gde zES, L: s--+ S, f: s--+ C, Ln=I, an= 1, dato je formulom

n
fez) = L aV g (LVz),

v=l

gde je g: S --+ C proizvoljna funkcija.
U slucaju d'i= 1, ova jednaCina ima samo trivijalno resenje.

U pomenutom radu data je i formula koja daje opste resenje funkcionalne
jednacine

fez) = a/(ll' z),
gde je p<n prirodan broj.

Taj rezuItat glasi:

Opste resenje jednacine (1.12) je

nfd
f(z)= L aVg(DPz),

v=l

ukoliko a zadovoljava uslov d'fd= 1, gde je d=(n,p); a u slucaju kad taj uslov
nije zadovoljen jednacina (1.12) ima samo trivijalno reSenje.

Ovi rezultati omogucuju da se nade opste resenje u navedenim oblicima
onih funkcionalnih jednaCina koje se mogu svesti na binomnu jednacinu.

Autor je posmatrao neke od tih jednacina i dokazao da se jednacina (1.11)
moze svesti na jednacinu oblika

fez) = IXf(Lz),

gde je IX neko resenje jednaCine
xn - 1 = 0,

ako je rang matrice
at ... an_t

]

ao an-2

aJ at
a2 ao

jednak n - 1.
Da taj uslov nije p:>treban dokazano je metodom kontraprimera.
Leme i teoreme koje slede koristicemo kako u ovom odeljku, tako i na

nekim mestima ovoga rada.

Lema 3. Neka su P(x) i Q(x) uzajamno prosti polinomi. Tada je

(P(f)= 01\ Q(f) = 0) 8 f= O.
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Dokaz. Na osnovu pretpostavke da su polinomi P (x) i Q (x) uzajamno
prosti izlazi da postoje polinomi cp(x) i ~ (x) takvi da je

(1.13) 1 =cp (x). P(x) + Hx). Q (x).

Ako je P (f) = 0 1\ Q (f) = 0, tada, na osnovu (1.13), imamo

f =cp (P(f)) + ~ (Q (f)) = O.

Ako je, pak, f = 0, tada je ocigledno P (f) = 0 1\ Q (f) = O.

Lema 4. Neka je D] (x) najveCi zajednicki de/ilac za polinome P (x) i b (x) =
= 1- xn i Dz (x) najveCi zajednicki de/ilac za polinome Q (x) i b (x). Tada P (f) =
= 0 ~ Q (f) = 0 ako i samo ako vazi

(1.14) (D])C:(Dz),

gde (K) oznacava skup svih linearnih faktora polinoma K(x)*.

PR]MEDBA 1. Uslov (1.14) moze se izraziti reCima "polinom D2 (x) deljiv je polinomom Dl (x)".

Dokaz. Na osnovu pretpostavljenog, vaze sledece ekvivalencije jednaCina:

( 1.15) P (f) = 0 8 D] (f) = 0 1\ Q (f) = 0 8 Dz (f) = 0 (rasudivanje na str. 6).

Pretpostavimo da vazi sledeca inkluzija:

(D])C:(Dz).
Treba dokazati da tada

P(f)=O ~ Q(f)=O.
Zaista, iz (D]) c: (Dz) sleduje

Dz (x) = D] (x). S (x),
gde je S (x) polinom, pa ako je D] (f) = 0, tada je Dz (f) = S (D] (f)) = S(O) = o.

Dakle, D] (f) = 0 => Dz (f) = 0, pa prema (1.15) imamo

P(f)=O ~ Q(f)=O.

Obrnuto, neka

(1.15') P(f)=O ~ Q(f)=O.

Dokazimo da tada vazi (D])C:(Dz).

Pretpostavka (1.15'), na osnovu (1.15) svodi se na implikaciju

(1.16) D] (f) = 0 => Dz (f) = O.

Ako ne bi vazila inkluzija./
(D])C:(Dz),

tada bi bilo
(S]) = (D])"'(Dz)=F0,

gde je S] (x) polinom Ciji je skup linearnih faktora (D])'" (Dz).
Neka je HE (D])"'(Dz).

* Dva polinoma pri tome smatramo jednakim ukoliko se razlikuju multiplikativnom
konstantom razlicitom od nule.
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Kako su u tom slueaju polinomi Sj (x) i Dz (x) uzajamno prostl, to je f = 0
jedino resenje sistema funkcionalnih jednaCina (lema 3)

Sj (f) = 0 /\Dz (f)=0.

Sdruge strane, postoji g:t;O takvo da je H(g)=O, tj. Sj(g)=O, odnosno
Dj (g) = 0, pa, prerna (1.16) i Dz (g) = O.

Dakle, g:t;O i Sj(g)=O/\Dz(g)=O, sto je u suprotnosti sa prethodnim
zakljuckorn. Dobijena protivurecnost dokazuje tvrdenje.

Lema 5. Potreban i dovoljan uslov da, sa oznakama iz leme 4, vaii ekvivalencija
jednaCina

P(f)=O q Q(f)=O

jeste da su skupovi (Dj) i (Dz) jednaki.

Ovo tvrdenje sledi neposredno iz Ierne 4.

Teorema 1. Dovoljan uslov da vaii ekvivalencija

jeste
E(f)=O q Q(f)=O

Q (x) = S (x). D (x),

gde je D(x) najveii zajednicki delilac za polinome E(x) i b(x), i S(x)je karak-
teristicni polinom jednaCine S (I) = 0 koja ima samo trivijalno re§enje.

Tvrdenje ove teoreme sledi iz Ierne 5. Napominjemo da se dovoljnost uslova
moze dokazati direktno na sledeCi nacin.

Neka je Q (x) = S (x) . D (x), gde je S (x) karakteristicni polinom jednaCine
S (f) = 0 koja irna sarno trivi jalno resenje.

Ako je E (f) = 0, tada je Q (f) = S (D (f)) = S (0) = O. Obrnuto, ako je
Q (f) = 0, tj. ako je S (D (f)) = 0, tada je D (f) = 0, pa je i E(f) = O.

Dakle, E(f)=O q Q(f)=O.
Sledecom teoremom dat je potreban i dovoljan uslov da se jednaCina (1.2)

svede na binomnu jednacinu obIika

f=afl (a=const),

dok je u radu [12] dat, i to u sasvim drugacijem obliku, sarno dovoljan uslov
za isto.

Teorema 2. Potreban i dovoljan uslop da jednaCina E (f) = 0 bude ekvivalentna sa
nekom jednaCinom oblika

f = af1 (a = const)
je
(U) D(x)=k(l.-ax) (an= 1, k=const#O) ili D(x)=k (k=const).

Tvrdenje neposredno sledi iz Ierne 5.

PRIMEDBA2. Prethodni uslov (D) moze se izraziti ovako: Jednacinu E (/) = 0 zadovoljava naj-
vise jedan od n-tih korena jedinice.
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Sto se tiCe opstijeg pitanja (dotaknutog u radu [12]) pod kojim uslovom,
je jednacina E(/) = 0 ekvivalentna sa nekom binomnom jednacinom oblika
( 1.17)

n

gde je p prirodan broj manji od n, ad = 1, d zajednicki delilac za nip, na osnovu
prethodnih rezuItata (lema 5), mozemo reCi sledece:

Propozicija. Da hi jednaCina E (f) = 0 hila ekvivalentna sa nekom funkcionalnom
jednacinom ohlika (1.17) potrehno je i dovoljno da skup A zajednickih korena
jednaCina E(x)=O i b(x)=O bude ujedno i skup zajednickih korena jednacine
h (x) = 0 i neke jednaCine ohlika

axP - 1 = 0,

gde pia ispunjavaju prethodne uslove.

Prema tome, ovo pitanje se svodi na algebarski zadatak nalazenja pogod-
nog, operativnog, kriterijuma za ispunjenost poslednjeg uslova.



G 1a vall: REZULTATI DOBIJENI MATRICNOM METODOM S. B. PRE~ICA

1. Metoda S. B. Presica. Neka su 61' . . . , 6n data jedan-jedan preslikavanja
nepraznog skupa S na S koja obrazuju grupu G reda n, 61 identicno preslika-
vanje. Neka su zatim K dato polje i F skup svih funkcija koje preslikavaju S u K.

U radu [21] S. B. PRESICje dao metodu resavanja sledece klase linearnih
funkcionalnih jednaCina:

(2.1) al(x)j(6Ix) + aix)j (62x) + . . . + aix)j (6nX)= 0

gde su aj (x) (i = 1, . . . , n) date funkcije koje pripadaju
nepoznata funkcija.

Neka je Pj (i = 1, . . . , n) ona permutacija skupa {I,.. . , n) koja se
iz permutacije

(6jx=6j(x),

skupu F, a j(EF)

dobija

( 61 62 . . . 6n )61 6j 626j 6n 6j

grupe G kada se u njoj redom zamene simboli
61"'" 6n simbolima 1,..., n

(proizvodi 6k 6i, k = I, . . . , n zamenjuju se onim elementima sa kojima su jednaki).
Permutacije PI' . . . , Pn obrazuju grupu P reda n.
Neka su matrice Mk=[a~] (l ~i, j, k~n) definisane sa

k
{

I za j
=

Pk(1)

aij =
0 za j¥'Pk(i).

Matrice Mk (k= 1,..., n) obrazuju grupu M reda n. Grupe G, P i M su
izomorfne.

Stavljajuci u (2.1) redom 6Ix,..., 6nx umesto x, dobija se sistem od n
jednacina, koji se moze prikazati u matricnoj formi na sledeci nacin:

r

f(X)

1

A(1
f(~2X) = 0

f(6n x)

gde je A(x)=[aij(x)], aij(x)=ajPi-l(6jx).

Opste resenje jednacine (2.1) trazi se u obliku

(2.2)

(2.3)

r

f(X)

1 r

g (x)

1

f(~2X) =B(x) g(~2X) ,

ft6nx) g (enx)

11
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gde je B (x) = [bij(x)] (bij (x) E F) kvadratna matrica reda n, a g (x) je proiz-
voljna funkcija. Autor je uveo pojam saglasnosti matrice B (x) sa grupom G.

Definicija 1. Matrica B (x) je saglasna sa grupom G ako jednacina (2.3) definise
funkcije f( E F) jednoznacno za svaku funkciju g ( E F).

U osnovi metode resavanja jednaCine (2.1) nalaze se dye Ierne i jedna
teorema, koje je dao S. B. PRESH';.

Lema I. Uslov

(2.4)

je dovoljan da matrica B (x) bude saglasna sa grupom G.

Lema n. Postoji bar jedna kvadratna matrica reda n

takva da je:
(C1)

B (x) = [bij(x)] (x E S; bij (x) E F)

A (x) B(x)A (x) +A (x) = 0;

(Cz) matrica B (x) saglasna sa grupom G.

Teorema (PRESIC). Neka je B (x) matrica koja ispunjava uslove (Cl) i (C2) leme
II. Opste reSenje jednaCine (2. I) dato je formulom

(2.5)

I

f(X)

j r

g (x)

j
f(~2 x)

= (B (x)A (x) + I) g
(~2

x)

f(e" x) g (e" x)

(I jedinicna matrica),

gde je g ( E F) proizvoljna funkcija.
Pamocu formule (2.5) moze se nati opste resenje jednaCine (1.2).

2. U sledecem odeljku izlozicemo metodu dobijanja opsteg resenja jed-
naCine (1.2) u obliku F=CII(C ciklicna matrica).

Neka je S neprazan skup; 6°, 61, . . . , 6"-1 obostrano-jednoznacna presli-
kavanja skupa S u s, eo identicno preslikavanje; G ciklicna grupa reda n koju
obrazuju preslikavanja f}i(i = 0, 1,..., n - 1) n fiksiran prirodan broj.

U ovom odeljku daje se formula koja obuhvata sva opsta resenja oblika

(2.6)

ciklicne funkcionalne jednacine-

(2.7)

gde su ai (i = 0, 1,..., n - I) realni (ili kompleksni) brojevi, nepoznata funkcija
f preslikava S u skup realnih (ili kompleksnih) brojeva, II proizvoljno presIi-
kavanje skupa S u skup realnih (ili kompleksnih) brojeva.

Ako se u (2.7) umesto M stavi redom

6°M, 6lM,..., 6,,-lM
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dobija se sistem od n jednacina koji se moze pisati u matricnoj formi na
sledeci nacin:

(2.8) A

[

~

1

=0,

/,,-1

gde je

Definicija 2.

gde su CI (i = 0, 1,..., n - 1) realni (ili kompleksni) brojevi, zove se ciklicna
matrica reda n.

Ocigledno matrica A je ciklicna.
Trazi se opste resenje jednacine (2.7) u ob1iku

[

~1

1

= B

[

~1

1

'
jn-l nn-l

gde je B ciklicna matrica reda n sa konstantnim elementima, a II proizvoljna
funkcija.

Postavlja se pitanje da Ii jednacina (2.9) definise funkciju f jednoznacno
za svaku matricu B, tj. da Ii je mat rica B saglasna sa grupom G u smislu
definicije 1.

Odgovor daje sledeca teorema.

Teorema 1. Neka su svi elementi matrice B konstante. Potreban i dovoljan uslO!'
da jednaCina (2.9) jednoznacno definise f za svaku funkciju II jeste da je B cik-
Ucna matrica reda n.

(2.9)

Dokaz. Uslov je potreban. Neka jednacina (2.9) jednoznacno definise f za
svaku funkciju II. Treba dokazati da je tada matrica

~iklicna.
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Prerna (2.9) vaii

(2.10)

(2.11)

f =bIl II +b12111 + . . . + blnlln-l,
ji-l = bil II + biZ III + . . . + bin IIn-1 (i=I,...,n).

Iz (2.10) dobija se

Ji-l = bll IIi-l + b1211i+ . . . + bIn IIi~2 (i = I, . . . , n).

Na osnovu (2.11) i (2.12) zakljucujerno da vazi jednakost

(2.13) 0 =(bil -b1.n-i+Z)II + (biZ-bl,n-i+3) III + . . . + (bin- bl,n-ti-l)) IIn-l.

Kako je jednakost (2.13) zadovoljena za svaku proizvoljnu funkciju II>-
to prerna lerni 2 u I vazi:

bil=bl,n-I+2' bi2=bl.n-i+3"", bin=bl'n-(i-l) (n+k::k; i=I,...,n).

(2.12)

Dakle, matrica B je ciklicna, 8to je i trebalo dokazati.
Da je uslov dovoljan sleduje na 08novu Ierne 1 u [21].
U daljern izlaganju vaznu ulogu irna:

Lema 1. Za svaku ciklicnu matricu

[

ao

A = ~n-t

at

at...an-t

l

aD an-z

a2 ao

postoji ciklicna matrica reda n koja nije nula-matrica

[

CO Ct...cn-t

l

C= ~n-lCo Cn-2

Ct C2 Co

takva da je
AC=O.

Ova lema je specijalni slucaj Ierne II u [21].

'
Prelazimo na dokaz sledece teorerne.

Teorema 2. Neka su A i C ciklicne matrice reda n. Ako je A. C = 0, tada je-

F=C II

resenje jednaCine (2.7).

Dokaz. Prerna teorerni 1 jednakost F = C II definise jednoznacno f za svak
u proizvoljnu funkciju II.

F = C II je resenje jednaCine (2.7), jer je

A.F=A.C.ll=O.
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Teorema 3. Neka je 2 skup svih ciklicnih matrica reda n tako da je A. C = 0,
C E 2. Ako je opste resenje jednacine(2.7) dato formulom F= B ll, tada je

BE2.
Drugim recima, ako je C (t1>. . . , t/), sa proizvoljnim parametrima tl' ., . , t/,

opsti oblik svih ciklicnih matrica C koje zadovoljavaju jednacinu A. C = 0 tada
formula

(2.14)

sadrii sve formule oblika (2.6) koje su opsta resenja jednacine (2.7).

Dokaz. Neka je
(2.15) f=boll1+... +bn-1lln-l

opste reSenje jednacine (2.7).
Polazeci od (2.15) dobija se sistem

f =bo II +b1 III +... +bn-llln-l,

f1=boll1+b1IJ2+ . . . +bn-1ll,(2.16)

j n-l=b lln-l +b ll + . . . +b lln-2o 1 n-l'
Neka je

r

bO bl...bn_l

]

B= ~n-I
bo bn-2.

bl b2 bo

Sistem (2.16) moze se pisati u sledecem matricnom obliku: F=B.ll.
Na osnovu prethodnog vaZi AF=ABll =0, odakle sleduje AB=O.
Dakle, BE 2, sto je trebalo dokazati.
Primetimo da formula (2.14), koja prema teoremi 3 obuhvata sva opsta

resenja jednacine (2.7) oblika (2.6), jeste i sarna jedno opste resenje jedna-
cine (2.7).



G 1a v a III: REPRODUKTIVNO RESENJE JEDNACINE E (f)
= 0

Razmatra se jednaCina

(3.1 )

gde su ai (i = 0, 1, ..., n - 1) realni (iIi kompleksni) brojevi; nepoznata funkcija f
preslikava neprazan skup S u skup realnih (ili kompleksnih) brojeva; 0 je pre-
slikavanje iz S u S tako da je On(M)=M(MES). Neka pri tome postoji MoES
tako da su elementi OkMo(k=O, 1, ..., n-I) medusobno razliCiti (lema 1,
glava I).

Ako se stavi j(OkM) =jk, jednaCina (3.1) dobija sledeCi oblik:

(3.2)

Neka je h(x)=I-xn=D(x).F(x), gde je D(x) najveCi zajednicki de1i1ac
za polinome hex) i E(x)=aO+alx+ . . . + an-l x"-1.

Jednacina E (f) = 0 ekvivalentna je sa jednacinom D (f) = 0 (glava I).
Neka je resenje jednaCine D (f) = 0 oblika

(3.3) j = R (II) = CoII + ClIII + . . . + Cn-l IIn-l,

gde su Ci(i = 0, 1, ..., n - 1) realni (iIi kompleksni) brojevi, a II je prOlz-
voljna funkcija.

Tada vazi

D (x) . R (x) =0 (mod h (x)),
tj.

(3.4)
D (x). R(x)

= (x ),
b (x)

cp

gde je cp(x) polinom, i R (x) = Co+ Clx + . . . + Cn-l Xn-l.

Iz (3.4) sledi

(3.5) R (x) = F(x). cp(x).

Dakle, resenje (3.3) jednacine (3.1) moze se izraziti u obliku

(3.6) j = R(II) = F(cp(II)) (II proizvo1jna funkcija).

16
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Definicija. Opste resenje oblika (3.3) jednaCine (3.1) je reproduktivno ako je
ispunjen uslov

(3.7) (mod b (x».

Lema 1. Pod pretpostavkom da je R (II) opste resenje jednaCine E(f) = 0, uslov
(3.7) ekvivalentan je sa uslovom

(3.7') E(/)=O => f=R(/).

Dokaz. Pretpostavimo da je R (II) opste resenje jednacine E(/) = O.
Neka vazi R(R(II»=R(II) za svako II. Tada iz E(/)=O sleduje da je,

za neko II, f = R (II), tako da je, za isto II, f = R (R (II» = R (/). Obrnuto,
neka je ispunjen uslov E(f) = 0 => f = R (f). Tada, buduCi da za svako II
imamo E(R(II)=0, to na osnovu pretpostavke dobijamo daje R(II)=R(R(II»
za svako II. Time je lema dokazana.

Pretpostavimo u daljem rasudivanju da je

(3.8) det A =

Na osnovu (3.7) imamo
R(x) (R(x)-l) -.1. ( )

b (x) 't'
X ,(3.9)

gde je IjJ (x) poIinom.
Koristeci (3.5), jednakost (3.9) postaje

(3.10 )
cp(x) (F(x). cp(x)-l)

- .1. ( )
D(x) 't' X .

Dokazimo sledecu Cinjenicu.

Lema 2. Polinomi D (x) i r.p(x) su uzajamno prosti, tako da se D (x) sadrzi u

F(x)r.p(x)-l.

Dokaz. Pretpostavimo najpre da se p::>Iinom D (x) sadrZi u r.p(x), tj. da vazi

(3.11)
gde je H(x) polinom.

Iz (3.11) izlazi R (x) = F(x)r.p(x) = D (x) F(x). H(x) = b (x). H (x), odakle je
R (II) = 0 za svako II, sto je nemcguce, jer u tom slucaju f = R (II) ne bi bilo
opste resenje s obzirom na pretpostavku (3.8).

Dakle, ne vazi (3.11).
Neka polinomi D (x) i r.p(x) imaju zajednicki faktor A(x) # const, tj.

neka vazi

r.p(x)=D(x)H(x)

(3.12)
r.p(x) = A (x) r.pl(x),

D (x) = A(x) DI (x).
Prema (3.12) imamo

(3.12') r.p(x) DI (x) = r.pl(x) D (x).

2 Publikacije Elektrotehnickog fakulteta
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MnozeCi obe strane u (3.12') polinomom F(x), dobija se

F(x) cp(x) Dj (x) = cpj(x) D(x) F(x),
tj.

(3.13)

Iz (3.13) imamo

Dj (x) R (x) = CPj(x) b (x).

Dj (R(/») = CPj(b(f») = cpj(0) = O.

Dakle, R(f)=F(cp(f») je resenje jednaCine Dj(f)=O, tj. D(f)=O => Dj(f)=O,
a to znaci prema lemi 4, glava I, da vazi (D)~(D]), sto je u suprotnosti sa
pretpostavkom da je Dj (f) = 0 prava podjednaCina jednaCine D (f) = O.

Dobijena kontradikcija zajedno sa razmatranjem na pocetku ovog rasudi
vanja dokazuje osnovno tvrdenje leme 2.

Prema (3.10)
. F(x)rp(x)-l- .1. ( ) t

.
Je - - 'I'j x, J.

D(x)

1 = F(x) cp(x) + ~j (x) D (x).(3. 14)

Predimo sada na razmatranje pitanja jedinstvenosti opsteg reproduktivnog
resenja jednaCine E (f) = O.

Dokazujemo sledecu teoremu.

Teorema. Jednac;na E (f) = 0 ima jedinstveno opste reproduktivno refenje oblika:

(3.15) 1= F(Ko (II»).

gde je Ko(x) polinom nizeg stepena od D (x) koji zajedno sa polinomom Lo (x)
zadovoljava jednakost

(3.16) 1 = F (x)Ko (x) + Lo (x)D (x).

Dokaz. Polinomi F(x) i D (x) su uzajamno prosti. Kao sto je poznato,
postoje jedinstveni polinomi Ko (x) 1 Lo (x), prvi nizeg stepena od D (x), drugi
nizeg stepena od F(x), taka da vazi (3.16). Prema teoremi GHERMANEscua
(glava I) funkcija data jednakoscu (3.15) za svako II zadovoljava jednaCinu (3.1).

S druge strane, ako je I resenje jednaCine (3.1), tada prema (3.16) vazi
1= F(Ko (f»), pa imamo da je (3.15) opste reproduktivno resenje jednacine (3. I).

Neka je R (II), sa proizvoljnim II, opste reproduktivno resenje jed-
nacine (3.1).

Tada je, prema prethodnom rasudivanju,

(3.17) R (II) = F(cp(II») ,

gde polinom cp(x) zadovoljava (3.14).
Na osnovu (3.14) i (3.16), prema poznatom rezultatu, vaze jednakosti

(3.18)
cp(x) = Ko (x) - S (x)D (x),

~j (x) = Lo (x) + S (x) F(x),

gde je S (x) izvestan polinom.
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Prema jednakostima (3.17) i (3.18), imamo

R (II) = F(cp(II)) = F(Ko (II)) - S(h(II)) = F(Ko (II)) ,
za svako II. Time je, s obzirom na lemu 2, glava I, dokazana jedinstvenost
opsteg reprcduktivnog resenja jcdnacine (3.1).

Ovom teoremom data je formula za direktno cdredivanje opsteg reprcduk-
tivnog resenja jednacine (3.1).

Medutim, u pojedinim slucajevima moguce je, drugim putcm, jednostavnije
doCi do opsteg reproduktivncg resenja.

U sledecem primeru, ne insistirajuCi na razlikama u pogledu duzine pcs-
tupka, pokazacemo tri razlicita nacina nalazenja opsteg reprcduktivnog resenja
jednacine

(3.19) f(xl' x2, x3' X4) - f(X2' X3' X4' XI) + f(X3' X4' xl' X2) - f(X4' xl' X2' X3) = o.
10 Koriscenje matricne formule koja sadrZi sve formule koje daju opste

resenje jednaCine (glava II, odeljak 2). PolazeCi od date jednacine ciklicnom
permutacijom promenljivih dobija se sistem

f- fl +j2- f3= 0,

f-Jl+j2-f3=O,

- f + jI- j2 + f3 = 0,

-f+jI-j2+ f3= O.

Matrica koeficijenata ovog sistema je

[

1 -1 1 -1

1

-1 1 -1 1
A= .

1 -1 1-1

-1 1 -1 1

Za matricu A nalazimo ciklicnu matricu C reda 4 razliCitu od nula-matrice
tako da je A. C = 0, i ona glasi

r

r

co-:: + Cz
C=

Cz

Cj

Cz CO-Cj + Cz

J

Cj Cz

Co Cj

CO-Cj + Cz Co

Prema (2.14) formula koja obuhvata sve formule koje daju opste resenje
jednacine (3.19) je

(II proizvoljna funkcija).

Prema 1emi love glave je R (f) = cof + CJI + c2j2 + (co- cI + C2)f3 = f,

d kl d b ". 3 1 1 1
o a e se olJa: co="u, Cj=-, C2= --, C3=-'

4 4 4 4
Dakle, opste reprcduktivno resenje jednucine f - jI +j2 - f3

= 0 dato je
formulom

f =3. II + .~ III - ~ II2 + ~ II3.
4 4 4 4

2*
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2° Metoda zasnovana na rezultatu S. B. PREslca [21]. Za datu matricu A
odredujemo matricu B saglasnu sa ciklicnom grupom reda 4 koja zadovoljava

uslov ABA+A=O. U ovom slucaju imamo B= -I, (I jedinicna matrica).
4

Opste resenje, prema (2.5), dato je sa

avo resenje je i reproduktivno, jer je [24]

(BA+I)Z=BA+I.

Dakle, opste reproduktivno resenje date jednacine je

f=~[J +~ [Jl- J..-[JZ+~[J3.
4 4 4 4

3° Primena formule f = F(Ko (f»). Koeficijente ak (k = 0,
Ko (x) odredujemo iz identiteta

1 =(1 +x) (azx2+a1x+ao)+bo(1-x+x2-x3).

1, 2) polinoma

D b
.. 1 2 3

o IJamo: az=-, a1= --, ao=-'
444
1 2 3Dakle, K (X)=-X2_-x+-o 4 4 4 '

odakle je
3 1 1 1

F(x)Ko(x)=-+- x--x2+-x3.
4 4 4 4

Prema tome, opste reproduktivno resenje jednaCine (3.19) je



G 1a v a IV: PRIMENE PRETHODNIH REZULTATA NA PARTIKULARNE SLUCAJEVE

Data su preslikavanja

OO(Xp
X2"'"

xn)=(xp X2' ..., xn), Ol(Xp xz,..., Xn)=(X2"" ,Xn' Xl)"'"
On-l(xp

X2' ..., Xn)=(Xn, Xl' ..., Xn-l) (xjES; skup Sirna najrnanje n ele-

rnenata).

OCigledno, preslikavanja 0°, 01, . . . , On-l obrazuju ciklicnu grupu reda n.

Jednacina

ao!(fJoM)+aJ(fJlM)+ . . . +an-l!(On-lM)=O

dobija sledeci oblik

(4.1) ao!(xp X2' .. ., xn)+a1/(x2' X3' . .., Xn, Xl)+ . . . +

+an-l!(xn, xp..., xn-l)=O

gde su aj (i= 0, 1, . . . , n - 1) realni brojevi, i / nepoznata funkcija (f: S --'>-R).

Jednacina (4.1) je linearna, ciklicna i hornogena funkcionalna jednacina
sa konstantnirn koeficijentirna.

Dokazacerno da je jednacina (4.1) ekvivalentna sa jednorn od cetiri kanon-
ske jednacine za n = 3, sa jednorn od osarn kanonskih jednacina za n = 4 i sa
jednorn od sesnaest kanonskih jednacina za n = 6.

Dacerno postupak pornocu koga se rnoze za svaku jednaCinu (4. I) u
slucajevirna n = 3, 4, 6 odrediti ona kanonska jednacina koja je sa njorn ekvi-
valentna.

Za svaku kanonsku jednaCinu odredicemo opste i reproduktivno resenje.

1. Razrnotricerno najpre jednacinu

(4.2)

M. GHERMANESCUje u [7] proucavao linearne ciklicne jednaCine tipa (4.2)
i dokazao da irnaju netrivijalna recenja sarno ako koeficijenti ispunjavaju uslov

21
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Ovde cerna izloziti jedan drugi metod ispitivanja jednacine (4.2).
Funkcionalne izraze koje sadrzi jednaCina (4.2) oznacimo redom sa:

fO =f, P i j2.

Polazeci od (4.2) ciklicnom perrnutacijom promenljivih dobija se sledeci
sistem jednacina:

(4.3)

aof+ ajp +azf2 = 0,

a2f+aofl+ajf2=0,

aj f+ a2P +aof2=0.

Determinanta sistema (4.3) je

~ = ~ (ao + aj + a2) [(ao - aj)2 + (a[ -- a2)2 + (a2 - ao)2].
2

(0()

(~)
(y)

(a)

Mogucna su sledeca cetiri slucaja:

ao+ aj + a2:f 0 i (ao - aj)2 + (aj - a2)2+ (a2 - ao)2:f0;

aj + a2+ az:fO i (ao - aj)2 + (aj - a2)2+ (a2 - ao)2= 0;

ao+ a[ +a2 = 0 i (ao - aJ2 + (aj - a2)2+ (a2 - ao)2:f0;

ao+aj +a2 = 0 i (ao-aj)2+ (a[ - a2)2+ (a2 - ao)2= O.

U slucaju (O(), sistem (4.3) je, oCigledno ekvivalentan sa jednaCinom

f(xl' X2' X3)= o.

U slucaju (~), imamo ao=a[ =a2 i ao+aj +a2FO, dakle aoFO, pa je
sisteni (4.3) ekvivalentan sa jednacinom

f(xl' x2' x3)+f(X2' x3' Xj)+f(X3' xI' X2)=0.

U slucaju (y), postoje sledece cetiri mogucnosti
10 ao+aj + a2= 0, ao -aj :f0;

2° ao + at +a2 = 0, aj - a2:f0;

3° ao+a[+az=O, a2-ao:f0;
4~ uo+aj+a2=0, aO-a[:fO, aj-az:fO i a2-aoFO.

Iz 10 izlazi a2 = - ao - aj, pa imamo

aot + aj P + (- ao - aj) f2 = 0,
tj.

o (f- fj) +aj (fl_j2)- ao(j2 -f)= O.

Poslednja jednaCina sa dvema jednacinarna dobijenim ciklicnom permuta-
cij0m obrazuje sledeci sistem

o (f- P) +aj (jI- j2)- ao(j2- f) = 0,

-ao(j-p)+O(jI-j2)+aj (j2-f)=0,

aj (f - jI) - ao(fl - j2) + 0 ([2 - f) = 0.
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Determinanta ovog sistema je

o
o Gj =a/ - a03#0.

o

Dakle, u ovom slucaju jednaCina (4.2) je ekvivalentna sa jednacinom

l(x1' X2' x3)-/(X2' X3' Xl)=O.

U slucajevima 2°, 3° i 4° dolazi se do istog zakljucka.
U slucaju (~), jednaCina (4.2) svodi se na identitet

0=0.

Na osnovu izlozenog zakljucujemo da vazi:

Lema 1. Fukcionalna jednaCina (4.2) ekvivalentna je sa

1. l(x1' X2' X3)= 0,

ako je ao+ aj + a2#0 i (ao- aj)2 + (aj - a2)2+ (a2 - ao)2#0;

II. l(x1' X2' x3)+/(X2' X3' xl)+/(X3' xI' X2)=0,

ako je ao+aj +a2#0 i (aO-al)2+(al-a2)2+(a2-ao)2=0;

III. I(xp X2' X3) - I(X2' X3' XI) = 0,

ako je ao+a1 +a2=0 i (ao-a1)2+(a1-a2)2+(a2-ao)2#0;

IV. 0=0,

ako je ao+ a1+a2 = 0 i (ao -al)2+ (a1- a2)2+ (a2- ao)2= O.

Za svaku od jednaCina I-IV dajemo formulu koja sadrzi sve formule
koje daju opsta resenja kao i formule za opsta reproduktivna resenja ovih
jednacina.

Propozicija 1. JednaCina 1+11 + f2 = 0 ima opste resenje

I = CoII + c1II2 - (co+ c1)II2,

gde je II proizvoljna lunkcija promenljivih X
l' X2' X3'

a Co i c1 su proizvoljne
konstante.

Dokaz. PolazeCi od date jednaCine dobija se sistem

f+ Jl +f2=0, f+ Jl+ f2= 0, I+Jl +f2= 0,

sa matricom sistema

[

1 1 1

]
A= 1 1 1 .

I I 1
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Opste resenje ovog sistema, prema (2.14), dato je sa

(4.4)

gde je C najopstija ciklicna matrica reda 3 koja ispunjava uslov A. C = O.

Na osnovu formule (4.4) maze se pisati

f = colI + CjIlI- (co+ cj)Il2.

sto je trebalo dokazati.

Propozicija 2. Reproduktivno resenje jednaCine

f + jI + f2 = 0
je

f=~Il -~IlI-~Il2
3 3 3'

gde je II proizvoljna funkcija promenljivih Xj' X2' X3'

Dokaz. Tvrdenje sledi na osnovu formule (2.5) glava II.
Medutim, ovo tvrdenje moze se neposredno dokazati na sledeci p-acin.
Polazeci od opsteg resenja f = colI + CjIII - (Co+ cj)Il2, lmamo

f(f) = cof+CJI- (Co+ Cj)j2

= cof+CJI + (Co+ Cj) (J+ jI)

= (2 Co+ cj)f + (co+ 2cj) jI.

Uslov f (f) = f je ispunjen sarno ako je

2
C=-03'

1
c=--j

3

Oakle f = ~ II - ~ III - ~ Il2 je reprcduktivno resenje jednaCine,
3 3 3

f+jI +j2=O.

Na slacan naCin moze se dokazati da vazi

Lema 2. Opste resenje jednacine (E) dato je formulom (F),

Jednacina (E) Formula (F)

2° f(xp X2' X3) + f(X2' X3'
Xj)

+f(X3' xl' X2)=O
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JednaCina (E)

3° [(xl> Xl' X3)-[(Xl' X3' Xl)=O

Formula (F)

[(xl' Xl' X3) = Co [ll (Xl> Xl' X3)

+1I (Xl' X3' Xl)

+1I(x3' Xl' XJJ;

gde 1I oznacava proizvoljnu [unkciju.

Na osnovu prethodnih rezultata vaze sledece dve teoreme.

Teorema 1. Opste resenje jednaCine

aO[(Xl' Xl' x3)+al[(xl' X3' xl)+al[(x3' Xl> XJ=O

dato je sledeCim [ormulama:

1° [(xl' Xl' X3)=O,

ako je aO+al+al#O i (ao-al)2+(al-al)2+(al-ao)2#O;

2° I(xl' Xl' X3)= colI (xl' Xl' X3)+ cllI (Xl' X3, Xl)

- (Co + Cl) 1I (X3' Xl> Xl)'

akoje aO+al+al#O i (ao-al)2+(al-aJ2+(az-ao)Z=O;

3° [(xl' Xl' x3)=co[1I(xl' Xl' X3)+ lI(Xl' X3' xl)+1I(x3' Xl' xJJ,

ako je ao+al +al=O i (ao-al)2+(al-al)2+(al-ao)2#O;

4° [(xl' Xl' x3)=1I(Xl> Xl' X3)'

akoje aO+al+al=O i (ao-al)2+(al-al)2+(al-ao)2=O.

1I (Xl' Xl' X3) je proizvoljna [unkcija promenljivih Xl' Xl' X3.

Teorema 2. U slucajevima oznacenim u [ormulaciji Teoreme 1 sa
reproduktivna resenja data su redom sledeCim [ormulama:

1° [(Xl' Xl' X3)=O;

211
2° [(xl' Xl' x3)=-1I(xl' Xl' X3) --lI(xl' X3' Xl) --1I(X3' Xl> Xl);

333

3° [(xl' Xl' X3)=~ [lI(xl' Xl' x3)+1I(Xl' X3' Xl) +1I(X3' Xl' xJJ;
3

4° [(xl> Xl' X3) = 1I (Xl' Xl' X3).

2. U ovom odeljku tretira se problem resavanja homogene linearne cik-
Hene t'unkcionalne iednaCine

(4.5) ao[(xl> Xl' X3' x4)+all(xl' Xp X4' Xl)+al[(x3' X4' Xl' xJ

+a3[(x4' Xl' Xl' X3)=O.
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PolazeCi od (4.5) ciklicnom permutacijom promenljivih dobija se sledeCi
sistem jednaCina:

(4.6)

aof(xl' XZ' X3' X4)+alf(xz' X3' X4' xI)+azf(x3' X4' XI' XZ)

+a3f(x4' xl' XZ' X3)=0,

a3f(xl' XZ' X3' X4)+ aof(xz, X3' X4' xI)+alf(x3' X4' XI' XZ)

+aZf(x4' xl' XZ' X3) = 0,

azf(xI' XZ' X3' X4)+a3f(xz' X3' X4' xI)+aof(x3' X4' XI' X2)

+alf(x4' xl' XZ' X3)=0,

ajf(x!, X2. X3' x4)+-a2f(xz' X3' X4' Xj)+a3f(x3' X4' xl' XZ)

+ aOf(X4' xl' XZ' X3) = o.
Ako se stavi

f(xl' XZ' X3' X4)=j~ f(X2' X3' X4' Xj)=f1, f(X3' X4' xl' XZ)=f2,

sistem (4.6) postaje

(4.7)

aof +-alP + azf2 + a3j3 = 0,

G3f +-aof1 +-alf2 +-azf3 = 0,

Gzf +-a3.[1 + aof2 + alf3 = 0,

alf+ad1 +-a3P +-aof3 = o.

Uvedimo oznake ao+az=2M, aj +a3=2P, ao-az=2N, aj-a3=2Q, tj.
ao=M+N, al=P+Q, az=M-N, a3=P-Q.

Sistem (4.7) postaje

M (f+ P) +P(Jl +-j3) +N(f- f2) + Q (Jl- j3) = 0,

P(f+ P)+M(f1 +f3) - Q (f - f2) +-N(Jl- f3)= 0,

M (f +P) +P(Jl + f3) - N(f- f2) - Q (P- j3) =0,

P (f+ f2) + M(Jl +j3) + Q (f-f2)
-

N(f1- j3)= 0,

(4.8)

koji je ekvivalentan sa

(4.9)

M(f +-f2) +-P(Jl +-f3) = 0,

P(f+f2) + M(Jl +j3) = 0,

N (f - f2) + Q (fl _f3) = 0,

- Q (f - f2) + N (Jl- j3) = O.

Determinanta sistema (4.7) je

(4.10)
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Rastavimo sistem (4.9) na dva pod-sistema

(4.11 )

(4.12)

M (f +/2) + P (JI + f3) = 0,

N(I - j2)+Q (JI- f3)= 0,

P(f + j2) +M(fl +/3) = 0;

- Q (f- j2) +N(JI-f3) = 0,

Cije su determinante redom M2 -
p2 i N2 + Q2.

Vaze sledeca tvrdenja:

(I) Ako je M2-p2::f.0, sistem (4.11) je ekvivalentan sajednaCinom 1+j2=0;

(II) Ako je N2 + Q2::f.0, sistem (4.12) je ekvivalentan sa jednacinom 1- j2 = 0;

(III) Ako je N=Q=O, sistem (4.12) je ekvivalentan sa jednacinom 0=0;

(IV) Ak je M2-p2=0 i M=P=O, sistem (4.11) je ekvivalentan sa jedna-
cinom 0 = 0;

(V) Ako je M2-p2=0 i M=P::f.O, sistem (4.11) je ekvivalentan sa jedna-
Cinom 1+ JI + f2 +13 = 0;

(VI) Ako je M2-p2=0 i P= -M::f.O, sistem (4.11) je ekvivalentan sa jed-
nacinom 1- JI + f2 -f3 = O.

Na osnovu (I)-(VI) neposredno se zakljucuje sledece:
I. Ako je M2-P2::f.0, N2+Q2=0, sistem (4.9) je ekvivalentan sa sistemom

1+/2=0, 1-f2=0,
tj. sa jednacinom 1=0.
II. Ako je M2-p2oj=O, N=Q=O, sistem (4.9)

1+j2=0, 0=0,

tj. ekvivalentan je sa jednaCinom 1+ j2 = O.
III. Ako je M2 - p2

= 0, N2 + Q2::f.0 i M = P= 0, sistem (4.9) ekvivalentan je
sa sistemom

ekvivalentan je sa sistemom

..

0=0, 1-j2=0,
tj. sa jednacinom 1- j2 = O.
IV. Ako je M2-p2=0, N=Q=O i M=P=O,
jednacinom 0 = O.
V. Ako je M2-p2=0, N2+Q2::f.0, P=M::f.O,
sistemom jednacina

sistem (4.9) ekvivalentan je sa

sistem (4.9) ekvivalentan je sa

1-f2=0, 1+J1+J2+f3=0,

tj. sa jednaCinom 1+ J1 = O.
VI. Ako je M2 - p2 = 0, N = Q = 0, M = P::f.0, sistem (4.9) ekvivalentan je sa
jednaCinom 1+ J1 + f2 +13 = O.
VII. Ako je M2 - p2 = 0, N2 + Q2oj=0, P = - M::f. 0, sistem (4.9) je ekvivalentan
sa sistemom

1- J2 = 0, 1 - J1 + J2 - f3 = 0,

tj. sa jednacinom f - JI = o.
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VIII. Ako je M2 - p2
= 0, N = Q = 0, P = - M =I=-0, sistem (4.9) ekvivalentan je

sa jednacinom f - j1 + f2 - f3 = O.

Dakle, vazi sledeca lema:

Lema 3. Funkcionalna jednaCina (4.5) ekvivalentna je sa jednaCinom:
I. f(xp X2' X3' X4) = 0,

ako je (ao+az)2-(aj +a3)2=1=-O,(ao-az)2+(aj-aY=l=-O;

II. f(xp X2' X3' x4)+f(X3' X4' xl' xz)=O,

ako je (ao+az)2-(aj +a3)2=1=-O,ao=az i aj =a3;

III. f(xp XZ' X3' x4)-f(X3' X4' xl' xz)=O,

ako je ao+a2=0, aj+a3=0 i aoz+aj2=1=-O;

IV. 0 = 0,

ako je ao = aj = az = a3 = 0;

V. f(xl' XZ' X3' x4)+f(xz, X3' X4' Xj)=O,

ako je ao + az = aj + a3=1=-O,(ao - az)2 + (aj - a3)2=1=-O;

VI. f(xp XZ' X3' x4)+f(xz, X3' X4' Xj)+f(X3' X4' xl' xZ)+f(X4' xl' XZ' X3)=0,
ako je ao = aj = az = a3 =I=-0;

VII. f(xp X2' xp x4)-f(xz, x3' X4' Xj)=O,

ako je (ao-az)Z+(aj-a3)2=1=-O i aj+a3= -(ao+az)=I=-O;
VIII. f(xl' XZ' X3' x4)-f(xz, X3' X4' Xj)+f(X3' X4' xl' xZ)-f(X4' xl' XZ' X3)=0,

ako je aj = -ao' az =ao' a3 = -ao' ao=l=-O.
Sada cemo odrediti opste resenje svake od jednaCina

f=O, f+f2=O, f-f2=O, 0=0, f+f1=O,

f+ j1 +f2+f3=0, f-f1=O, f -f1+f2-f3=0.

Propozicija 3. Opste resenje jednaCine

(4.13)

f+J2=O
dato je formulom

f = Co(II - Il2) + cj (Il1- Il3),

gde su Co i Cj realni parametri, a II proizvoljna funkcija.

Dokaz. PolazeCi cd jednaCine f + J2 = 0, ciklicnom permutacijom
ljivih, dobija se sistem

prom en-

f +0f1 +J2+0f3= 0,

Of+f1+0P+f3=0,

f+ 0f1 +P+Of3 = 0,

Of+f1+ Of2+f3=0.

Matrica ovog sistema je

[

1010

]

o 1 0 1
A= 1 0 1 0 .

o 1 0 1
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Opste resenje, prema (2.14), dato je formulom

(4.14)

gde je C ciklicna matrica reda 4 koja zadovoljava uslov A. C = O.

U ovom slucaju je C =

r

-:: :~ -;~ =::

1

, pa, prema formuli (4.14),
-co -Cl Co CI

Cl -co -Cj Co

imamo
I = Co(II - II2) + C1(Ill - II3),

sto je i trebalo dokazati.

Propozicija 4. Reproduktivno rdenje jednaCine
1+J2=0

je
1 1

l(xl' x2' x3' x4)=--II(xl' x2' x3' x4)--II(x3' x4' xl' X2)'2 2
Dokaz. Tvrdenje sleduje na osnovu formule (2.5), a moze se neposredno

dobiti na sledeci nacin:
Iz formule (4.14) imamo

1(/) = Co(/ - J2) + C1(/1- f3) = 2 col + 2 CJl,
odakle izlazi ,

2co/+2cJl=l, ako je co=~' c1=0.2

Dakle, 1=~[II(xl' X2' X3' x4)-II(x3' x4' xl' x~].
2

Lema 4. Opste reSenje jednaCine (E) dato je lormulom (F) gde II oznacava
proizvoljnu lunkc~;u.

Jednacina (E) Formula (F)

1° l(x1' x2, x3' x4)=0 l(xl' x2' X3' x4)=0,

2° l(xl' x2' x3' x4) +I(X3' X4' xl' X2) = 0 I(X1' x2' x3' X4)

= Co [II(xl' x2' x3' -"4) -II(X3' X4' Xl' X2)]

+ C1 [II(x2' X3' X4' Xl) - II(X4' Xl' X2' X3)]'

3° l(xl' X2' X3' X4) -/(X3' X4' xl' X2) = 0 I(X1' X2' X3' X4)

= Co [II(xl' X2' X3' X4) + II (X3' X4' xl' x~]

+ C1 [II (X2' X3' X4' Xl) + II (X4' Xl' X2' X3)]'

4° 0=0 l(xl' X2' X3' x4)=II(xl' X2' X3' X4)'

5° l(xl' X2' X3' X4) +I(X2' X3' X4' Xl) = 0 l(xl' X2' X3' X4)

=co [II (Xl' X2' X3' x4)-II(x2' X3' X4' Xl)

+II(X3' X4' Xl' x~ - II(x4' Xl' X2' X3)]'
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6° f(xl' Xl' X3' X4) +f(Xl' X3' X4' XI)

+ f(X3' X4' XI' Xl) + f(X4' XI' Xl' X3) = °
f (XI' Xl' X3' X4) = CoII (Xl' Xl' X3' X4)

+c1II(Xl' X3' X4' XI) + clII(X3' X4' XI' Xl)

-(CO+CI +Cl) II (X4' XI' Xl' X3)'

f(Xp Xl' X3' X4)

8° f(XI' Xl' X3' X4) - f(Xl' X3' X4' Xl)

+f(X3' '4' Xt' Xl) -f(X4' XI' Xl' X3) = °

=Co [II (Xl' Xl' X3' x4)+II(x~, X3' X4' XI)

+ II (X3' X4' XI' xl)+II(X4' XI' Xl' X3)]'

f(Xt, Xl' X3' X4) = CoII (Xl' Xl' X3' X4)

+(CO-C1 +cl)II(X4' Xl' Xl' X3)'

Na osnovu prethodnih rezultata vaze sledece dye teoreme.

Teorema 3. Opste resenje jednaCine

aof(XI' Xl' X3' X4) + alf(Xl' X3' X4' XI) + alf(x3' X4' Xl' Xl) + a3f(X4' Xl' Xl' X3) = °
dato je sledeCim formulama:

1° f(xl' Xl' X3' X4)=0,

akoje (ao+al)2_(al+a3)2*0, (ao-aY+(a1-aY*0;

2° f(xp Xl' X3' X4)=CO [II(xl' Xl' X3' X4)-Il(X3' X4' XI' Xl)]

+cl[II(Xl' X3' X4' x1)-II(X4' XI' Xl' X3)],

ako je (ao + al)2 - (a1 + a3)2* 0, ao = al i at = a3;

3° f(xp
x?' X3' X4)=co[II(xl' Xl' X3' X4)+ II(X3' X4' XI' Xl]

+CI [II(Xl' X3' X4' xl)+II(X4' XI' Xl' X3)]'

ako je ao + al = 0, a1 + a3 = ° i ao1 + a/ *0;

4° f(xp Xl' X3' X4) = II (Xl' Xl' X3' X4)'

ako je ao = a1 = al = a3 = 0;

5° f(xp Xl' X3' X4)=CO [II (Xl' Xl' X3' x4)-II(Xl' X3' X4' Xl)

+II(X3' X4' Xl' Xl) + II (X4' XI' Xl' X3)]'

ako je ao + al = a1+a3*0, (ao- al)2 + (al - a3)2*0;

6° f(XI' Xl' X3' X4) = Co II (Xl' Xl' X3' X4) + CI II(Xl' X3' X4' XI)

+clII(X3' X4' XI' Xl)-(CO+CI +C)II(X4' XI' Xl' X3)'

ako je ao = a1 = al = a3*0;

7° f(xp Xl' X3' X4)=co[II(xp Xl' X3' x4)+II(Xl' X3' X4' Xl)

+ II(X3' X4' XI' Xl) + II(X4' XI' Xl' X3)]'

ako je (aO-tll)2+(at-a3)2*0 i al+a3= -(ao+a2)*0;
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8° f(xl' x2' x3' x4)=coII(xl' x2' x3' x4)+c\ II (x2, x3' x4, Xl)

+c2II(X3,X4,XI'X2)+(CO-C\+C2)II(X4' Xl' X2' X3),

ako je a1 = -aO' a2=aO' a3= -aO' aOoFO.

II (xl' X2' X3' X4) je proizvoljna funkcija promenljivih xl' X2' X3' X4'

Teorema 4. Opsta reproduktivna rdenja jednaCina (4. I 3) data su redom for-
mulama

1° f(xp X2' X3' X4)~0;

2° f(x1' X2' X3' x4)=~II(x1' X2' X3' x4)--~II(X3' X4' xl' X2);
2 2

4° f(xl' x2' x3' x4)=II(xl' X2' x3' X4);

5° f(xl' X2' X3' x4)==
~

II(xl' x2' X3' X4)-
:

II(X2' X3' x4' Xl)

1 1
+4

II (X3' X4' Xl' X2)-4II(X4' Xl' x2' X3);

6° f(xl' X2' X3' X4)=+II(Xp X2' X3' X4)-
:

II(X2' X3' x4' Xl)

7° f(xl' X2, X3' x4)=~II(x1' X2' x3' x4)+~II(X2' X3' X4' Xl)
4 4

1 1
+--;;II(X3' X4' xl' X2)+4-II(X4' x1' X2' X3);

3. U ovom, poslednjem cdeljku ove glave razmatra se jednacina

(4. I 5)

Gof(x!, X2' X3' X4' X5' X6)+a1f(x2, X3' x4' x5' X6' Xl)

+a2f(x3' X4, X5' X6' Xl' X2)+a3f(X4' X5' X6' Xl' X2' X3)

+a4f(x5' X6' Xl' X2' X3' X4)+G5f(X6' Xl' X2' X3' X4' X5)=0.

Uvedimo oznake

f(X2' X3' X4' X5' X6' Xl) = fl,

f(X4' X5' X6' Xl' X2' X3) = f3,

f(X6' Xl' X2' X3' X4' X5) = f5.

(4. I 6)

f(XI' X2' X3' X4' X5' X6)=J,

f(X3' X4' X5' X6' x1' x2)=f2,



32 B. M. Zaric

PolazeCi od (4.15), ciklicnom permutacijom promenljivih dobija se sistem

(IX) aof + aJI + azp + a3f3 + a4f4 + asfs = 0,

(f) asf + aoJI + ajp + azf3 + aJ4 + a4f5 = 0,

(y) a4f + asJI + aop + aJ3 + azf4 + aJs = 0,
(4.17)

(3) aJ + a4JI + asf2 + aof3 + aJ4 + azf5 = 0,

(e:) azf + a3JI + a4P + asf3 + aof4 + aJs = 0,

(~) aJ + azJI + aJz + a4f3 + asf4 + aof5 = O.

Iz (4.17) sabiranjem (IX)i (3) dobija se

(IX)+ (3): (ao+ a3) (f +f3) + (aj + a4)(JI + f4) + (az+ as) (f2 +f5) = O.
Slicno dobijamo

(f) + (e:): (az + as) (f + f3) + (ao + a3) (fl + f4) + (aj + a4) (f2 + fS) = 0;

(y) + (~): (aj + a4) (f + f3) + (az + as) (fl + f4) + (ao + a3) (P + f5)
= O.

Takode vazi

(IX)- (a): (ao- a3)(f - f3) + (aj - a4)(fl- f4) + (az- as)(P- f5) = 0;

(f) - (e:): - (az - as) (f - f3) + (ao- a3) (fl- f4) + (aj - a4)(J2 - f5) = 0;

(y) - (~): - (aj - a4)(f - f3) - (az - as) (fl- f4) + (a1- a4)(f2 -f5) = O.

Uvedimo oznake

ao+a3=2M, aj+a4=2N, az+as=2P, ao-a3=2Q, aj-a4=2R, a2-a5=2S.

Koristeci uvedene oznake, dobija se sledeCi sistem:

(4.18)

M(f+f3) +N(fl+f4) +P(f2+f5) = 0,

P(f+f3) +M(JI +f4) + N(J2+ f5) = 0,

N (f + f3) + P (fl + f4) + M (f2 + f5) = 0,
Q (f- f3) +R(fl_f4) +S(f2_f5) = 0,

-S(f- f3) + Q (JI_f4) +R (P_f5) = 0,

-R(f -f3)- S(fl-f4) +Q (l2-f5) = O.

Rastavimo sistem (4.18) na dva pod-sistema:

(4.20)

M(f+f3) +N(JI +f4) +P (f2+f5) = 0,

P(f + f3) + M(fl + ff) + N(f2 +f5) = 0,

N (I + f3) + P (JI + f4) + M (P + f5) = 0;

Q (f -f3) + R (JI_f4) + S (f2- f5) = 0,

- S(f-f3) + Q (JI_f4)+R(l2_f5) =0,

-R(f -f3) -S(JI_f4) + Q (P -f5) = O.

(4.19)
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Determinanta sistema (4.17) je

ao al a2 a, a. as

as ao al a2 a3 a.

(4.21)
a3 a. as ao al a2

a2 a3 a. as ao al

I

aO-a3 ai-a. a2-as
al + a.-a2-a5

a5-a2 ao-a3 ai-a.
aO+a3-al-a.

a.-al as-a2 aO-a3 [

I

M-P N-P

I

=64(M+N+P) -S Q R
P-N M-N I

-R -S Q

Q R S

M N P

= 64 P M N

Q

-S

R S

Q R = 64 ~l ~2'

N P M -R -S Q

M N P

gde su ~l = P M N

N P M

, Q

i ~2 = -s
R S'

Q R redom determinante sistema (4.19)

-R -S Q

i (4.20).
Ove determinante imaju vrednosti

~l =~ (M +N +P) [(M -N)2+ (N -P)2+(P-M)2],
2

~2 =~(Q -R+ S)[(Q +R)2+ (R+S)2+(S- Q)2].
2

Prema [29], vaze sledeca tvrdenja:
(I) Ako je P+M+N=I=O i(M-N)2+(N-P)2+(P-M)2=1=O, sistem (4.19)

ekvivalentan je sa jednaCinom 1+13 = 0;
(II) Ako je P+ M + N

=1= 0 i (M - N)2 + (N - P)2 + (P - M)2 = 0, tj.
M = N = P=I=0, sistem (4.19) ekvivalentan je sa jednaCinom

1+ j1 + j2 + f3 + f4 + 15 = 0;

(III) Ako je P+M+N=O i (M-N)2+(N-P)2+(P-M)Z=I=O, sistem
(4.19) ekvivalentan je sa jednaCinom 1- j1 + f3 - 14 = 0;

(IV) Ako je M+N+P=(M-N)2+(N-P)2+(P-M)2=0, sistem (4.19)
ekvivalentan je sa jednaCinom 0 = 0;

(V) Ako je Q-R+S=I=O i (Q+R)Z+(R+S)2+(S-Q)2=1=O, sistem (4.20)
ekvivalentan je sa jednaCinom 1-13 = 0;

(VI) Ako je Q-R+S=I=O i (Q+R)2+(R+S)2+(S-QY=0, tj. Q= -R=\
=S=I=O, sistem (4.20) ekvivalentan jesa jednaCinom 1-j1+J2-f3+/4-15=0;

3 Publikacije Eleklrotehnickog fakulteta
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(VII) Ako je Q - R + S = 0 i (Q + R)2 + (R + S)2 + (S - Q)2:;i:0, sistem (4.20)
ekvivalentan je sa jednacinom f - j2 - j3 + f5 = 0;

(VIII) Ako je Q - R + S = (Q + R)2 + (R + S)2 + (S - Q)Z= 0, sistem (4.20)
ekvivalentan je sa jednaCinom 0 = O.

Na osnovu (I)-(VIII), ocigledno vaze sledeca tvrdenja:

I. Ako je M+N+P:;i:O, (M-N)2+(N-P)2+(P-M)2:;i:0, Q-R+S:;i:O i
(Q +R)2+ (R+ S)2 + (S - Q)2:;i:0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednaCinom f = 0;
II. Ako je M + N + P:;i:O, (M - N)2 + (N - P)2 + (P- M)2:;i:0, Q - R + S:;i:O i
(Q + R)2 + (R + S)2 + (S - Q)2 = 0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednaCinom

f-Jl +j2=0;

III. Ako je M+N+P:;i:O, (M-N)2+(N-P)2+(P-M)2:;i:0, Q-R+S=O, i
(Q+R)2+(R+S)2+(S-Q)2:;i:0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednaCinom

f + Jl = 0;

IV. Ako je M+N+P:;i:O, (M-N)2+(N-P)2+(P-M)2:;i:0, Q-R+S=O i
(Q + Rf + (R + S)2 + (S - Q)2 = 0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom

f+j3=O;

V. Ako je M+N+P:;i:O, (M-Nf+(N-P)Z+(P-M)2=0, Q-R+S:;60 i
(Q + R)2+ (R + S)2+ (S - Q)2:;i:0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom

f + Jl + j2 = 0;
VI. Ako je M+N+P:;i:O, (M-Np+(N-P)2+(P-M)2=0, Q-R+S:;i:O i
(Q + R)2 + (R + S)2 + (S - Q)2 = 0, sistem (4.18) ekvil'alentan je sa jednaCinom

f + j2 + f4 = 0;
VII. Ako je M+N+P:;i:O, (M-N)2+(N-P)2+(P-M)2=0, Q-R+S=O i
(Q + R)2 + (R + S)2 + (S - Q)2:;i:0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom

f +2Jl + 2j2+ j3 = 0;
VIII. Ako je M+N+P:;i:O, (M-N)Z+(N-P)2+(P-M)2=0, Q-R+S=O i
(Q + R)2 + (R + S)2 + (S - Q)2 = 0, sistem (4.18) ekrivalentan je sa jednacinom

f+Jl +f2 +j3 + f4 +f5 = 0;
IX. Ako je M+N+P=O, (M-N)Z+(N-P)2+(P-M)Z:;i:0, Q-R+S:;i:O i
(Q+R)2+(R+S)2+(S-Q)2:;i:0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednaCinom

f - Jl = 0;
X. Ako je M+N+P=O, (M-N)2+(N-P)2+(P-M)2:;i:0, Q-R+S:;i:O i
(Q + R)2 + (R + S)2 + (S - Q)2 = 0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom

f- 2Jl + 2j2- f3 = 0;
XI. Ako je M+N+P=O, (M-N)2+(N-P)Z+(P-M)2:;i:0, Q-R+S=O i
(Q + R)2 + (R + S)2 + (S - Q)2:;i:0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednaCinom

f- f2=0;
XII. Ako je M +N+P= 0, (M -N)2+(N-P)2+(P-M)2:;i:0, Q-R+S= 0 i
(Q + Rf + (R + S)2 + (S - Q)2 = 0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednaCinom

f - f1 +j3 - f4 = 0;

XIII. Ako je M + N + P = (M - N)2 + (N - P)2 + (P - M)2 = 0, Q - R + S:;i: 0 i
(Q + R)2 + (R + S)2 + (S - Q)2:;60, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom

f-f3=0;

XIV. Ako je M+N+P=(M-N)2+(N-P)2+(P-M)2=0, Q-R+S:;i:O,
(Q + R)2+ (R + S)2+ (S - Q)2= 0, sistem (4.18) ekvivalentan je sa jednacinom

f - f1 + f2 - j3 + f4 - f5 = 0;
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XV. Aka je M+N+P=(M-N)2+(N-P)2+(P-M)2=0, Q-R+S=O i
(Q+R)z+(R+S)2+(S-Q)2=10, sistem (4.18) ekvivolenton je so jednacinam

1- f2 -13 + f5 = 0;
XVI. Aka je M+N+P=(M-N)2+(N-P)2+(P-M)2=0, Q-R+S=O i
(Q +RF + (R + S)2 + (S- Q)2= 0, sistem (4.18) ekvivolenton je so jednaCinam 0 =0.

Dokazana je, dakle, sledeca lema.

Lema 5. Funkcianolno jednoCino (4.15) ekvivolentno je so jednocinam:

I. I(x!, XZ' X3' X4' Xs, xJ=O,

5
aka je L 0k=lO, (00 - 01 + 03 - 04)2+ (01 - 02 + 04 - os)Z + (02 - 03 +05 - 00)2=10,

k=O
5

L (- l)kok=lO, (00 +01 -03 - 04)Z + (01 +OZ -04 - 05)2+ (02 +03 -05-00)2=10;
k=O

II. I(xl' X2' X3' X4' Xs' x6)-/(xz, X3' X4' Xs, X6' xI)+/(X3' X4,Xs,X6'Xl'Xz)=0,

5
oka je L Ok=lO, (00-01 +03 -04)2 + (01 - 02+04 - 05)2 + (oz - 03 +05 -00)2=10,

k=O
5

L (- It Ok =I0, (00 + 01 - 03 - 04)2+ (01 + 02 -04 - 05)2 + (oz +03 - 05 -Oo)Z = 0;
k=O

III. I(xl' XZ' X3' X4' XS' x6)+/(X2,'X3' X4' Xs' X6' XI)=O,

5
okaje L Ok=lO, (00-01+03-04)Z+(01-02+04-0s)2+(02-03+0s-00)2=10,

k=O
5

L (-I)kok=O' (00+01-03-04)2+(01 +°2-04-05)2+(02+03-05-00)2=10;
k=O

IV. I(xl' xz' X3' X4' Xs' x6)+I(X4' XS' X6' xl' xz' X3)=0,

5
oka je L Ok=lO, (00 - 01 + 03 - 04)2+ (01 -oz + 04 - 0s)Z + (oz - 03 + 05 - 0o)z=lO,

k=O
5

L ( - I)k Ok = 0, (00 + 01 - 03 - 04)Z + (01 + 02 - 04 - 0s)Z + (Oz+ 03 - 05 - 0o)Z = 0;
k=O

V. I(x!, X2' X3' X4' XS' x6)+/(xz, X3' X4' Xs' X6' xI)+/(X3' X4' XS' X6' x!,xz)=O,

5
oka je L Ok=lO, (00- 01 + 03 -04)2 + (01 - 02+04 - 05)2 + (Oz -03 +05-00)2= 0,

k=O
5

L ( - I)k 0k=lO, (00 + 01 - 03 - 04)2 + (01 + 0z - 04 - 0s)Z + (Oz + 03 - 05 - 00)2=10;
k=O

VI. I(x!, XZ' X3' X4' XS' X6) + I(X3' X4' XS' X6' Xl' XZ) +I(xs' X6' Xl' X2' X3' X4) = 0,

5
oka je L Ok=lO, (00-01 +03-04)2+(01-OZ+04-0s)z+(02-03+0s-00>2=0,

k=O
5

L (- l)k Ok=lO, (00 + 01 -03 - 04)2 + (01 + 0Z- 04 - 0s>2+ (02 +03 -05 -GoY = 0;
k=O '

3*
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VII. f(xl' X2' X3' X4' xs' X6) + 2f(X2' X3' X4' xs' X6' XI)

+ 2f(X3' X4' xS' X6' xl' X2) + f(X4' xs' X6' xl' X2' X3) = 0,
5

ako je L ak:;i:O, (ao - a1 + a3 - a4)2 + (al - a2+ a4- as)2+ (a2- a3+ as - ao)2= 0,
k~O

5

L (-I)kak=O, (aO+al-a3-a4)2+(al +a2-a4-a:)2+(a2+a3-aS-ao)2:;i:0;
k=O

VIII. f(xl' X2' X3' X4' xs' X6) + f(X2' X3' X4' xS' X6' XI) + f(X3' X4' xS' X6' xl' X2)

+f(X4' xS' X6' xl' X2' x3)+f(xs' X6' xi' X2' X3' x4)+f(X6' xl' X2' X3' X4' Xs)=O,

5
ako je L ak:;i:O, (ao-al +a3-a4)2+(al-a2+a4-as)2+(a2-a3+aS-ao)2=0,

k=O
5

L (- l)kak= 0, (ao+al -a3-a4)2+ (al +a2 -a4 -as)2+ (a2+a3 - as -ao)2= 0;
k=O

IX. f(xp X2' X3' X4' xS' x6)-f(X2' X3' X4' xS' X6' XI)=O,

5
ako je L ak=O, (aO-al+a3-a4)2+(al-a2+a4-as)2+(a2-a3+aS-ao)2:;i:0,

k=O
5

L (- ll~ ak:;i:O, (ao + a1 - a3 - a4)2 + (a1 + a2 - a4 - as)2 + (a2 + a3 - as - ao)2:;i:0;

k=O

X. f(Xl' X2' X3' X4' X5' X6) - 2f(X2' X3' X4' xs' X6' Xl)

+ 2f(X3' X4' xs' X6' XI' X2) -- f(X4' xS' X6' Xi' X2' X3) = 0,
s

ako je L ak = 0, (ao - a1 + a3 - a4)2 + (a1 - a2 +a4 - as)2 + (a2 - a3 + as - ao)2:;i:0,
k=O

5

L (- l)k ak:;i:O, (ao+ a1 - a3 - a4)2 + (al + a2- a4 - as)2 + (a2+ a3 - as - ao)2= 0;
k=O

XI. f(xi' X2' X3' X4' Xs' xJ - f(X3' X4' XS' X6' xl' X2) = 0,

5
ako je L ak = 0, (ao -al +a3 - a4)2 + (al - a2 + a4 - as)2 + (a2 -a3 + as - ao)2:;i:0,

k=O
s

L (-ltak= 0, (ao+al -a3 - a4)2+ (al +a2 -a4 -as)2+ (a2+a3 -as -ao)2:;i:0;
k=O

XII. f(Xl' X2' X3' X4' xS' X6) - f(X2' X3' X4' xS' X6' Xl)

+f(X4' xs' X6' Xl' X2' X3) - f(xs, X6' Xi' X2' X3' X4) = 0,
5

ako je L ak = 0, (ao- a1 + a3 - a4)2+ (a1- a2 + a4 - as)2+ (a2- a3+ as - ao)2:;i:0,
k=O

5

L ( - l)k ak = 0, (ao + a1 - a3 - a4)2 + (a1 + a2 - a4 - as)2 + (a2 + a3 - as - ao)2 = 0;
k=O
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s
oko je L Ok=O, (00-01+03-04)2+(01-02+04-0s)2+(02-03+0S-00)2=0,

k=O
s

L (- l)k Ok-=/=;0, (00 + a1 - a3 - a4)2 + (al + 02 - 04 - 0s)2+ (02 +03 -OS - 00)2-=/=;0;

k~O

XIV. f(xl' X2' X3' X4' X5' x6)-f(X2' x3' X4' X5' X6' xI)+f(X3' X4' xS' X6' xl' X2)

-f(X4' xS' x6' xl' X2' x3)+f(x5, X6' xl' X2' x3' x4)-f(X6' xl' X2' X3' X4' X5)=0,

s
oko je L Ok = 0, (ao - aJ + a3 - a4)2 + (al - a2 + a4 - a5)2 + (02 - 03 + Os - 00)2 = 0,

k=O
s

L (- l)k ak-=/=;O,(ao + al -a3 - 04)2 + (al + 02 - 04 - 0s)2+ (02 +03 -OS - 00)2= 0;
k~O

xv. f(xl' X2' X3' X4' X5' X6) + f(X2' X3' X4' XS' X6' XI)

- f(X4' XS' X6' Xl' X2' X3) -f(xs,
X6' Xl' X2' X3' X4) = 0,

s
oko je L Ok = 0, (00 - 01 + 03 - 04)2+ (01 -02 + 04 -05)2 + (02 -03 +os -oJ2= 0,

k=O
s

L ( - l)k Ok = 0, (00 + al - a3 - 04)2 + (al + 02 - a4 - a5)2 + (a2+ a3- Os - ao)2 -=/=;0;
k=O

XVI. 0=0,

s
ako je L ak = 0, (ao- al + a3 -- a4)2 + (al - a2 + a4 - a5)2 + (a2- a3+ Os- ao)2= 0,

k~O
s

L (- l)kak = 0, (ao +01 -a3 - a4)2+ (al +a2 -a4 -as)2+ (02 +03 - a5 -ao)2 = O.
k=O

Za svaku jednacinu I-XVI dajemo formulu koja sadrZi sve formule koje
daju opsta resenja ovih jednaCir;a. Odreduje se, uz to i opste reproduktlvno
resenje za svaku od prethodnih kanonskih j~dnacina.

Propozicija 5. Opste resenje jednaCine

dato je formulom

f = CoJI + CIJIl + C2JI2 + C3JI3 + C4JI4 + (co- CI+ C2- C3+ C4)JIs,

gde JI: R6 ~R proizvoljno funkcija i Ci(i = 0, 1, 2, 3, 4) proizvoljne konstonte.

Dokaz. posmatranoj jednacini odgovara sistem

f - jI + J2 - j3 + f4 - fS = 0,
-f +jI- j2+ f3 _f4+f5 = 0,

f- jI + f2 _f3+f4 - fS = 0,

- f+ fl- j2 + f3 - f4+ f5 = 0,
f- fl +J2_f3+f4_f5= 0,

-f+ fl_f2+ f3__f4+fs=0
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cija je matrica

(4.22)

r

1 -1 1-1
-1 1 -1 1

A -

l

l -1 1-1
-

.

-1 1 -1 1
1 -1 1-1

-1 1 -1 1

OpSte resenje prema (2.14) dato je sa

r
~l

l

;:
/4

jS

1 -1

-1 1
1 -1

-1 l'
1 -1

-1 1

II

1

III

II2
= C II3 ,

II4

JlIS

gde je C najopstija ciklicna matrica reda 6 koja zadovoljava uslov A. C = O.
Prema formuli (4.22) vazi

(4.23) f = CoII + cllIl + c21I2 + c31I3 + c41I4 + (co- Cl + C2 - C3 + C4) lIs

sto predstavlja opste resenje date jednacine.

Propozicija 6. Opste reproduktivno resenje jednaCine

f-fl+f2_f3+f4_fs=0
je

f = ~ II + ~ III - ~ 1I2+ ~ 1I3 - ~ 1I4 + ~ lIS
66 6 6 6 6'

gde je II proizvoljna funkcija.

Dokaz. Tvrdenje sleduje na osnovu formule (2.5), a moze se neposredno
dobiti iz formule (4.23).

Nairne, polazeci od (4.23) imamo

f(i) = cof + c1Jl + cd2 + c3f3 + cd4 + (co- c1 + c2 - c3 + c4)fS

=(2 co- c1+ c2- c3+ c4)f+( - Co+2 c1-C2+C3 -cJJl

+ (co- c1+ 2 c2- c3+ c4)f2 + ( - Co+ c1- c2+ 2 C3- c4)f3

+(co- c1+ c2- C3+ 2 CJf4.

Iz uslova f(f)=f dobija se sistem po nepoznatim co' cp c2' c3' C4

(4.24)

2 co- c1 +C2 -c3 +C4 = I,

- Co+ 2 c1 - c2 + C3- c4 = 0,

Co- c1 + 2 c2 - C3+ c4 = 0,

- Co+ c1- c2 + 2 c3 - c4 = 0,

Co- c1 + c2 - c3 + 2 c4 = O.
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R v .. (4 24) . 5 1 1 1 1
esenJe sIstema. Je Co=-' Cl=-' C2= --, C3=-' C4= --.

6 6 6 6 6
Jasno je da je resenje oblika (4.23) sa ovako odredenim koeficijentima repro-
duktivno, jer ono ispunjava potreban uslov za to, a s druge strane, takvo rese-
nje medu resenjima datim sa (4.23) svakako postoji.

Istim postupkom mogu se odrediti formule oba tipa za sve jednacine koje
se pojavljuju u iskazu Ierne 5.

Dobijene rezultate iziazemo u obliku Ierne i teorema koje slede.

Lema 6. Opste resenje jednacine (J) dato je formulom (F), gde je II proizvoljna
funkcija.

Jednacina (J)

1° f=O

2° f-Jl+J2=O

3° f+Jl=O

4° f+f3=O

5° f+Jl+J2=O

9° f-Jl=O

10° f-2Jl+2J2-f3=0

11° f-J2=O

12° f-Jl+f3_f4=0

Formula (F)

f=O,

f= coIl + Cl III + (CI - co)II2

- CoII3 - CI II4 + (co- CI) lIs,

f = Co(II - III + II2 - II3 + II4 - lIS),
f = c~([[ - II3) + CI ([[1 - II4) + C2([[2 - lIS),

f = Co
[[ + ClIIl- (co+ Cl) II2

+ CoII3 + ClII4 - (co+ Cl) [[s,

f = CoII + Cl
[[1 + C2 II2 + C3 [[3

- (Co+ C2) II4

- (Cl + C3) lIS,

f= coIl + Cl III + C2 II2- (co + 2 CI + 2 C2) [[3

+(2 Co+ 3 Cl +2 C2)II4- (2 Co+2 Cl + cJ [[5,

f = Co(II - lIS) + Cl ([[1 - [[5) + C2(II2 - [[5)

+ C3
([[3 - [[5) + C4

([[4 - lIS),

f = Co(II +
[[1

+
[[2

+
[[3 + [[4

+ [[5),

f = Co
[[ + Cl III + C2

[[2 + (Co- 2 Cl - 2 C2)
[[3

+ (2 Co - 3 Cl + 2 C2) II4 + (2 Co - 2 Cl + C2) lI5,

f = Co(II + II2 + II4) + Cl([[1 + [[3 + [[5),

f = CoII + CIIII + C2II2 + C3[[3

+ (Co- Cl + C3)II4 + (Co - C2+ C3) [[5,

14° f - Jl + f2 - f3 +f4 - f5 = 0 f = CoII + CI
[[1 + C2 II2 + C3II3 + C4 II4

+(co- Cl +C2 - C3+ cJ[[S,
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f = CoII + Cj Ilj + CzIlz + c3Il3

+ (co + Cj -- C3)Il4 + ( - Co+ Cz+ C3)lIs,.

f=II.

Teorema 5. Opste resenje jednaCine

aof(xj, XZ' X3' X4' XS' x6)+aJf(Xz, X3' X4' XS' X6' XI)

+aZf(x3' X4' XS' X6' xl' xz)+a3f(X4' XS' X6' xl' XZ' X3)

+04f(xs' X6'
Xp XZ' X3' X4) +aSf(x6' xl' XZ' X3' X4' XS)=O

dato je sledeCim formulama:

1° f(xj' XZ' X3' X4' XS' X6)==0,
s

ako je L ak:;f:O, (ao -aj + a3 - a4)2+ (aj -az + a4- as)2+ (oz - a3+ as - ao)z:;f:O,
k=O

s

L (--I)kak:;f:O, (aO+aj-a3-a4)2+(aj +oZ-a4-as)2+(aZ+a3-aS-aO)z:;f:0;
k~O

2° f(x!, XZ' X3' X4' Xs' X6) = CoII (x!, Xz, X3' X4' XS' X6) + Cj II (Xz, X3' X4' Xs' X6'
Xj)

+(cJ-co)Il(X3' X4' xs' X6' xl' xz)-coIl(x4' xS' X6' xl' XZ' X3)

s
ako je L ak:;f:O, (ao -OJ +a3 -a4)Z + (aj -az +a4 -as? + (oz -a3 +as - 00)2:;f:",

k~O
s

L (-l)k ak:;f:O, (ao+aj -03 -a4F + (aj + az -a4 -as)2 + (az +a3 -as -ao)Z = 0;
k~O

3° f(x!, XZ' X3' X4' Xs' x6)=co[Il(xl'xz,x3,x4,xs,x6)+Il(xz,x3>x4,xS,X6,Xj)

+Il(x3' X4' xs' X6' xl' Xz) + Il(X4' xs' X6' xl' XZ' X3)

s
ako je L ak:;f:O, (ao-aj +a3 - a4)2+ (aj-aZ +a4 - as)Z+ (az - a3+as -ao)2:;f:O,

k~O
s

L (-I)kak=O, (ao+aj-a3-a4)z+(aj +aZ-a4-as)z+(az+a3-os-00)z:;f:0;
k~O

4° f(xp XZ' X3' X4' Xs' x6)=co[Il(xl'xz,X3,x4,xs,x6)-Il(x4,xs,X6,xl'xZ'X3)]

+ cJ [Il(xz, X3' X4' xS' X6'
Xj) - Il(xs, X6' xl' XZ' X3' xJ]

s
ako je L ak:;f:O, (ao - aj + a3 - a4)2 + (OJ - az + a4 - as)Z + (az -a3 + as - 00)2:;f:0,

k~O
s
L (- l)k ak = 0, (ao + aj - 03 - a4)2 + (aj + az - a4- as)2+ (az + a3 - as - ao)2= 0;

k=O
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5° fxl' XZ' X3' X4' XS' x6)=cOII(xl' XZ' X3' X4' x;, X6)+CI II(xZ' X3' X4' XS' X6' Xl)

-(cO+cl)II(x3' X4' XS' X6' Xl' xJ+cOII(x4' XS' X6' Xl' XZ' X3)

S

aka je L akoFO, (ao- al +a3 -a4Y + (al -az +a4 -as)2 + (az -a3 +as -ao)2= 0,
k~O

s

L (- I)k akoFO, (ao +al -a3 -a4)2 + (al +az -a4 - asY + (az + a3 - as-aoYoFO;
k=O

s
aka je L ak oF 0, (ao - al + a3 - a4)Z + (al - az + a4 - as)Z + (az - a3 + as - aJ2 = 0,

k=O
s

L (-I)kakoFO, (ao + al -a3 - a4)2+ (al + az -a4 -as)Z + (az +a3 - as-ao)z= 0;
k=O

7° f(xl' XZ' X3' X4' XS' X6) = Co II (Xl' XZ' X3' X4' XS' X6) + CI II(xz, X3' X4' XS' X6' Xl)

+czII(x3' X4' XS' X6' Xl' Xz)

-(CO+2CI +2cz)II(x4' XS' X6' Xl' Xz. X3)

+ (2 Co+ 3 CI + 2 cz) II (xs' X6' Xl' XZ' x3. X4)

- (2 Co+2 CI + cz) II (X6' xl' XZ' X3' X4' Xs),

s
aka je L akoFO, (ao-al +a3-a4)2+(al-az+a4--aS)z+(aZ-a3-+aS-aO)z=0,

k=O

s

L (- I)kak = 0, (ao +al -a3 - a4)2+(al +az -a4 -as)Z+ (az +a3 - as -ao)2oFO;

k=O

go
f(xl' XZ' X3' X4' XS' X6) = Co [II (Xl' XZ' X3' X4' XS' X6) - II (X6.

XI' XZ' X3' X4' Xs)]

+cl[II(xz' X3' X4' XS' X6' xI)-II(x6' XI' XZ' X3' X4'
Xs)]

+ cJII (X3' X4' XS' X6' xl' Xz) - II (X6' xl' XZ' X3' X4' Xs)]

+ C3 [II (X4' XS' X6' xl' XZ' X3) - II (X6' xl' XZ' X3' X4' Xs)]

s
aka je L akoFO, (ao- al +a3 - aJz + (al - az +a4 - a;Jz + (az - a3+ as - ao)Z= 0,

k=O

s

L (- I)k ak = 0, (ao+al -a3 -aJz + (al + az - a4 -asY + (az + a3 - as-ay = 0;

k=O
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90 l(xI' X2' X3' X4' XS' XJ = Co [TI(XI' X2' X3' X4' XS' X6) + TI(X2' X3' X4' XS' X6, XI)

+ TI(X3' X4' XS' X6' XI' X2) + TI(X4' XS' X6' XI' X2' X3)

5

aka je L: ak = 0, (ao - al + a3 - a4)2 + (al - a2 + a4 - as)S + (a2 - a3+ as - ao)2=1-0,
k=O

5

L: (- l)k ak=l-O. (ao + al - a3 - a4)2 + (al +a2 - a4 - as)2 + (a2+ a3- as - aof=l-O;
k=O

+(co-2 Ct +2 C).TI(X4' xS' X6' xl' X2' X3)

+(2co-3cl+2c).TI(xs' X6' xI' X2' X3' X4)

5
aka je L: ak=O, (aO-al+a3-a4?+(al-a2+a4-as)2+(a2-a3+aS-ao)2=1-0,
.

k=O
5

L:
(-I)k ak=l-O. (au +al -a3 -a4)2+ (a[ + a2 -a4 -as)2+ (a2 +a3 -as -ao)2 = 0;

k=O

110 l(xl' X2' X3' X4' xS' xJ = Co [TI(Xt, X2' X3' X4' xs. X6) + Tl(X3' X4' xS' X6' XI' X2)

+ TI (xs' X6' xI' X2' X3' X4)] + cI [TI(X2' X3' X4' xS' X6' XI)

5
aka je L: ak = O. (ao - at + a3 - a4Y + (a, - a2 + a4-as)2 + (a2 - a3+ as - a0>2=1-0,

k~O
5

L: (- l)k ak = 0, (ao + al - a3 - a4)Z + (a[ + a2-a4 -as)2 + (a2+a3 - as - ao)2=1-0;
k=O

+ (co - cI +C3) TI(xs' X6' XI' X2' X3' X4)

+ (co- C2+C:) TI(X6' xl' X2' X3' X4' Xs),

5
aka je L: ak = 0, (ao - 01 + 03 - a4)Z + (al ..:..a2 + 04 - as)2 + (a2 - a3 + as - ao)2=I-0,

k=O
5

L: (-I)k ak= 0, (ao+al -a3 - a4)2+(al +a2 - 04-as)2+ (a2+03 - as -ao?= 0;
k-O
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13° l(xI' X2' X3' X4' XS' XJ = Co [ll(xl' X2' X3' X4' XS' X6) + ll(X4' XS' X6' xl' 'X2' X3)]

+ CI [ll (X2' X3' X4' XS' X6' XI) + II (xs' X6' xl' X2' X3' X4)]

+ C2 [ll (X3' X4' XS' X6' Xl' X2) + II (X6' Xl' X2' X3' X4' Xs)],
s

.ako je 2: ak = 0, (ao -a1 + a3 - a4)2 + (al - a2 +a4 - as)2 + (a2 - a3 +as - ao)2 = 0,
k=O

s

2:
( - l)k ak=l=O, (ao + al - a3 - a4)2 + (al + a2 - a4 -as)2 + (a2 + a3'- as - a()2=1=O;

k=O

14° l(xl' X2' x3, x4, xs, xJ= coll(xI' X2' X3' X4' xS' X6)+CI ll(X2' X3' X4' xS' X6 Xl)

+ C2 II (X3' X4' XS' X6' Xl' X2) + C3 II (X4' XS' X6' Xl' X2' X3)

+ C4 ll(xs, X6' Xl' X2' X3' X4)

+(CO-Cl +C2- c3+cJll(X6' XI' X2' X3' X4' Xs),
s

.ako je 2: ak= 0, (ao -a1 +a3 -a4)2+ (al - a2 +a4 - as? + (a2 - a3 + as -aJ2 = 0,
k=O

s

2: (- Il ak=l=O, (ao +al -a3 -a4)2 + (al + a2 - a4 - as)2 + (a2 + a3 - as - ao)2= 0;
k=O

15° l(xl' X2' X3' X4' xS' xJ = coll(xI' X2' X3' x4' X5' xJ + Cl ll(X2' X3' x4' X5' X6' XI)

s
ako je 2: ak = 0, (ao -al + a3 - a4)2 + (a1 - a2 + a4 - a5)2 + (a2 - a3 + a5 -ao)2= 0,

k=O

+(co+ CI - C3)ll(xs, X6' xI' x2' X3' x4)

+ ( - Co+ C2 + c3) II (X6' Xl' x2' x3' x4' Xs)'

s

2: (- l)k ak = 0, (ao +a1 - a3 - a4)2+ (a1 + a2 - a4 - a5)2 + (a2 + a3 - as - ao)2=1=O;
k~O

16° /(xl' X2' X3' X4' X5' x6) = ll(xI' X2' x3' X4' xs' X6)'

5
ako je 2: ak = 0, (ao - a1 + a3 - aJ2 + (al - a2 + a4 - a5)2 + (a2- a3+ a5- ao)2= 0

k=O
s

2: (- Il ak= 0, (ao +al -a3 -a4)2 + (a1 + a2 -a4 -as)Z + (a2 +a3 - as - ao)2= 0,
k=O

gde je ll: R6 - R proizvoljna lunkcija.

Teorema 6. Opsta reproduktivna resenja jednacina
data su redom lormulama

1° - 16° iz prethodne teoreme

1° l(xI' X2' x3' X4' x5' xJ=O,

2° l(xI' x2' x3' X4' x5' X6) = 2. [2 II
(xl' X2' X3' X4' X5' X6) + II (X2' X3' X4' xS' X6' XI)

6

-ll(X3' X4' X5' X6' Xl' x2) - 2 ll(X4' xS' X6' XI' x2, X3)

- ll(xs, X6' xl' X2' X3' X4) + ll(X6' Xl' X2. X3' X4' Xs)]'
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+ II(x3' X4' X5' X6' Xl' X2) - II(x4' X5' 66, xl' X2' X3)

+ II(x5' X6' Xl' X2' X3' x4)-II(x6' Xl' X2' X3' X4' X5)]'

-II (X3' X4' X5' X6' Xl' XJ + 2 II (X4' X5' X6' xl' X2' X3)

-II(x5' X6' Xl' X2' X3' x4)-II(x6' Xl' X2' X3' X4' X5)]'

-II (X:" X6' Xl' X2' X3' X4)],

7° /(xl' x2' X3' X4' X5' X6) = ~ [3 II (xl' X2,
X3' X4' X5' X6) - 2 II(x2,;x3' X4' X5' X6' Xl)

3

+ II (X4' X5' X6' Xl' X2' X3) - 2 II(x6' xl' X2' X3' X4' X5)]'

8° /(Xl'X2,X3,X4,X5,X6)= ~[SII(Xl'X2,X3,X4,XS,X6)-II(X2,X3,X4,X5X6,Xl)

-II(X3' X4' X5' X6' Xl' x2)-II(x4' X5' X6' Xl' X2' X3)

-II(x5' X6' Xl' X2' X3' x4)-II(X6' Xl' X2' X3' X4' X5)],

+ II (X3' X4' X5' X6' Xl' X2) + II (X4' X5' X6' Xl' X2' X3)

+ II (X5' X6' X" X2' X3' X4) + II (X6' Xl' X2' X3' X4' X5)]'

- II (X4' XS' X6' XI' X2' X3) + 2 II (X6' xl' X2' X3' X4' X5)]'

11 ° /(xl' X2' X3' X4' X5' X6) =
~ [II(x" X2' X3' x4' X5' X6) + II(X3' X4' X5" X6' xl' X2)
3

+ II(x3' X4' X5' X6' x" X2) - 2 II (X4' X5' X6' Xl' X2' X3)

+ II (X5' X6' X" X2' X3' x4)+II(X6' Xl' X2' X3' X4' X5)],
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-II(X3' X4. XS' X6' xl' x2)+II(X4' XS' X6' xl' X2' X3)

-II(xs. X6' xl' X2' X3' x4)+II(X6' xl' X2' X3' X4' XS)],

+ II (XS' X6' xl' X2' X3' X4) - II (X6' xl' X2' X3' X4' XS' X6)]'

16° I(x!, X2' X3' X4' xS' X6)= II(Xl' X2' X3' X4' xS' X6)'

gde je II proizvoljna lunkclja.



G I a v a V: CIKLlCNE LlNEARNE NEHOMOGENE JEDNACINE

U ovoj glavi tretira se problem resavanja jednacina

(5.1) ao/(xl' Xl' . . . , Xn)+ aJ(xl' . . . , Xm Xl) + . . . + an-J(Xm Xl' . . . , Xn-l)

=g(XI' Xl' ... , xn),

gde su aj (i = 0, 1, .
"

, n - 1) realni (ili kompleksni) brojevi, g: sn - R (ili C)
data funkcija, I: sn- R (ili C) nepoznata funkcija, S proizvoljan skup koji ima
najmanje n elemenata.

lednaCina (5.1) je ciklicna i nehomogena funkcionalna jcdnacina sa kon-
stantnim koeficijentima.

lednacina (5.1) ni ie moguea za svaku funkciju g, te se daje potreban us-
lov da ona bude moguca.

Dokazuje se da je svaka jednacina (5.1), u zavisnosti od toga koje uslove
ispunjavaju koeficijenti, ekvivalentna sa jednom od cetiri kanoske nehomogene
jednacine za n = 3, sa jednom od osam za n = 4 i sa jednom od 16 jednacina
za n = 6.

Daje se po stupak pomocu koga se moze za svaku jednacinu (5.1) odrediti
njoj ekvivalentna kanonska jednacina.

Najzad, za svaku kanonsku jednacinu odreduje se opste resenje.

1. Razmotricemo najpre koje uslove treba da ispuni data funkcija g da
jednacina

(5.1) ao/(xl' Xl' .. . , Xn) + al/(xl' ... , Xn, Xl) + . . . + an-J(Xn> Xl' ... , Xn-l)

bude moguca.

S. B. PRESI(~;je u [23] dao metodu resavanja sledece klase linearnih neho-
mogenih jednacina.

(5.2) al (x)/(el x) + al (x) I(el x) + . . . + an(x)/(6n x) = g (x),

gde su aj (x) (i = 1, . . . ,n) i g (x) date funkcije, I nepoznata funkcija i el' . . . , en
obrazuju grupu reda n.

Teorema (FRESIC). Neka je B (x) matrica koja ispunjava uslove (Cl) i (Cz) Ierne II,
glava II.

46
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Jednacina (5.2) je moguca ako i samo ako vati

(A (x)B (x) + I)

r

: ~::x)

1

=0.

g (6nx)

Ako je ispunjen us/ov (C3), tada je opste refenje jednaCine (5.2) dato for-
mu/om

r.

~~:X)

1

= (B(x) A (x) + I)

r

:::: x)

1

- B(x)

r

:::: X)

l1(6n x) h (6n x) g (6n x)

gde je h proizvoljna funkcija.

Ovaj rezultat moze se koristiti za dobijanje opsteg resenja jednacina ob.
lika (5.1).

Dacemo medutim jedan potreban uslov da jednaCina (5.1) bude mogucna.
Funkcionalne izraze koje sadrzi jednacina (5.1) oznacimo redom sa fO=f,

fk (k = 1, . . . , n - 1).

Polazeci od (5.1), ciklicnom permutacijom promenljivih, dobija se sledeci
sistem jednacina:

(5.3)

aof+a1f1+ . . . +an-Jn-l=g,

an-I f + aofl + . . . + an-2fn-l = gl,

aJ+a2fl+. . . +aofn-l=gn-l.

Sistem (5.3) moze se napisati u obliku

AF=G,
gde je

r

ao al. .. an -I

1 r

-I

1 r

g

1

A= a~-I
ao an-2,

F= ~I , G= g:1 .

al a2 ao In-I gn-I

Neka je C ciklicna matrica reda n sa konstantnim elementima, takva da je
A. C= O. (Postojanje takve matrice C obezbeduje lema 1 u glavi II.)

Teorema 1. Potreban us/ov da jednacina (5.1) bude moguca jeste

CG=O.
Dokaz. Neka je jednaCina

AF=G
moguca.

MnozeCi sleva matricom C dobija se
CAF=CG.(5.4)
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Kako je A. C = C. A = 0, to iz (5.4) izlazi

C.G=O,
8to je i trebalo dokazati.

Teorema 2. Neka C ispunjava uslov Leme I, glava II, a B uslove (C]) i (C2)

Leme II, glava II, i uslov (C3): ABG + G = O.
Opste resenje jednaCine (5.1) dato je lormulom

F=C II -BG.(5.4')
Dokaz. Kako je

AF=ACII -ABG=G,

to je (5.4') resenje jednaCine (5.1).
Dokazimo da je (5.4') opste resenje jednaCine (5.1).

nacine (5.1), koju cemo napisati u obliku

(5.4") E(f) =g.

Neka je I resenje jed-

Sa/H oznaCimo opste rdenje jednaCine E(f)=O, a sa 10 partikularno resenje
jednacine (5.4").

Tada je 1= IH +/0 opste resenje jednacine (5.4"). Zaista,

E(fH+ 10) = E(IH) + E(fo)=g.

S druge strane, neka je I proizvoljno izabrano resenje jednacine (5.4").
Tada je E (f - fa) = E (fL- E (/0) = g - g = 0, tj. 1-10 je rdenje homogenog dela,
te postoji specijalizacija IH izraza IH takva da je

- -
1-/o=IH, tj. 1=IH+/o'

Dakle, IH + 10 obuhvata sva resenja jednacine (5.4").
Kako je C II opste resenje homo gene jednacine E (f) = 0 dato u matricnoj

formi, i - BG partikulamo resenje jednacine E (f) = g [23], to F = C II - BG
obuhvata sva resenja nehomogene jednacine.

PRIMEDBA. Na osnovu prethodnog dokaza, jasno je da vazi sledece tvrdenje:
Ako je IH bilo koje opste resenje homogene jednaCine E (I) = 0, a fo partikularno resenje

nehomogene jednacine E(/)~g, tada je sa

1~/H+fo

dato jedno opste refenje jednaCine E (/) ~ g.

2. U ovom odeljku razmatra se problem resavanja jednaCine

ao/(xl' X2' X3) + a]/(x2' X3' x]) + a2/(x3' xl' X2)= g (xl' X2' X3)'

P. DRAGILAi P. M. VASIC u [5] proucavali su jednacinu (5.5) kad je
109 (xl' X2' X3)= cP(Xl); 2° g (xl' X2' X3)= cP(xl' X2); 3° g (Xl' X2' X3)= cP(Xl' X2' X3)'
Dokazali su da je opste re8enje jednaCine (5.5) dato sa

I(xl' X2' X3) =
~

[(a02 - 01 a2) g (Xi' X2' X3) + (a} - ao a1) g (X2' X2' Xl)

+ (a? - 00 a2) g (X3' Xi' X)] ,

aka je ~=~ (aO+a1+a2) [(aO-a1)2+(a1-a)2+ (a2-ao)2J0;:60.
2

(5.5)
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U slueaju !l = 0, autori su dati takode opste resenje.
Slienim postupkom kao u (IV, 1) dokazuje se da vazi:

I.ema 1. Funkciona/na jednaCina (5.4) ekviva/entna je sa

I. f (xl' X2' X3) = _1-[(a02- al a2) g (xl' X2' X3) + (al- ao al) g (X2' X3' XI)
11

+ (a12 - ao a2) g (X3' xl' X2)] ,

ako je aO+al+a2:;i:0 i (ao-al)2+(al-aJ2+(a2-ao)2:;i:0;

f( ) f( ) f( )
g (XI' X2' X3)

II. xl' X2' X3 + X2' X3' Xl + X3' XI' X2 = ,
00

ako je au + al + a2:;i:0 i (ao - al)2 + (al - a2)2 + (a2 - ao)2= 0;

III. f(xl' X2' X3) -f(X2' X3' Xl)

=
1

[ao al g (Xl' X2' X3) + a02g (X2' X3' XI) + a/ g (X3' xl' X2)] ,
0/-0/

IV.

ako je ao +al +a2 = 0 i (ao- al)2 + (al - a2)2 + (a2- ao)2= O.

Za svaku jednaeinu I - IV odredicemo uslove koje treba da zadovoljava
funkcija g da jednaeina bude mogucna.

Propozicija 1. Jednacina
aof + aJ! + a2P = g,

ciji koeficijenti ispunjavaju us/ov

ao + a1 + a2:;i:O i (ao - al)2 + (al - a2)2 + (a2 - ao)2 = 0,

mogucna je ako i sarno ako funkcija g ispunjava us/ov g - g! = o.

Dokaz. U ovom slue.lju posmatrana jednaeina je ekvivalentna sa jednaeinom

f +j1 +P =.L (lema 1, slueaj II).
00

Kako je

A=
[

: : :
]

,

1 1 1

to je A2 = 3 ao A, pa je A (-I )A + A = 0, odakle se dobija B = -I (I jednaCi-
3~ 3~

na matrica). Uslov ABG + G = 0 [23] svodi se sada na g - gl = O.
Na sliean naein, briscenjem rezultata [23], dolazi se do potrebnih i. do-

voljnih uslova za resivost i ostalih jednaeina I - IV. Tako dobijamo sledecu
teoremu.

4 Publikacije Elektrotehnitkog fakulteta
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Teorema 3. Jednocino

0of(xl' X2' X3) + OJ(X2' X3' XI) + 02f(X3' xl' X2) = g (xl' X2' X3)

je mogucno oko i somo oko funkcijo g ispunjovo uslove:

1° g proizvoljno, oko je 00+01 +02*0 i (00-01)2+(a1-o2)2+(02-00)2*0:

2° g_gl=O, oko je 00+01 +02*0 i (00-oY+(01-02)2+(02-ao)2=0;

3° g+gl+g2=0, oko je 00+01+02=0 i (00-01)2+(01-02)2+(02-00)2*0;

4° g=O oko je 00+01+02=0 i (00-01)2+(01-oJ2+(02-ao)2=0.

Sada nalazirno opste resenje svake od jednacina I - IV. Postupak cerno
iIustr,wati slucajern jednacine II.

Propozicija 2. JednoCino

imo opste resenje

gde je II: S3 -+ R (ili C) proizvoljna funkcijo.

Dokaz. Opste resenje odgovarajuce hornogene jednacine je

f = CoII + c1II1- (co+ C1)II2 (videti (2. I4».

Partikulamo resenje posmatrane nehomogene jednacine je f = ~ g [23].
3a.

Dakle, opste resenje date nehomogene jednacine je

Teorema 4. Opste resenje jednoCine

oof(xl' X2' X3) + OJ(X2' X3' Xl) +02f(X3' Xl' xJ = g (Xl' X2' X3)

u slucojevimo 10- 4° teoreme 3, dato je redom sledeeim formulomo:

10 f(xl' X2' X3) = ~ [(a02 - 01 02) g (Xl' X2' X3) + (022 - 0001) g (X2' X3 ,Xl)
~

+ (012 - 00 aJ g (X3' Xl' X2)] ,

oko je 00 + 01 + 02*
0 i (ao - OJ? + (al - 02)2 + (a2- 00)2*0;

2° f(xl' X2' X3) = Co II (xl' X2' X3) + c1 II (X2' X3' Xl)

1- (Co + CI) II (X3' xl' X2) + - g (Xl' X2' X3)'
3a.

oko je 00 + 01 + 02*0 i (00 - 01)2 + (01 - 02)2 + (02 - 00)2 = 0;

30 f(x!, X2' X3) = CO[II (xl' X2' X3) + II (X2' X3' Xl) + II (X3' Xl' xJ]

(aI-a.) g + (a. + 2 at) gt
+ 2 2'3 (a. + a. at + at )
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oko je 00 = 01 = 02 = 0.

3. Predimo na prouCavanje klase jednacina:

(5.6) 0o/(xi' x2' x3' x4) + 01/(X2' x3' x4' XI) + 02/(X3' X4' xl' X2)

+ 03 I (X4' xi' X2' X3) = g (xi' X2' X3' X4).

Koristeci se istom metodom kao u (IV, 2) dokazuje se da vazi:

Lema 2. Funkcionolno jednacino (5.6) ekvivolentna je so jednacinom:

I. 1=
(ao+ a2){g+g2)-(a, + a,){g' +g')

+
(aO-a2){g-g2)-(al-a2)(gl_g')

2 [(ao + a2)2_(al + a,)2] 2 [(ao-a2)2 + (al-a,)2] .

II.
I

1+12 = aog-a, g ,
a/-at'

oko je (00+02)2_(01 +03)2*0,00=02 i 01 =03;

III. 1-12 =
aog-al g' ,

ao2+ at'

oko je 00+02=0,01+03=0 i 002+012*0;

IV. O=g,

oko je 00 = 01 = 02 = 03 = 0;

V. 1+/1=
g+g2

+
(ao-a2)(g+gl_g2_g')-(al-a,){gl+g2_g'_g)

2 (ao + a2) 2 [(aO-a2)2 + (al-a,)2]
.

oko je 00+02=01 +03*0 i (00-02)2+(01-03)2*0;

2
VI. 1+J1+J2+f3=-g,

aO+a2

oko je 00=01 =02=03*0;

VII. 1-11 =
g+g2

+
(ao-a2) (g_g'_g2 +g')-(a,-a,) (g+gl_g2_g')

2 (ao+ a2) 2 (aO-a2)2 + (al-a,)2] .
oko je 01 +03= -(00+02)*0 i (00-OJ2+(01-03)2*0;

VIII. 1- J1+J2-f3=~,
ao + a2

oko je 01 = - 00' 02 = 00' 03 = - 00' 00*0.

Za svaku jednaCinu I - VIII odredicemo uslove koji se cdnose na funk-
ciju g, a potrebni su i dovoljni da jednacina bude mogucna.

4*
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Propozicija 3. JednaCina
aof + alP + a2P + a3P = g

ciji koeficijenti ispunjavaju us/ove:

(ao+aJ2-(al +a3)2*0, ao=a2 i al =a3'

mogucna je ako i sarno ako funkcija g ispunjava us/ov g - g2= 0.

Dokaz. Na osn)vu Ierne 2, sluc:lj II, p)smatrana jednacina je ekvivalentna
sa jednacinom

U ovom slueaju, imamo A =

r

~ ~ ~ ~

1

i matrica B = _!- je saglasna sa
1010 2
o 1 0 1

ciklicnom grupom reda 4 i zadovoljava uslov ABA + A = O. Uslov ABG + G = 0
[23] svodi se sada na

G oznacava matricu:

Istim p 1stupk')m d )lazi s~ d) p )trebnih i dwoljnih uslova za resivost i
ostalih jednacina I - VIII. Tab dJbijarno sledecu teoremu.

Teorema 5. Jednacina

aof(xl' x2' x3' x4) +alf(x2, x3' x4' XI) + a2f(x3' x4' xI' xJ

+ a3f(x4, xI' x2' X3)= g (xl' x2, x3' x4)

je mogucna ako i somo ako funkcijo g ispunjava us/ov:

1°

2°

g proizvoljno, oko je (00 + a2)2 - (at + aY*O i (ao - a2)2+ (al - a3)2*0;

g_g2=0, akoje (00+oY-(a1+a3)2*0, ao=a2 i al=03;

g+g2=0, oko je ao+a2=0, a1+a3=0 i au2+a22*0;

g=O, ako je ao=ol =02=a3=0;

3°

4°

5°

6°

g_gl+g2_g3=0, ako je 00+02=01 +03*0 i (00-aY+(01-03)2*0;

g_gl=O, oko je ao=ol =02=03*0;

g+gl +g2+g3=0, oko je 01 +a3 = - (00+a2)*0 i (ao-oJ2+(al-oJ2*0;

g+gl=O, akoje 01= -00' a2=00, 03= -00,00*0.

Sada odredujemo ops~e resenje za svaku jednacinu I - VIII.

8°

8°
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Propozicija 4. Opste resenje jednacine

1+ 12=
aog-algl

a02-a/
dato je lormulom

I = CO(II - II2) + CI(III - II3) +
1

(aog - al gl),
2 (a02-a,2)

gde II: 84 -+ R (ili C) proizvoljna lunkcija, Co i CI proizvoljne konstante.

Dokaz. Opste resenje ob]ika F= ell cdgevarajuce homo gene jednacine
1+ f2 = 0 dato je formulom (lema 4, slucaj 2°, odeljak 2)

1= CO(II - II2) + c1(III- II3).

Partikularno resenje je 1=
1

(aog - al gl).
2 (a02-a,2)

Dak]e, opste resenje date nehomogene jednaCine, prema (5.4'), glasi:

I = CO(II - II2) + CI(III- II3) +
1

(aog - al gl).
2 (a/-a/)

Istim pJstupkom odreduju se c.psta resenja c sta]ih jednacina.
Na osnovu prethodnih rezultata vazi s]edeca teorema.

Teorema 6. Opste resenje jednaCine

ao/(xl' xZ' X3' X4) + al I(xz. X3' X4' XI) + aZI(X3' X4' XI Xz)

+ a31 (X4' xl> XZ' X3) = g (xl' XZ' X3' X4)
dato je sledeeim lormulama:

10 I( ). -
(ao + a,) [g (XI' X2' X3' x.,) + g (X3' g.,

XI'
X2)]

xl' XZ' X3' X4 -
2 [(ao + a2)2_(al + a3)2]

-
(al + a3) [g (X2' X3' x.' x,) + g (x.,

XI' X2'
X3)]

2 [(ao + a2)2_(al + a3l]

+
(aO-a2) [g

(x" X2' X3' x.)-g (X3' x., x,, X2)]

2 [(ao-aJ2 + (al-a3)2]

(a,-a3) [g
(X2' X3' X.. xI)-g (x., XI' Xl' X3)]

- ,
2 [(ao-a2)2 + (al-a3)2]

ako je (ao+az)2-(al +a3)2=,i:0 i (ao-al)2+(al-a3)z=,i:0;

2° I(xl' xZ' X3' X4) = Co[II(xl' xZ' X3' X4) - II (X3' X4' XI' Xl)]

+ CI [II (xz, X3' X4' XI) - II (X4' Xl' XZ' X3)]

+
1

[ao g (Xl' xZ' X3' X4) - al g (xz,
X3' X4' XI)] ,

2 (ao2-a/)

ako je (ao+ az)Z- (al + a3)Z=,i:0, ao = az i al = a3;

3° I(xl' XZ' X3' X4) = Co [II (xl' XZ' X3' X4) + II (X3' X4' xl' Xl)]

+ CI [II (Xl' X3' X4' x) + II (X4' Xl' XZ' X3)]

+ ao g (xl' X2' X3' x.)-a, g (X2' X3' X.. XI) ,
2 (a/ + al')
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f(xl' Xl' X3' X4) = CO[II (Xl' X2' X3' X4) - II (X2' X3' X4' Xl) + II (X3' X4' Xl' XJ

- II ( )] +
g(X" X2' Xj' X.) +g (X3' X"X"X2)

X4' Xl' X2' X3
4 (ao+a2)

+
(ao-a2) [g

(X" X2' X3' x.)-g (X3' X., X.. X2)]

2 [(ao-a2)2 + (a.-a3)2]

+
(ao-a2) [g (x.. X2' X3'

x.)-g (X3' X.. Xl' X2)]

2 [(ao-a2)2 + (a.-a3)2]

(a.-a3) [g
(X2' X3' X.. x.)-g (x.. Xl' X2' X3)]

- .
2 [(ao-a2)2 + (a[ -aj)2]

( ) II ( )
g (x.. x2. X3' X4)

+ Co- Cl + Cl X4' xi' X2' X3 + .
2 (ao+ a2)

a/co je a1 = -ao. a2=aO' a3= -ao' ao#O.

4. U ovom, poslednjem, odeljku razmotricemo sledecu klasu jednacina:

(5.7) aOf(xl' Xl' X3' X4' XS' xJ +al!(x2' X3' X4' XS' X6' Xl) +a2!(x3' X4' XS' X6' Xi' xJ

+ a3!(x., XS' X6' Xl' Xl' X3) + a4!(xs' X6' Xl' X2' X3' X4) + as!(X6' Xl' X2' X3' X4' XS)
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Stavimo

ao+a3=2M, al +a4=2N, az+as=2P, ao-a3=2Q, al-a4=2R, az-as=2S;

S

uo= L ak, Ul = (aO - al + a3 - a4)2 + (al - aZ + a4 -as)2 + (aZ - a3 + as - aO)2,

k~O

S

Uz = L (- Il ak, U3= (aO+ al - a3 - a4)2+ (al + aZ- a4 - asp + (aZ+ a3 - as - aO)2;
k~O

~l =~(M +N +P) [(M - N)2+(N -P)2+(P-M)2],
2

~z =~ (Q - R+R)[(Q +R)2+ (R+S)2+ (S - Q)2] .
2

Na isti nacin kao u (IV, 3) dokazuje se da vazi:

Lema 3. Funkcionalna jednaCina (5.7) ekvivalentna je sa:

f =~ [(M2-NP) (g+g3)+ (P2- MN) (gl +g4) + (N2- MP) (g2 +gS)]
4~1

+~ [(Q2+ RS) (g_g3)- (S2+RQ) (gl_g4) +(R2- QS) (g2_gS)],
4~2

ako je uo#O, Ul#0, U2#0, u3#0;

I.

II. 2f- Jl+ J2 + f4-f5=~(g_g3) +~[(M2-NP)(g+g3)
2Q 2~1

+ (P2 - MN) (gl + g4) + (N2 - MP) (gZ + gS)] ,

ako je Uo7"=O, Ul #0, uz#O, U3 = 0;

III. 2f -J2 +f5 =~ [(M2_NP)(g+g3) + (P2-MN)(gl +g4)
2~1

+ (N2- MP) (gZ + gS)]+
1 [Q2(g- g3) - R2(gl- g4) - RQ (g2 - gS)],

2(R3+Q3)

ako je uo#O, Ul#0, Uz= 0, u3#0;

IV. f+f3 =~(g_g3)
2

+ ~ [(M2 - NP) (g + g3) + (P2 - MN) (gl + g4) + (N2 - MP) (g2 + gS)] ,
2~1

ako je uo#O, Ul#O, U2=0, U3=0;

v. 2f+Jl+ J2 +f4+f5 =~(g+g3)
2M

+ 2~
[Q2+RS) (g-g3) - (S2+RQ) (gl_g4)+(R2 - QS) (gZ- gS) ~,

2

aka je uo#O, Ul= 0, uz#O, u3#0;

VI. f+J2+f4=~[(Q+M)g+(Q-M)g3],
4MQ
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ako je uo#O, Ul = 0, UZ#O, U3= 0;

1
VII. 2/+jI+/4+2f5=-(g+g3)

2M

+
1 [Q2 (g- g3) - R2 (gl- g4) - RQ (g2 - g5)J

2W+~ '

ako je Uo#O, u] =0, Uz=O, U3#0;

VIII. l+jI + j2+ 13+ 14+f5 =~ [(1 +M) g+ (l-M)g3J ,
2M

ako je uo#O, u] = Uz= u3 = 0;

IX. 2/-jI-/4 =
1 [MN(g+g3) +M2 (gl +g4) +N2(g2+g5)J

2 (N3-M3)

+ ~ [(Q2 + RS) (g - g3) - (S2 + RQ) (gl - g4) + (R2 - QS) (g2 - g5)J ,
2~2

ako je Uo=O, u]#O, u2#0, U3#0;

X. 2/- 2jI+ J2-f5=~(g--_g3)
2Q

+
1 [MN(g+g3)+M2(gl+g4)+N2(gz+g5)J

2~-M1 '
ako je Uo=O, u]#O, uz#O, U3=0;

XI. 21 - jI- j2 -/4+ f5=
1

[MN(g+ g3)+ M2(gl + g4)+ N2(g2+g5)J
2 (N3-M3)

+
1 [Qz (g - g3) - R2 (gl - g4) - RQ (gZ - g5)J

2 (R3 + Q3)
,

ako je Uo=O, u]#O, uz=O, U3#0;
1

XII. 1- jI + 13 - 14 = - (g - g3)
2

+
1 [MN(g+g3)+M2(gl+g4)+N2(g2+g5)J

2~-M1 '
ako je Uo= 0, u]# 0, Uz= u3= 0;

XIII. 1-13 = ~(g+g3)
2

+~ [(Q2+RS) (g_g3) -(S2+RQ) (gl_g4) + (R2_QS)(gZ_g5J ,
2~2

ako je uo=u] =0, U2#0, U3#0;

XIV. 1-11 +j2-f3 +/4-15 = 21Q [(Q+ l)g+(Q- 1)g3J,

ako je Uo= U]= 0, UZ#O, U3= 0;

XV. 1-j2-/3+f5=~(g+g3)
2
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ako je UO=Ul =UZ=O, U3:::;1=O;

XVI. 0 =g,

ako je UO=Ul=UZ=U3=0.

Za svaku jednaeinu I - XVI odredicemo uslove koje treba da ispuni fun-
kcija g, a koji su potrebni i dovoljni da cdgJvarajuca jednaCina bude mogucna.

Propozicija 5. JednaCina

aof +aJl +azf2 +a3f3 + a4f4 + asfs =g,

ciji koeficijenti ispunjavaju us/ove uo:::;l=0, Ul= 0, uz:::;l=0, U3= 0,
samo ako funkcija g ispunjava us/ov g - g2 = o.

mogucna je ako i

Dokaz. U ovom slueaju posmatrana jednaeina ekvivalentna je sa jednaei-
nom (glava V, lema 3, slueaj VI)

f+J2+f4 =~[(Q+M)g+(Q-M)g3].
4MQ

Sada je
01010

1

10101

o 1 0 1 0

10101

J

01010

1 0 101

i B= -~ saglasna sa ciklienom grupom reda 6 i zadovoljava uslov ABA+A= O.
3

Uslov ABG+G=O svodi se na 2g_g1_g2_g4+gS=0. Prema lemi 1,
glava IV, odeljak 3, slueaj XI, je 2 g - gl - g2 - g4 + gS

= 0 ~ g - g2 = O. U ovom
slueaju G oznaeava matricu

r

(Q+M)g +(Q-M)g3

1

(Q+M)gl+(Q-M)g4

G=~
(Q+M)g2+(Q-M)g5

4MQ

l

(Q+M)g3+(Q-M)g

J

.

(Q+M)g4+(Q-M)gl
(Q

+ M) g' + (Q-M)
g2

Na sliean naein dobijaju se odgovarajucl rezultati za svaku jednaeinu I - XVI.
Prema tome vazi:

Teorema 7. Jednacina

aof(xl' XZ' X3' X4' XS' X6) + alf(xz, X3' X4' XS' X6' Xl) + aZf(x3' X4' xS' X6' Xl' Xz)

+a3f(X4' XS' X6' Xl' XZ' X3) + a4f(xs' X6' Xl' XZ' X3' X4) + aSf(x6' Xl' XZ' X3 X4' XS)

= g (Xl' XZ' X3' X4' XS' X6)
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je mogucna ako i samo ako Iunkcija g ispunjava uslov:

1° g proizvoljno, ako je Uo=#=0, UI=#=0, Uz=#=0, U3=#=0;

2° g+gl_g3+g4=0, ako je uo=#=O,U1=#=0,Uz=#=0, U3=0;

3° g_gl+g2+g3+g4_gS=0, ako je Uo=#=0, uI=#=O, uz=O, U3=#=0;

4° g_g3=0, ako je Uo=#=0, UI=#=O, uz=O, U3=0;

5° g_gl+g3_g4=0, ako je uo=#=O,Ul =0, uz=#=O, U3=#=0;

6° g_g2=0, ako je uo=#=O,Ul=O, Uz=#=0, U3=0;

7° g-2gl+2g2-g3=0, akoje uo=#=O,UI=O, uz=O, U3=#=0;

8° g_gl=O, ako je uo=#=O,UI=O, uz=O, U3=0;

9° g+gl+g2+g3+g4+gS=0, ako je uo=O, UI=#=O,uz=#=O, u3=#=0;

10° g+2gl+2g2+g3=0, ako je uo=O, uI=#=O, uz=#=O, U3=0;

11° g+g2+g4=0, ako je uo=O, u1=#=0, uz=O, U3=#=0;

12° g+gl+g2=0, ako je uo=O, UI=#=0, uz=O, U3=0;

13° g+ g3 = 0, ako je 0 = 0, UI= 0, Uz=#=0, U3=#=0;

14° g+gl=O, ako je uo=O, UI=O, uz=#=O, U3=0;

15° g - gl + g2
= 0, ako je Uo= 0, Ul = 0, Uz = 0, U3=#=0;

16° g = 0, ako je Uo= UI= Uz= U3= 0.

Odredicemo opste resenje svake jednacine I - XVI.

Propozicija 6. Opste resenje jednaCine

1 + j2 + 14 = ~ [(Q + M) g + (Q - M) g3]
4MQ

dato je lormulom

1 = CoII + Cl III + CzIl2 + C3 Il3 - (CO + cz) IlZ - (CI+ C3)lIS

+~[(Q+M)g+(Q-M)g3] ,
12MQ

gde su CO'cl' Cz, C3proizvoljne konstante a II: 86 -+ R (ili C) proizvoljna Iunkcija.

Dokaz. Opste resenje honogenog dela je (glava IV, odeljak III, teorema 5,
slueaj 6°).

1= CoII + ClIII + CzIl2 + C3Il3 - (Co + cz) Il4 - (CI + C3) lIS.

Partikularno resenje je

1=~[(Q+M)g+(Q-M)g3] .
12MQ
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Dakle,
!= Co II + clill + CzIl2 + c3Il3- (co+ cJ Il4 - (Cl+ C3)fls

+ ~ [(Q + M) g + (Q - M) g3J
12MQ

je opste resenje posmatrane jednacine. Istim posupkom odreduje se opste rese-
nje ostaIih jednacina.

Prema tome vazi sledeca teorema.

Teorema 8. Opste resenje jednacine

ao!(xl' XZ' X3' X4' XS' X6) + al !(xz, X3' X4' XS' X6' Xl) + al!(x3' X4' XS' X6' Xl' Xl)

+a3!(X4' XS' X6' Xl' XZ' X3) + a4!(xs, X6' Xl' Xl' X3' X4) + as!(x6' Xl' XZ' X3' X4' XS)

=g(XI' XZ' X3' X4' XS' X6)

pod odgovarajuCim uslovima koji su dati prethodnom teoremom, dato je sledeCim
formulama:

! = ~ [(M2 - NP) (g + g3) + (P2 - MN) (gl + g4) + (N2 - MP) (gZ+ gS)J
4 Ll1

+ ~ [(Q2+ RS) (g - g3) - (S2 + RQ) (gl - g4) + (R2 - QS) (g2 - g5)J ,
4 Ll2

ako je Uo=F0, ul =F0, Uz=F0, u3 =F0;

2° ! = Co II + clill + (Cl-'-co)Il2 - CoIl3 - c1Il4 + (co- Cl)lIs

+~ [(M2-NP) (g+g3) + (P2-MN) (gl+g4) + (N2 - MP) (g2+gS)J
2 Ll1

1
+

12Q
(3 g + 2 gl - 3g3 - 2 g4),

ako je Uo=FO, Ul=FO, Ul=FO, U3-0;

3° ! = CO (II -III +Il2-Il3 + Il4-IlS)

+ ~ [(M2 - NP)(g + g3)+ (P2- MN) (gl + g4) + (N2 - MP)(g2 + gS)J
4Ll1

+
1 [(Q2+ RQ) (g- g3) + (Q2- R2) (gl- g4) + (-R2 - QR) (gl - gS)J,

12 (R3 + Q3)

ako je Uo=FO, Ul =F0, uz=O, U3=F0;

4° ! = CO (II -Il3) + Cl (III - 1I4) + Cz(Il2 - lIS)

+ 2~
[(M2-PN)g+(P2-MN)gl+ (N2-MP)g2J,

I

ako je Uo=FO, Ul=FO, Uz= 0, U3 = 0;
1

5° ! = colI + Cl 1I1- (co + Cl) 1I2 + Co1I3+ Cl 1I4-(co + Cl) lIs +- (g+ g3)
12M

+
2 ~

[(Q2 + RS) (g - g3) - (S2 + RQ) (gl - g4) + (R2 - QS) (gZ - gS)J ,
2
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ako je UooFO, Ul = 0, UzoFO, U3oFO;

6° f= colI + Cl III + CzIl2 + C3Il3-(co+cz)Il4- (Cl + C3) Il5

+~[(Q+M)g+(Q-M)g3J ,
12MQ

ako je UooF 0, Ul = 0, UzoF0, U3= 0;

7° f = CoII + ClIII + CzIlz - (co+ 2 Cl+ 2 C2)Il3 + (2 Co+ 3 Cl+ 2 C2)Il4

- (2 Co+ 2 C. + C2)Il5 + ~ (2 gl - g2 + 2 g4 - g5)
~ 12M

+
1 [(2 RQ - RZ)(g - g3) + (2 QZ- RQ) (gl - g4) + ( - QZ- 2R2)(g2 - g5)J,

12 (R3 + Q3)

ako je UooFO, Ul = 0, U2 = 0, U3 oF 0;

8° f = CO(II - Il5) '+ Cl(IlI- Il5) + C2(Il2 - Il5) + C3(Il3 - Il5) + C4(Il4 - Il5) +...L ,
6M

ako je UooFO, Ul = 0, Uz= 0, U3= 0;

9° f = CO(II + III + Il2 + Il3 +Il4 +Il5)

+ ~ [(Q2+ RS) (g - g3) - (S2 + RQ) (gl - g4) + (RZ - QS) (g2 - g5)J
2 Ll2

+
1

[(N2+2MN)(g+g3)+(2M2+MN)(gl+g4)
12 (N3-M)3

+ (2 N2 + M2) (g2 + g5)J ,

ako je uo= 0, UloFO, U2oFO, U3oFO;

10° f= colI + ClIII +c2Il2+ (co- 2 Cl + 2 cz) Il3+ (2 Co- 3 Cl+ 2 C2)Il4

1
+ (2 Co- 2 Cl+ C2)Il5 + - (2 g + gl- 2 g3- g4)

12 Q

+
1 [(N2+ 2 MN) (g+g3) + (2 M2+MN) (gl +g4)

12 (N3-M3)

+ (2 N2+ MZ) (g2 + g5)J,

ako je Uo= 0, UloFO, U20F0, U3= 0;

11° f = CO(II + Il2 + Il4) + Cl(III + Il3 +Il5) + 1 [(N2 + MN) (g + g3)
12(N3-M3)

+ (2 M2 + MN) (gl + g4) + (2 N2 + M2) (g2 + g5)J

+
1 [(Q2+RQ) (g- g3) + (Q2- R2) (gl- g4) + (-Rz-RQ) (g2 - g5)J,

12 (R3 + Q3)

ako je Uo= 0, UloF 0, Uz= 0, U3oF0;

12° f= colI +Cl III +CZ Il2+ C3Il3+ (co- Cl + c3)Il4+ (co- Cz+c3)Il5
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.
aka je Uo= 0, Ul=F0, Uz= 0, U3= 0;

13° f= co(il +il3) + Cl (ill + il4) + Cz(il2+ilS)

++ [(Qz+RS)g+ (- S2- RQ)gl + (R2- SQ)g2],
2

aka je Uo= Ul = 0, Uz=FO, U3=F0;

14° f = coil + Cl ill + Cz ll2+ C3il3+ C4il4 + (co -Cl + Cz- C3+ c4) ilS+~ g,6Q

aka je Uo= Ul= U3= 0, Uz=f.0;

15° f = Coil + Clill + CzilZ + (co+ Cl- C3)il2 + (- Co+ Cz+ C3)ils

+
1 [(Q2+RQ)g+ (Q2- RZ) gl + (-R2- RQ) gZ] ,

6 (R3 + Q3)

aka je Uo= Ul = Uz= 0, U3=FO;

16° f=il,



G 1a v a VI: NEKI REZULTATI KOJI SE ODNOSE NA PARACIKLICNE
FUNKCIONALNE JEDNACINE

D. S. MITRINOVICje uveo u matematicku literaturu paraciklicne linearne
funkcionalne jednacine prve vrste.

U radu [17] autor je odredio opste resenje sledecih jednacina:

(6.1') !(xl' Xl' X3' Yl' Yl)+!(Xl' X3' Xl' Yl' Y3)+!(X3' Xl' Xl' Y3' Yl)=O,

(6.2') !(Xl' Xl' X3' Yl' Yl)+!(Xl' X3' X4' Yl' Y3)

(6.3') !(Xl' Xl' X3' X4' XS' Yl' Yl' Y3' Y4)+!(Xl' X3' X4' Xs, X6, Yl' Y3' Y4' Ys)

+!(X3' X4' XS' X6' Xl' Y3' Y4, Ys, Y6)+!(X4' Xs, X6' Xl' Xl' Y4' Ys, Y6' Yl)

+ !(xs, X6' Xl' Xl' X3' Ys, Y6' Yl' Yl) + !(X6' Xl' Xl' X3' X4' Y6' Yp Yl' Y3)=0.

Ova glava ima dva odeljka.

U prvom odeljku razmatra se problem resavanja sledeCih klasa paracik-
licnih funkcionalnih jednacina:

(6.1)

(6.2)

ao!(xl' Xl' X3' YI' yl)+al!(xl' X3' Xl' Yl, y3)+al!(x3' Xl' Xl' Y3'YI)=0,

ao!(XI' Xl' X3' Yl' Yl)+al!(Xl' X3' X4' Yl' Y3)

+ al!(x3' X4' Xl' Y3' Y4) + a3!(x4' Xl' Xl' Y4' Y1) = 0,

(6.3) ao!(xp Xl' X3' X4' XS' Yl' Yl, Y3' Y4)+a1!(xl' X3' X4' Xs, X6' Yl, Y3, Y4' Ys)

+al!(x3' X4' Xs, X6' Xl' Y3' Y4' Ys, Y6)+a3!(x4' Xs, X6' Xl' Xl' Y4' Ys, Y6' YI)

+a4!(xs, X6' Xl' Xl' X3' Ys, Y6' Yp yl)+aS!(X6' Xl' Xl' X3' X4, Y6' Yp Yl'Y3)=0,

gde su aj (i = 0, I, ..., 5) realni brojevi.

Dokazuje se da je svaka jednaCina (6.1) ekvivalentna sa jednom od cetiri
kanonske linearne paraciklicne jednaCine prve vrste, (6.2) sa jednom od osam i
(6.3) sa jednom od sesnaest jednaCina.

Za svaku kanonsku jednacinu odreduje se opste resenje.

62
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U drugom odeljku razmatra se problem odredivanja resenja jednacine

(6.4). aof(xp ..., Xn, Yp ..., Yk)+al/(xz, ..., Xn, xI' YZ' ..., Yk, Yk+1)

gde su aj (i = 0, 1, .,.. n - I) realni (ili kompleksni) brojevi, a za prirodan
broj k vazi 1 ~k~n.

U slueajevima k = 1 i k = n odreduje se opste resenje jednaCine (6.4).
Ako je 1<k<n daje se resenje jednacine (6.4).

Odeljak A. Ovaj odeljak sastoji se od tri dela.

1. U ovaj tacki razmatramo problem resavanja jednaCine (6.1).
Slicnim p:)stupkom kao u (IV. 1.) dokazujese da vaii:

Lema 1. Funkcionalna jednaCina (6.1) ekvivalentna je sa jednaCinom

I. f(xl' xZ' X3' )'1, Yz) = 0,

ako je ao+al+az:;60 i (ao-al)z+(al-az)2+(az-ao)2:;60;

II. f(xp xZ' X3' YP Y z) + f(xz, X3' xI' YZ' Y3)+ l(x3' xI' XZ' Y3' YI) = 0,

ako je ao+a1+ az:;60 i (ao- al)Z + (al- az}2+ (az- ao)2= 0;

III. f(xl' xZ' X3' Y1' Yz) - f(xz, X3' Xl' YZ' Y3) = 0,

ako je ao+al +az=O i (ao-al)2+(al-az}2+(az-ao)Z:;60;

IV. 0=0,

ako je ao +a1 +az = 0 i (ao- a1)2+ (al - az}Z+ (az - ao)2= O.

Propozicija 1. Jednacina

l(xl' XZ' X3' YI' Yz) - f(Xl' X3' XI , Yz, Y3)= 0
ima opste resenje

f(xp
xZ' X3' Yl' Yz) = Co[ll (xp X2' X3) + II (X2' X3' XI) + II (X3' xI' X2)],

gde je II proizvoljna funkcija promen/jivih XI' X2' X3' a Coproizroljna konstanta.

Dokaz. Jednacinu f(xp X2' X3' YP Y2) -- f(xz, X3' xI' YZ' Y3) = 0 napisimo u
obliku f(xp X2' X3' Yp Y2) =f(X2' X3' xp Y2. Y3)' Leva strana jednacine ne zavisi
od Y3' te stavljajuci Y3 = Y~ dobijamo

(6.5)

Uvodeci oznaku

jednaCina (6.5) postaje

(6.6)
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Funkcija (6.6) nije resenje jednaCine. Da ona to bude potrebno je i
dovoljno da vazi

(6.7)

Kako leva strana ne zavisi od Y3' to se maze staviti Y3 = Y~ u (6.6) i ona
postaje

(6.8)

Na osnovu (6.8) formula (6.6) postaje

(6.9)

Formula (6.9) je resenje jednacine ako i samo ako vazi

G{xl' XZ' X3)-G(XZ' X3' Xl)=O.

JednaCina G (xl' xZ' X3)- G (xz, X3' Xl) = 0 je ciklicna i njeno opste resenje
je (lema 2, glava IV)

G (Xl' XZ' X3) = Co[17 (xl' XZ' X3) + 17 (xz, X3' Xl) + 17(X3' Xl' Xz)].

Prema tome, opste resen je jednaCine je

f{xl' XZ' X3, Yl' Yz) = Co[17 (x I' XZ' X3)+ 17(xz, X3' Xl) + 17{X3' Xl' xz>]

Na osnovu prethadnih rezuItata vazi sledeca:

Teorema 1. Opste reSenje jednaCine

aof{xl' XZ' X3' Yl' Yz)+alf{xz, X3' xl' YZ' Y3)+azf{x3' xl' xZ' Y3' yl)=O

dato je sledeeim formulama:

1° f{xp xz. X3' Yl' Yz)=O,

ako je ao+ al + az~O i {ao- al)2 + {al-az)2 + (az - ao)Z~O;

2° f{xl' xZ' x3' Yl' Yz) = 17 {xl' XZ' X3' Yl)-17{xz, X3' xl' Yz),

ako je ao+ al + az~O i (ao- al)2 + {a1- az)Z+ (az - ao)2= 0;

3° f{xl' xZ' X3' Yl' Yz) = Co[17(xl' xZ' X3)+ 17 (xz, X3' Xl) + 17 (X3' Xl' Xz)],

ako je ao + al + az = 0 i (ao- al)2 + {al - az)2 + (az - ao)2~ 0;

4° f{xl' xZ' x3' Yl' Yz)=ll{xl' XZ' X3' Yl' Yz).

ako je ao+al + az = 0 i (ao-al)2 + (al - az)2+ (az- ao)2= 0,
gde je 17 proizvoljna funkcija.

2. U ovoj tacki tretira se problem odredivanja opsteg resenja linea me
paraciklicne funkcionalne jednacine.

(6.10) aof{xl' XZ' X3' Yl' Yz)+aJ(xz. X3' X4. Yz, Y3)

+aZf(x3' X4' xl' Y3' Y4)+ a3f{x4' xl' xZ' Y.p Yl)=O.
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KoristeCi se istom metodom kao u (IV. 2.) dokazuje se da vazi:

Lema 2. Funkcianalna jednacina (6.10) ekvivalentna je sa:

I. f(xp xZ' x3' Yl' Yz)=O,

aka je (ao+az?-(aj +a3)2*0, (ao-az}2+(aj-a3)2*0;

II. f(xl' XZ' x3' Yp yz) + f(X3' X4 Xl' Y3' Y4)= 0,

aka je (ao+az)2-(aj +a3)2*0, ao=az i aj =a3;

III. f(xp XZ' x3' Yl' Yz)-f(X3' x4, Xl' Y3' Y4)= 0,

aka je ao+az=O, aj +a3=0 i aoz+a/*O;

IV. 0=0,

aka je ao= aj = az = a3= 0;

V. f(xp xZ' x3' Yl' Yz)+f(xz, x3' x4' YZ' Y3)=0,

aka je ao+az=aj +a3*0, (ao-az}Z+(aj-a3?*0;

VI. f(xp xZ' X3' Yl' Yz)+f(xz, X3' x4' YZ' Y3)
+ f(x3, x4' Xl' Y3' Y4)+ f(x4, xl' xZ' Y4' Yj)=O,

aka je ao=aj =az=a3*0;

VII. f(xl' xZ' X3' Yp Yz)-f(xz, X3' x4' Yz, Y3)=0,

ako je (ao-az)2+(aj-a3)2*0 i aj +a3= -(ao+az)*O;

VIII. f(xp xZ' x3' Yl' Yz)-f(xz, x3' x4, YZ' Y3)

+ f(X3' x4' Xl' Y3' Y4) - f(X4' Xl' xz' Y4' Yj) = 0,

ako je aj = - ao, az = ao, a3= - ao, ao*0.

Sada nalazimo opste resenje svake od navedenih jednacina.

Propozicija 2. Opste resenje jednacine

(6.11) f(xp xz' X3' Yl' YZ)+f(X3' x4' xl' Y3' Y4)=0

dato je formulom

f(x!, xZ' X3' Yp Yz) = Co[JI(xp X3) - n (X3' Xl)],

gde je n proizvoljna funkcija.

D k S I.. o' 0 0 0
o az. tav JaJucl x4 = X4, Y3 = Y3, Y4 = Y4,

iz (6.11) se dobija

gde funkcija F mora

f(xp xZ' x3' Y!' yz}=F(xp X3)'

zadovoljiti uslov

F(XI' x3)+F(X3' xl)=O.

Poslednja jednaCina je linearna, ciklicna jednaCina i njeno opste resenje glasi

F(xl' x3)=co[ll(xp x3)-ll(X3' xj)].

~ Publikacije Elektrotehnickog fakulteta
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Dakle,

f(x!, XZ' X3' Yl' Yz) = Co[II (xl' x3)-II(xp XI)]

je opste resenje jednaCine (6.11).
Slicnim postupkom odreduju se opsta resenja ostalih jednaCina.
Na osnovu ovih rezultata zakljucujemo da vazi:

Teorema 2. Opste resenje jednaCine

aof(xl' XZ' X3' Yl' Yz)+ alf(x2' X3' X4' Yz, Y3)

+aZf(X3' X4' xl' Y3, Y4)+ a3f(x4' xl' X2' Y4' YI)=O
data je slede6im farmulama:

1° f(xl' XZ' X3' YI' Yz)==O,

aka je (ao+az)2_(al+a3)2#0, (ao-az)2+(al-a3)2#0;

2° f(xl' XZ' X3' Yl' Yz)=Co [II (xl' x3)-II(x3' XI)],

aka je (ao + az)2 - (al + a3)2# 0, ao = az i al = a3;

aka je ao+az=O, al+a3=0 i aoz+a[z#O;

4° f(xl' XZ' X3' Yl' Yz) =II (xl' X2' X3' Yl' Yz),

5° f(xl' XZ' X3' Yl' yz)=O,

aka je ao+az=al +a3:;i:0, (ao-a2)2+(al-a3)2#0;

aka je ao = al = az = a3 :;i:0;

7° f(xI' X2' X3' YI , Yz) = const,

aka je (ao-az)2+(al -a3)2#0 i al +a3= - (ao+ az):;i:O;

8° f(xl' X2' X3' Yl' Yz) = G(xl' X2' YI)+G(XZ' X3' Y2)-II(xl' x3)+II(x3' XI)'

3. U ovoj poslednjoj tacki prvog odeljka razmatra se problem resavanja
jednaCine

(6.12)

aof(xl' XZ' X3' X4' Xs, YI' Y2, Y3' Y4) + alf(xz, X3' X4' Xs' X6' YZ' Y3' Y4, Ys)

+ aZf(x3' X4' Xs, X6' xI' Y3' Y4' Ys, Y6) + a3f(x4' Xs, X6' XI' Xz, Y4' Ys, Y6'YI)
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Stavimo

5
Uo = L: ak' U1= (aO - a1 + a3 -a4)2 + (a1 - aZ + a4 -a5)2+ (aZ - a3 +as - aO)2,

k=O

5
Uz = L: (-l)kab U3= (aO+a1 - a3- a4)2+ (a1+ aZ-a4 -as)2+ (aZ+a3 - as-aO)2.

k~O

KoristeCi po stupak naveden u (IV, 3.) dokazuje se da vazi:

Lema 3. Funkcianalna jednaCina (6.12) ekvivalentna je sa:

I.

II. 2f(xp
XZ' X3' X4' Xs, YP Yz, Y3' Y4) -f(xz, X3' X4, XS' X6' Yz, Y3' Y4' Ys)

+ f(X3' X4' Xs, X6' Xl' Y3' Y4' Y5' Y6) + f(xs, X6' Xl' XZ' X3' Ys, Y6' Y1' Yz)

-f(X6' Xl' XZ' X3' X4' Y6, Yp YZ' Y3)=0,

aka je Uo
"'"

0, U1"",0, uz"",O, U3= 0;

III. 2f(xp XZ' X3' X4' Xs, Yl' Yz, Y3' Y4)-f(X3' X4' xS' X6' xl' Y3' Y4' Ys, Y6)

aka je uo"",O, U1"",0, Uz= 0, U3""'0;

IV. f(xp XZ' X3' X4' XS' Yl' YZ' Y3' Y4)+f(X4' X5, X6' xp Xz, Y4' Ys, Y6' Y1)=0,

V. 2f(xp
XZ' X3' X4' X5' YpYz, Y3' yJ+f(xz, X3' X4' Xs, X6, Yz, Y3' Y4' Ys)

+f(X3' X4' XS' X6' X1'Y3,Y4,Ys'Y6)+f(X5' X6' Xl' XZ' X3' Ys, Y6' Yp yz)

+f(X6' Xl' XZ' X3' X4' Y6' Yl' YZ' Y3)=0,

aka je uo"",O, U1= 0, uz"",O, U3""'0;

VI. f(xl' XZ' X3' X4' Xs, Yl' YZ' Y3, Y4)+f(X3' X4' xS' X6' xl' Y3' Y4, Y5, Y6)

VII. 2f(x1' XZ' X3' X4' XS' Yl' Yz, Y3' Y4) + f(xz, X3' X4' Xs, X6' YZ' Y3' Y4, Ys)

+ f (x
s'

X
6'

X
l'

X z, X 3
'

Y 5 , Y 6' Y 1
'

Y z) + 2 f (x 6'
X

l'
X z, X

3'
X

4' Y 6' Y 1
'

Y z , Y 3) = 0,

VIII. f(xp XZ' X3' X4' XS' Y1' YZ' Y3' Y4)+f(xz, X3' X4' xS' X6' YZ' Y3' Y4' Ys)

+ f(X3' X4' xS' X6' Xl' Y3' Y4' Ys' Y6) + f(X4' xS' X6' Xl' XZ' Y4' Ys' Y6' Y1)
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IX. 2f(XI' X2' X3' X4' XS' YI, Y2' Y3' Y4) -f(X2' x3' X4' XS' X6' Y2, Y3' Y4' yJ

- f(xs, X6' xl' X2' X3' YS' Y6' Yp Y2) = 0,
ako je uo=O, uI:;i:O, u2:;i:0, u3:;i:0;

X. 2f(xl' X2' X3' X4' xS' Yl' Y2' Y3, Y4)-2f(X2' X3' X4' xS' X6' Y2, Y3' Y4' Ys)

+f(X3' X4' xS' X6' xl' Y3' Y4' Ys, Y6)-f(X6' xl' X2,X3,X4'Y6,YpY2'Y3)=0,

ako je uo=O, uI:;i:O, u2:;i:0, U3=0;

XI. 2f(xp X2' X3' X4' XS' Yp Y2, Y3' y4)-f(X2' X3' X4' xS' X6' Y2' Y3' Y4' Ys)

- f(X3' X4' XS' X6' XI' Y3' Y4' Ys' Y6) -f(xs, X6' xl' X2' X3' Ys' Y6' YI, yJ

+ f(X6' xl' X2' X3' X4' Y6, Yp Y2' Y3)=0,

ako je uo=O, ul:;i:O, uz=O, u3:;i:0;

XII. f(x], X2' X3' X4' xS' Yp Y2' Y3' Y4)-f(X2' X3' X4' xS' X6' Y2, Y3' Y4' Ys)

+ f(X4' xS' X6' xl' X2' Y4' Ys' Y6, YI) -f(xs, X6' xl' X2' X3' Ys' Y6' Yp Y2) = 0,

ako je Uo= 0, UI:;i:0, U2= 0, U3= 0;

XIII. f(xl' X2' X3' X4' XS' YI, Yz, Y3' Y4) -f(X4' XS' X6' XI' X2' Y4' Ys' Y6' YI) = 0,

ako je uo=O, UI=0, u2:;i:0, U3:;i:0;

XIV. f(xp X2' X3' X4' xS' YI, Y2' Y3' Y4) -f(X2' X3' X4' xS' X6' Y2' Y3' Y4' Ys)

+f(X3' X4' xS' X6' xl' Y3' Y4' Ys' Y6)-f(X4' xS' X6' xl' X2' Y4' Ys' Y6' YI)

+ f(xs' X6' xl' X2' X3' Ys' Y6' YI' Yz) - f(X6' Xl' XZ' X3' X4' Y6, YI, YZ' Y3) = 0,

ako je Uo=0, UI = 0, uz:;i:O, U3= 0;

XV. f(xl' X2' X3' X4' xS' YI' Y2' Y3, Y4)-f(X3' X4' xS' X6' XI' Y3' Y4' Ys' Y6)

-f(X4' XS' X6' Xl' X2' Y4' Ys' Y6' yl)+f(X6' Xl' X2' X3' X4' Y6,YpY2' Y3)=0,
ako je uo=O, UI=0, U2=0, u3:;i:0;

XVI. 0 = 0,

ako je Uo= UI = U2= U3= o.

Teorema 3. Opste resenje jednaCine

aof(xp X2' X3' X4' xS' Yl' Y2' Y3' Y4)+ alf(x2' X3' X4' xS' X6' Y2' Y3' Y4' Ys)

+a2f(x3' X4' xS' X6' xl' Y3' Y4' Ys' Y6)+a3f(x4' xS' X6' xl' X2' Y4, Ys' Y6' YI)

+a4f(xs' X6, xl' X2' X3' Ys, Yo' YP Y2)+asf(x6' xI' X2' X3' X4' Y6' Yl' Y2' Y3)=0

odredeno je sledeCim formulama:

1° f(xp X2,
X3' X4' xS' Y!' Yz, Y3' Y4)==0,

ako je uo:;i:O, UI :;i:0, u2:;i:0, u3:;i:0;

2° f(x!, X2' X3' X4' xS' Yp Yz, Y3' Y4)=ll(x., x4)-ll(X2' xs)

+ll(X4' xl)-ll(xs' X2)'



Prilozi teoriji linearnih ciklicnih funkcionalnih jednaCina 69

ako je uo*O, UI*O, Ul*O, U3=0;

r I(xp Xl' X3' X4' XS' Yl' Yl' Y3' Y4)-0,

ako je uo*O, u.*O, Ul=O, U3*0;

4° I(xp Xl' X3' X4' XS' Yl' Yl, Y3' Y4)

=II(xp Xl' X4' XS' Yp Y4) -II(X4' xS' Xl' Xl' Y4' YI)'

ako je uo*O, UI*O, Ul=O, U3=0;

50 I(xl' Xl' X3' X4, XS' Yp Yl, Y3, Y4)

=II(xl'x4)-.II(Xl' xs)+II(x4' xI)-fl(xs, Xl)'

ako je uo*O, UI = 0, Ul*O, U3*0;

60 I(xp Xl' X3' X4' XS' Yl' Yl, Y3' Y4)

= II (Xl' X2' X3' xS' Yp Yl) -II(x3' X4' xs' Xl' Y3' Y4)'
ako je uo*O, UI = 0, Ul*O, U3= 0;

70
I(XI' Xl' X3' X4' XS' Yp Yl' Y3' Y4) = II (XI , Xl' YI) -2 II (Xl' X3' Yl)

+2II(x3'X4' Y3)-II(x4' xs, Y4)

+A (xl' X4) - A (Xl' XS) + A (X4' Xl) -A (xs' xJ,

akoje uo*O, UI=O, Ul=O, U3*O;

8° I(xp Xl' X3' X4' XS' Yl' Yl' Y3' Y4)

= II (Xl' Xl' X3' X4' Yp Yl' Y3) - II (Xl' X3' X4' XS' Yl' Y3' Y4)

+A (Xl' X3' X4' Xs, Y3' Y4)-A (X4' Xl' Xl' X3' Yp yJ

+B(xp X2' X4' xS' Yp Y4)-B(X4' xS' Xl' Xl' Y4' YI),

ako je uo*O, UI=O, Ul=O, U3=0;

9° I(XI' Xl' X3' X4' XS' YI, Yl' Y3' Y4) = canst,

ako je uo= 0, UI*0, Ul*O, U3*0;

100 I(XI' Xl' X3' X4' X.., YI' Yl' Y3' Y4)

=fl(xl' Xl' yl)+2II(Xl' X3' yl)+2II(x3' X4' Y3)+II(x4' XS' Y4)

+A(xl' x4)+A(Xl' XS)-A(X4' xI)-A(xs, Xl)'

ako je uo=O, UI*O, Ul*O, U3=0;

11° I(xl' x,!, X3' X4' XS' Yp Yl, Y3' Y4)

= II (xl' X3' xS)+fl(X3' xS' xI)+II(xs' xl' X3)'
ako je Uo= 0, UI*0, Ul = 0, U3*0;

12° I(xp Xl' X3' X4' XS' Yl' Yl' Y3' Y4)

= fl(XI' Xl' Xp Yl' Y2) + II(Xl' X3' X4' Y2, Y3) + fl(X3' X4' xS' Y3' Y4)

+A(xl' X2' X4' xS' Y., Y4)-A(X4' xS' Xl' X2' Y4' YI)

+B(XI' X3' xS)+B(X3' xS' xl)+B(xs, Xl' X3)
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13° f(xp
XZ' X3' X4' XS' Yl' YZ' Y3, Y4)

=II(xp XZ' X4' XS' Yl' Y4)+ II(x4' XS' xl' XZ' Y4' YI)'

aka je uo=O, UI=0, uz=r"O, U3=r"0;

1~ n~,~,~,~,~,~,h,h,yJ

+B(xl' XZ' X4' XS' Yl' Y4)+B(X4' XS' xl' XZ' Y4' yl),

aka je Uo = 0, UI = 0, Uz =r"0, U3 = 0;

aka je UO=UI=UZ=U3=0.

II, A, B su proizvoljne funkcije.

Odeljak B. Neka Xi' YiES(i= 1, ..., n) gde je S neprazan skup, n fiksiran
prirodan broj i Yn+v= Yv za svaki prirodan broj 'J = 1, ..., n.

U ovom odeljku razmatra se problem odredivanja resenja sledece klase
jednaCina

(6.13)

gde su ai (i = 0, 1, ..., n - I) realni (ili kompleksni) brojevi, 1 ~ k ~ n i nepo-
znata funkcija f preslikava S u skup realnih (ili kompleksnih) brojeva.

Izlozicemo najpre dva partikularna slucaja i to k = I (n> I) i k = n.
Odredimo opste resenje jednacine

(6.14)
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Ciklickom permutacijom promenljivih dobija se jos n - 1 jednacina

an-If(xl' ..., Xn, YI) +aof(xz, ..., Xn, xl' yz>

(6.15)

alf(xp ..., Xn, YI)+azf(xz, ..., Xn, xl' yz>

+ . . . +aof(xn' xl' ..., Xn-l' Yn)=O.

Sistem koji obrazuju jednacine (6.14) i (6.15) moze se napisati u mat-
ricnom obliku

A.F=O,
gde su:

[

ao al... an-I

1

-
an-I

.

ao an-2

A- . ,

al a2 ao [

f(x" ..., Xn' YI)

1

f(X2> ..., Xn. XI' Yz)
F= .

;(Xn,XI' ..., x"-,,Yn)

,

Vazi sledeca teorema.

Teorema 4. Opste resenje jednaCine (6.14) dato je formulom

F=CII

gde je C (tl, ..., t[), sa proizvoljnim parametrima tj (i = 1, ..., I) opsti oblik
svih ciklicnih matrica reda n koje zadovoljavaju jednaCinu A. C = 0 i gde je

r

II (x,. .,. , xn)

j

II(x2' ..., Xn. XI)
II= . ,

~(Xn' X"
..., Xn-I)

II proizvoljna funkcija od Xl' ..., X".

Dokaz. Jednacina (6.14), za ao=FO, ekvivalentna je sa

f(xl' . . . , xn' YI)= -~f(xz' . . . , Xn' xI' Yz)- . . . _l!'!..::.J.f(xn, xl' . . . , xn~l' Yn)'~. ~
Stavljajuci Yz = yg, ..., Yn = Y~, gde su yg, ..., Y~ proizvoljne konstante

koje pripadaju skupu S, dobija se

(6.16)

Desna strana pJslednje jednaCine zavisi, dakle sarno od' Xl' ..., Xn'
OznaCimo taj izraz sa h (XI' ..., xJ.

Dakle, (6.16) dobija sledeci oblik

(6.17)
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Formula (6.17) je opste resenje jednaCine (6.14) ako i sam') ako vazi

(6.18) aoh(xl' ..., xn)+alh(x2' ..., xn' Xl) + .. . +an-Ih(xn' xl' ..., Xn-I)=O.

Ova jednacina je ciklicna homogena funkcionalna jednacina sa konstan-
tnim koeficijentima i njeno opste resenje u matricnom obliku, prema [34] glasi~

H = ClI,

gde su matrice: H=
[

h~Xp
..., xn)

]
=F 1I=

[

~(Xp ..., xn)

]h(Xn,Xpoo.,Xn-l)

,

~(Xn'Xp",.Xn-l)'

i matrica C zadovoljava uslov A. C= O.
Prema tome. opste resenje jednacine (6.14) dato je formulom

F=ClI,
sto je i trebal0 dokazati.

Predimo na slucaj k=n. OznaCimo parove (xl' YI) sa Xl' ..., (xn, Yn)
sa Xn. Jednacina (6.13) dobija sledeci oblik

ao!(XI. ..., Xn) + al!(X2. ..., Xn. Xl) + . . . + an-I!(Xn, Xl, Xn-l) = O.
Ova jednaCina je ciklicna homogena funkcionalna jednacina i njeno opste

resenje dato je formulom
F = C II,

[

f(XI. - . . , Xn)

] [

f(xl' . 00. Xn' YP ... , Yn)

]
gde su matrice: F= : = : ,

f(Xn,Xp Xn--l) f(xn,xl' ..., Xn-pYn'YI 00' Yn-l)

[

fl(xp Xn'
Yl' Yn)

]
ll- :

-
~(Xn' Xl' Xn-p Yn, YP .., Yn-l)

.

Razmotrimo sad a slueaj 1<k<n. U tom cilju umesto jednacine (6.13)
posmatracemo jednacinu

ao!(xl' ..., xn,Yl' ..., Yk;Yk+l' ..., Yn)

(6.13') +al!(x2' ..., Xn, xl' Y2' ..., Yk' Yk+l; Yk+2' ..., Yn' YI)

+... +an-I!(Xn, Xl' ..., Xn-I' Yn, YI, ..., Yn+k-I; Yn+k' ..., Yn-J) =0.

Jednacina (6.13') je ciklicna homo gena sa konstantnim koeficijentima.
Ciklicnom permutacijom promenljivih dobijaju se sledece jednaCine

an-I!(xI' ..., Xn, YI' . .. , Yk; Yk+I' ... , Yn)

+aO!(x2' ..., Xn, Xl' Y2' ..., Yk+I; Yk+2' ..., Yn, YI)

+... +an-2!(Xn, Xl' ..., Xn-i' Yn' }'t, ..., Yn+k-I; Yn+k, ..., Yn-I)=O.

(6.19)

aI!(Xj' ..., Xn, Yl' ..., Yk; Yk+
l'

..., yJ

+a2!(x2' ,,,,Xn,XpY2' ""Yk+j; Yk+2' ...,Yn'YI)
+.. . +ao!(Xn' xl' 00" Xn-l' Yn' Yl' ..., Yn+k-I; Yn+k' ..., Yn-J)=O.
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Sistem koji obrazuju jednaCine (6.13') i (6.19) moze se predstaviti u obliku

aof+alfl+... +an-Ir-l=O,

an-If + aofl + . . . + an-2fn-1 = 0,
(6.20)

ad+a2f1+ ... +aor-I=O.

Sistem (6.20) je sistem linearnih, homogenih algebarskih jednacina sa
nepoznatim f, fl, ..., fn-l.

Potreban i dovoljan uslov da sistem (6.20) ima netrivijalna resenja je

det A = =0.

Ova determinanta je ciklicna i vazi jednakost

gde su €i(i = 0, 1, ..., n - 1) razlicita resenja binomne jednacine

Dakle, jednaCina (6.13') ima netrivijalna resenja ako i sarno ako karakte-
risticna jednaCina E (x)==ao + a,x + . . . + an-l xn-1 = 0 ima zajednicka resenja sa
binomnom jednaCinom b (x) == 1- xn= O.

Opste resenje jednaCine (6.13') prema [34] dato je formulom

+ b.ll (x. + I'
. . . , xn, Xl' . . . , X., Ys+l' . . . ,Ym+.; Ym+s+I' . . . , Yn, YI' ... , yJ,.

gde su bi (i = 0, 1, ..., n - 1) realni (ili kompleksni) brojevi,

bo+ bl X + . . . + b. X' = F (x).

JednaCinu (6.13) zvacemo "skresana" jednacina jednacine (6.13').
Dokazacemo da vazi sIedeca teorema.

Teorema 5. Svaka funkcija f data formulom

(6.21 ) f(xl' ..., xn' y" ..., Yk)

=boll(xl' ..., xn, Yl' ..., Ym)+blll(x2, ..., xn, XI' Y2"'" Ym+l)

+. . . +b.ll(x.+l' ..., xn' xl' ..., x.' Y,+l' ..., Ym+.)
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gde je m = k - s, mEN, II (xl' ..., Xn, Ys' ..., Ym) proizvoljna funkcija, zado-
voljava jednacinu (6.] 3).

Ako je k - s;?,0, tada je II proizvoljna funkcija sarno od xl' ..., xn'

Dokaz. Dokazimo da je f=F(Il), gde je II(xl' ..., xn, Yl' ..., Ym) pro-
jzvoljna funkcija, resenje jednacina (6.13).

Zaista, imamo

D (f) =D (F(II)) =b (II) = 0,

odakle sleduje E (f) = 0, sto je trebalo dokazati.
U vezi sa prethodnim razmatranjima moze se formulisati sledeci problem.
Neka je J bilo koja ciklicna jednacina po xl' x2' ..., Xn, neka je 0

formula njenog opsteg resenja koja sadrzi proizvoljnu funkciju II. Ako je J'
"skresana" ciklicna jednaCina dobijena iz J, da Ii se nekim "kresanjem" funk-
cije II u formuli 0 dolazi do opsteg resenja 0' jednaCine J'?
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Res u m 'e

CONTRIBUTIONS A LA THEORIE DES EQUATIONS FONCTIONNELLES
LINEAIRES CYCLIQUES

Budimir M. Zaric

Ce travail, these de doctorat, de I'auteur se rapporte aux problemes
generaux et speciaux de la resolution des equations fonctionnelles lineaires
cycIiques.

II continue les resultats cIassiques et quelques resultats plus nouveaux de
la theorie des equations fonctionnelles lineaires.

II est compose des chapitres suivantes:

I. Considerations, introductives et quelques resultats generaux;
II. Resultats obtenus au moyen de la methode matricielle de S. B. PRESIC;
III. Solution reproductive de l'equation E (f) = 0;
IV. Applications des resultats precedents aux cas particuliers;
V. Equations lineaires cycIiques non homogenes.
VI. Quelques resultats concernants les equations fonctionnelles paracycIiques;
VII. Bibliographie.

I. Dans Ie premier chapitre, on precise tout d'abord Ie type d'equations
fonctionnelles dont il s'agit dans les premieres quatre parties du travail et puis
on enonce et demontre qulques resultats simples utilises plusieures fois dans Ie
travail (lemmes 1 et 2). Ensuite encore touj)urs dans la premiere partie de ce
chapitre, on cite Ie theoreme de GHERMANESCUsur la forme de la solution
generale du type considere d'equation fonctionnelIe, et l'on expose sa demon-
stration, un peu different de celIe donnee dans L8] et plus precise que celle-la.

Dans la deuxieme partie du premier chapitre on considere un cas particulier
- l'equation fonctionnelle binomiale, c'est-a-dire l'equation de la forme f = ajP.

On ycite tout d'abord quelques resultats de D. S. MITRINOVIC, et l'on
obtient ensuite, apres quelques lemmes et un theoreme de caractere assez general,
une condition necessaire et suffisante pour que l'equation de la forme E (f) = 0
soit equivalente a l'equation binomiale.

II. Dans la premiere partie du deuxieme chapitre on a expose les resultats
de l'application de la methode matricielle de S. B. PRESIC.

La seconde partie contient l'expJse d'une methode nouvelle d'obtenir la
solution generale de l'equation E (f) = O. On y a cherche la solution general de
cette equation sous la forme

F=Bll,

oil Best une matrice cyclique aux elements constants. On a examine d'abord
sous quelles conditions, relatives a la matrice B, I'equation F = B II definit la
fonction f d'une maniere univoque. On a demontre Ie fait suivant: en supposant
que tous les elements de B soient constants, l'equation F= B Jl definit la fonction

f d'une maniere univoque si et seulement si la matrice B est cyclique.
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Le resultat principal de ce chapitre est une formule qui comprend toutes
les solutions generales de la forme

(1) l=boll+b1111+.. . +bn_111n-l.

II est formule par l'enonce suivant:
Si C (t1' ..., tl)' OU les parametres t1, ..., tl sont arbitraires, repre-

sentes une forme generale de toutes les matrices cyc1iques C satisfaisant it
l'equation A. C = 0 (A etant la matrice de l'equation fonctionnelle E (f) = 0),
alors Ia formule

F=C(tl' ..., tl)ll

contient toutes les formules de la forme fournissant les solutions generales de
l'equation E(f) = O.

III. Dans Ie troisieme chapitre on traite Ie probleme de l'unicite de la
solution reproductive de l'equation E(/) = O.

On dit qu'une solution de cette equation de la forme

(2)

est une solution generale reproductive si elle est generale et remplit la condition

RR=R (me,d b (x»).

Apres avoir etabli Ie fait que toute solution de la forme (2) peut-etre
exprimee saus la forme 1= R (II) = F( cp(II»), cp(x) etant un polynome, on aboutit
au resultat suivant, principal dans ce chapitre.

L'equation E (f) = 0 possede la solution generale reproductive unique, cette
solution est donnee par

1= F(Ko (II»),
ou Ko (x) est Ie polynome de degre inferieur it celui de D (x) Iequel est lie au
polynome Lo (x) de degre inferieur it celui de F (x) par l'identite

1 = F(x) Ko (x) + Lo (x) D (x),

F(x) et D(x) etant deux p8lynomes determines, lies it l'equation E(f)=O'
IV. Le chapitre suivant traite Ie probleme de resoudre et d'exprimer par

formules la solution generale et la solution generale reproductive de l'equation
E (I) = 0 dans les cas n = 3,4 et 6. On demontre tout d'abord en se servant de
methodes particulieres, que l'equation consideree equivalente it l'une des quatre
equations determinees (appelees equations canoniques) dans Ie cas n = 3, avec
l'une des huit si n = 4 et avec l'une des seize si n = 6. On donne ensuite un
procede pour determiner, pour chaque equation E(f) = 0 dans les cas n = 3, 4, 6,
celIe des equations canoniques qui Iui est equivalente. Pour chaque equation
canonique on a determine sa solution generale et sa solutiGn genera Ie reproductive.

V. Le sujet du cinquieme chapitre est Ie probleme de la resolution de
l'equaticn E (f) = g, la fonction g etant donnee. Cette equation non homogene
n'est pas possible pour toutes fonctions g. On a trouve une cGndition necessaire
de sa possibilite sous la forme

CG=Q,

ou C est une matrice cyclique satisfaisant it AC = O.
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Vne solution generale de l'equation consideree est donnee par la formule

F=CII-BG,

ou C est une matrice cyclique satisfaisant a AC = 0 et Best une solution
quelconque de l'equation matricielle ABA + A = O.

Toute equation E (f) = g est equivalente it l'une des 4 equations non
homogfmes canoniques pour n = 3, l'une des 8 pour n = 4 et a l'une des 16 pour
n = 6. On a donne Ie critere de ces equivalences de me me que les solutions
generales de toutes equations canoniques.

VI. Le sixieme chapitre est compose de deux partie.
La premiere se rapporte a la resolution de quelques classes d'equations

paracyc1iques, par exemple des equations de la forme suivante:

aof(xp xz' X3' Yl' yz)+a1f(xz, X3' x4' Y2' Y3)

+aZf(x3' x4, xl' Y3, Y4)+a3f(x4' xI' XZ' Y4)=0.

La deuxieme partie traite Ie probleme de determiner les solutions de
l'equation

aof(xp ..., xn, Yl' ..., Yk) +alf(xz, ..., xn, xI' YZ' ...,

+ . . . +an-1f(xn, xI' ..., xn-l' Yn, Yl'

Yk+ I)

. . . , Yk--I) = 0,

(ou complexes)ou les coefficients aj(i = 0, 1, ..., n - 1) Bont des nombres reels
et k satisfait a 1 :;;;.k:;;;'n.

VII. On a enumere dans la Bibliographie la litterature qui a ete soit
citee dans Ie texte de ce travail soit utilisee en tant que litterature generale
concernant les equations fonctionnelles.
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