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1. Die algebraische Gleichung

(1)
n

L: ar zn-r = °
r~O

nach Division durch ao bringt man auf die Form

(2)
n

'" C zn- r = °L... 0 r
r~O

mit

(r = 0, 1, . . . , n).

Die Abschatzung von Moduln der gr6Bten Wurzeln der Gleichung werden
wir mittels der Idee der Methode von LOBATSCHEWSKI-GRAFFEfiir Ermittlung
der Wurzeln algebraischer Gleichungen ausfiihren.

Beweisen wir zuerst den

Satz 1. Die M oduln von Koeffizienten mCr' (r = 0, 1, . . . , n), in der algebraischen
Gleichung deren Wurzeln nach m-fachen Quadrierun~ der Wurzeln der Gieichung (l)
erhalten worden sind, befriedigen die Ungleichung

ImCr I<Mzm (n + l_g?m-l,

M ==max ( Iocr I) = max (
I ~~ ! )

{

On gerade Zahlg ==
1 n ungerade Zahl.

(r=O, I, ..., ny,

Beweis. Den Koeffizient beIiebigen, zum Beispiel r-en (ziihlend van links nach
rechts) G!iedes in der algebraischen Gleichung, deren Wurzeln die Quadraten der
Wurzeln van der Gleichung (2) darsteIlen, rechnet man nach der Formel

(3) (-1)' lCr=oc/+2 L: (-I)iocr-i'ocr+i'
. 1~i~ min (r, n-r)

Index "i" in (3) nimmt den Wert der kleineren van zwei Zahlen, r und n-r.
AIle Koeffizienten oCk mit dem Index "k" kleinerem als ,,0" oder gr6Berem
als "n" bestehen in der Gleichung (2) nicht, sie sind gleich Null.

GemiiB (3) kann man schreiben

(4)

oder, wenn wir in unsere Betrachtungen die Zahl "M" einfiihren (Satz 1),

(5) Ilcr! <M2 + 2 (min (r, n-r») M2.
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Fur beIiebiger "r" gilt immer (die Zahl "g" wird im Satz 1 definieri)

min (r, n-r) ~
n-g .

2
(6)

(7)

Aus (6) und (5) folgt

: jCrI<M2 +-2 f1~g M 2
= A[2 (n +-1- g).

Da es in der ermittelten majorierenden Formel die Indizes der Koeffizienten
nicht gibt, gilt sie flir jeden (r = 0, I, . . . , n), bzw. flir aIle Koeffizienten der
durch die Quadrierung erhaltenen Gleichung.

Aus ellL~prechenden Formeln fur die Koeffizienten der Gleichungen deren
Wurzeln durch zwei-und dreifacher Quadrierung der Wurzeln der Gleichung (1)
erhalten worden sind, kann man die Gtiltigkeit der foIgenden allgemeinen
Abschiitzung voraussetzen

(8)

Die FormeI (8) gill fur m = I, 2 und 3. Gehend aus der Voraussetzung,
daB die formel richtig fur 'Om" ist, solI man ihre Gultigkeit flir "m -+-I" zeigen.

In Ubereinstimmung mit (4) kann man schreiben

oder hinsichtlich (6) und (8)

r m+jCr 1<[M2m (n +- 1_g)2m-lJ2 +- 2
n-g M2m (n +- I-g)2m-1 M2m (n +- I _g)2m-1

2

(9)

Die Formel (9) wird aus (8) beim Ersetzen von "m" durch "m -+-I" erhalten.
Die Formel (8) gilt folgIich auch fur "m +-I". Damit wird der Tnduktionsbewei!':
geschlossen. Der Satz I wird bewiesen.

2. Setzen wir voraus, daB die Gleichung (1) mehr nach dem Madul gleiche
groBte Wurzeln, zum Beispiel "u" solcher Wurzeln, hat.

Nach dem Wurzelnsatz van VIETAflir die Gleichung deren Wurzeln m-fach
quadrierten Wurzeln der Gleichung (1) sind, besteht zwischen den WurzeIn
die Beziehung
(10) '"

2m 2m 2m ( I) U
Z. .Z. ... Z. = - mCu'

~h<'" <ju~n 1J J2 Ju

Die Summe in (10) enthiilt aIle Kombinationen der Pradukte aus "u" m-facb
quadrierten Wurzeln der Gleichung (1).

Dividieren und multiplizieren wir die Summe in (10) mit dem Produkt
der quadrierten Moduln der groBten Wurzeln. Das Modul der groBten Wurzeln
bezeichnen wir mit IZj I.
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Man erhiilt so

(11 )

= ( - I)U mCu'

Die Summe L' enthiilt das Produkt der ersten, gr6Bten "u" quadrierten Wurzeln
nicht. tpi (i = 1, . . . , n), sind die Argumente der gr6Bten Wurzeln.

Bezeichnen wlr

h = L' (3l )
2m

. . .(~ )
2m .

j~h<" . <ju~n IZl I IZl I
(12)

Da

D
exp j 2m tpi)= exp (j 2m

i~1
tpi) ==exp (j a) = cas a + j sin a

ist, foIgt aus (11)

(13)

1

ImCu
12m

1

I mCu12m
1 1

I CDS0(.+ j sin 0(.+ h 12m [1 + 2 (Re {h} CDS0(.+ 1m {h} sin 0(.+ Ih 12j2m+l

Nach dem Satz 1 kann man schreiben

(14)

1
1--M(n+ I-g) 2m

i Zllu< 1
[1 + 2 (Re {h} CDS 0(.+ 1m {h} sin 0(.) + Ih 12j2mH

Die Abschiitzung (14) gilt bei jedem beliebig graBen "m".
Aus der Definition (12) beschliesst man, daB

(15)

wird, wenn wir mit "K" das Verhiiltnis zwischen dem Modul der Wurzel
niichsten zu den gr6Bten Wurzeln und dem Modul dieser lezten bezeichnen
(K< 1). "C" bczeichnet die Anzahl der Summanden in der SUmme

C=(:)-l.

Die Zahl "h" kann man daher mit geniigend groBem "m" beliebig klein
machen

(16) lim Ih I= O.
m~+oo

Da

\2 (Re {h} cas a + 1m {h} sin a) + I h 12
i ~ 21 h I (I cas a I + I sin a I) + Ih 12

~2V2Ihl+lhI2
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ist, aus (16) folgt

(17) lim [2 (Re {h} CO"ex+lm{h} sin ex)+ Ih 12] = o.
m---+ 00

Die majorierende Formel (14) mit m -+ + 00 wird so

(18)

Formuliren wir aus c!er Ungleichung (18) den

Satz 2. Die Wurzeln der Gleichung (I) sind sicher nach dem Modul kleiner als
die Zahl

R=[M(n+ l-g)]u .

3. Aus dem Satz 2 erhiiIt man einfach den

Satz 3. Bezeichnen wir die Wurzeln der algebraischen Gleichung (I) mil den
Indizen I,..., n nach der GrojJe ihrer M oduln

Iz
1

~ lz I~... ~Iz k 1~ lzkl'~lz k !~... ~!z I'.1 - 2,- -I -11- -i +11- ~-I n

Fur die Wurzeln gilt

(k = I, .. . . n).

Beweis. Der grof3tmogliche Betrag yon iZk I wird, wenn

ist.
In Oberein~ timmung mit dem Satz 2 wird elann

(19)
1

IZkl<[M(n+l-g)]k .

Die Forme] (19) gibt so die allgemeine Abcchatzung des Modu]s IZk !.
Der Satz 3 wird bewiescn.

4. Mit Hi]fe des Satze; 2 I;ann man fUr die algebrai:chen Glcichungen mit
siimtlich reJ]en Koeffizienten den folgenden Satz ausfUhren.

Satz 4. Die Wurzeln einer algebraischen Glzichung mit reellen Koeffizienten sind
nach dem Modul kleiner als die Zahl

R = max (Rr' R')
mit

R'=vM(n+ I-g),

wo Rr die Grenze des absoluten Betrages der reellen Wurzeln der Gleichung
darstellt.

5 Publikaci.ie Elektrotehnickog faku1teta
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Beweis. Setzen wir voraus, daB die gr6Bte Wurzel der Gleiehung eine
komplexe Wurzel ist. Da die Gleiehung mit samtIieh reellen Koeffzienten ist,
wird die gr6Bte Wurzel mit der ent~pr\.,ehtnc'en konjugierten Wurzel desselben
Moduls verbunden. Die Grenze der Wurzeln wird sO in Obereinstimmung mit
dem Satz 2

R'=VM(n+ I-g).

Falls die groBte eine relle Wurzel ist, wird die Grenze der Wurzeln der
Gleiehung gleieh Rr'

In allen anderen m6gliehen Fallen mit mehr als zwei naeh dem Modul
gr6Bten Wurzeln wird gemaB dem Satz 2 die Grenze der Wurzeln, da
M (n + I-g) ~ list, sieher immer kleiner als R'.

Die Wurzeln der algebraisehen Gleiehung k6nnen daher nimmer naeh
den Moduln so groB als die Zahl

R=max(Rr' R),

sein. Der Satz 4 wird bewiesen.

Der Verfasser moehte an dieser Stelle Prof. Dr. D. S. MITRINOVICftir sein
Interesse und Entgegenkommen, sowie Dr. D. SIMEUNOVICflir seine VorsehIage
hinsichtlieh des Satzes 3 verbindlieh danken.


