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417. KOMPLANATION EINER FLACHE *

Stanimir Fempl

In jedem Achsenschnitt eines schiefen Kreiskegels kann man seinen Inkreis
konstruieren. Der geometrische Ort sdmtlicher Inkreise stellt eine Fliche dar,
deren Gleichung man auf folgende Weise erhalten kann,

Es sei

xX24y?=r?, z=0

die Gleichung des Kegelgrundkreises. Das charakteristische Dreieck falle in die
XOZ-Ebene, die Kegelspitze sei V (x,, 0, h). Bezeichnet man die Kegelachse
mit s und den Winkel zwischen der orthogonalen Projektion einer beliebigen
Mantellinie in die Kegelbasis u. X-Achse mit ¢, so besitzen die Ecken 4 u. B der

Z |

Grundlinie des Achsenschnittes Koordinaten A (rcose, rsing, 0), B(—rcosg,
—rsing, 0) (man kann x,=0 annehmen). Es seien noch s, u. s, die grdsste u.
kleinste Mantellinie des Kegels.

* Received May 5, 1973.
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Die Gleichung der Ebene durch die Punkte A4, B, V ist
I . hx—hy ctgo—x,z=0.

Wenn 7(&, ‘v;, ) den Radiusvektor des Inzentrums in A ABV darstellt, so ist
wie bekannt [1]

- — b—-> — N
ar,+bry,+cr, 3 .
r=— gt (ri={x, yi» 2}, i=1, 2, 3),

wo —r: resp. die Radiusvektoren der Ecken 4, B, V' sind, und a, b, ¢ resp. die
gegeniiber liegenden Seiten:

BV?2=(x,+1rcosg) +r2sin2@+h>=r>+ 52+ 2rx,co80  (h+x,2 =s?),
Wz=r2+52—2rxocos @, AB=2r.

Sodann sind die Koordinaten des Inkreiszentrums

£ = (WVrP+ 52+ 2rx, c0s —/12+ 52—2rx, COS @) F COS P + 2FX,
20

’

(2)

(/P4 s+ 2rx cosg—\/rP+ ' —2rx,cos¢) rsing - 2rh

B El

26 2¢

(2c=a+ b+c=/r2 45 +2rx,c08 9+ /12 + 52— 2rx,C08 @+ 27r).
Der Inkreishalbmesser ¢ in AABV hat den Wert 2p/25, wo

— -

—
i k|

~

]2;( = [ﬁxﬁl —=mod| 2rcose 2rsing 0 |=2r+/s*—x,2cos?¢.
Xo+rcose rsing h
Die Gleichung (1) und die Gleichung (x—E)2+(y—n)2+(z—¥)*=g? stellen
die Gleichungen des Inkreises in A ABV dar. Bestimmt man noch den Wert p>— 17{2,

so erhdlt man nach Rationalmachen des Nenners den Wert

1
Y [r? 4+ 52— ~/(r? + 52> —4r2 x> cos? ¢].

Auf diese Weise sind durch die Gleichungen

2 2 2 N2 A2y 2 2
Wty 22 Ex byt L)+ IV 7] 4rixlicos’e o

(3)
hx—hyctgo—x,z=0

(€, n, € Funktionen von ¢) die Parametergleichungen des gesuchten geometrischen
Ortes charaktericiert,

Da der geometrische Ort der Inzentren durch (2) gegeben ist, so ist es
moglich die Fliche (3) auch genetisch aufzufassen: die Erzeugende der Fliche
ist ein Kreis von verdnderlichen Halbmesser

0= 2r+/s2—x,? cos’ ¢

P+ 82+ 2r%, COS g+ /PP + S —2rX, COSQ+2r
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und ihre Leitlinie ist die Kurve (2). Den Winkel 6 zwischen der Leitlinie und
der Ebene eines beliebigen Achsenschnittes erhdlt man auf Grund der Formel

hr (\/r*+ T+ 2rx, cOS @—+/r? + 52— 27X, COS @)

[sin 6| =

B

do
(Q2r+/FFFsE12rx, 008 +4/r + 2 —2rx, 08 @) Ti—l\/sz—xo2 cos? g
P

wo do, das Bogendifferential der Leitlinie darstellt. Der Ausdruck fiir do,/de
besitzt eine ziemlich komplizierte Gestalt und ist hier nicht angefithrt. Man
bemerke nur, dass die Tangente auf die Leitlinie fiir ¢=0 auf die Ebene des
charakteristischen Dreiecks senkrecht steht, wdh-end fiir ¢=m/2 die Tangente in
dic Ebene des zu dem charakteristischem Dreieck Normalschnitt fillt. Die
Tangenten sind also fiir ¢=0 und ¢==/2 parallel. Dariiber kann man sich

iiberzeugen, wenn man den Ausdruck fiir do,/dg formiert (fiir ¢ =0 ist do,/do
=r(8;—8)/(s, +5,+2r), und fiir p=7/2 ist do,/do =r2x,/(r + \/7* F52) A1+ 52,
Z |

it

;

i
i

>

i
Y

Da also Kreise die Fliche (3) erzeugen, so konnte man jhren Inhalt
mittels einen einfachen Integral ausdriicken, wenn man nur als Flichenelement
ein sphirisches Zweieck annimmt, dessen Winkel dw den Neigungswinkel zwischen
den Ebenen von zwei unendlich nahen Inkreisen darstellt (wire ein solches
Zweieck mit zwei gleichen Kreisen von Halbmesser o begrenzt, andersmal von
zwei Halbmessern p+dp, so wire die Flichendifferenz 2 (p +dp)2dw—2p? dw,
also eine Infinitesimale von héheren Ordnung).

Die gesamte Fliche ist mit

M=2j‘2p2du)
0
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gegeben. Der Winkel dw ist der Winkel zwischen der Ebene (1) und der
Nachbarebene

hx—hy ctg (o +dop)—x,z=0,

so dass
h?+ h? ctg @ ctg (p + do) + x,2

v (H + B2 ctg? @+ x2) (M2 + h? ctg? (@ + do) + x, 2]

cosdw =

ist. Bestimmt man daraus sindew =dw, wegen A%+ x,2=s? erhilt man

deo — hs | ctgp—ctg (9 + do)|
\/ (s* + h? ctg? @) [s? + h? ctg? (p + do)]

Da
ctg (¢ + dp) = ctg o ——2 + 0 (do)
sin? @

ist, so erhilt man
hs dop . hs

s?sin? @+ h2cos’e  s*—x,2cos’ @

de = do.

Deshalb ist

k1
d
416r2hsf ¢ .
(Vre+s7+2rx,cos p++/r2+ 52 —2rx,cos o +2r)
0

Nach Rationalmachen des Nenners bekommt man fiir die Funktion unter dem
Integralzeichen den Ausdruck

1

37 (s'—x,2 C0s* 9)? 2rrrs st —x2(5r2—s)costo

+ (212 — 52— x,2 €082 @) \/(r2 + 52— 4r? x,2 cos? ¢

—2 [P —rxy? cos? o —x, (r*—s?) cos @] /1 + 57 -+ 2 rx,COS @

—2[r3—rx,2c082 + X, (r*—s%) c0S ¢]/r? + 8T — 2 rx,COSQ .
Auf diese Weise, kann man schreiben

M—2hs(J +J+ I+ 7)),

J = f 2rt+r? s2+s“—x02 (5r2—s?) cos? o do,
52—x,2 cos? @)?

) r*—x, (r2_52) COS p—rx,? COs> @ \/r~————~——+ 212 rx cosp dcp,
52—x,% cos’ p)? 0

2_ o2 _ 2
J, a___zf r +x0(r 5%) cos 9—rx,? cos’ ¢ \/r +s2——2erCOS<pd<p,
52—x,? cos? g)?

J— f 2ri—st—x? cos’ @ \/(r +sB)E—4r2 x02 cos? ¢ do.

(52—x,2 cos? @)?
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Das erste und das vierte Integral kann man auf Integrale mit den Grenzen (0, /2)
zuriickfithren. Ausserdem, das erste Integral ist elementédr und man erhlt (tg o = u)

[s2 (r*—s)2 + 12 r? (r* + 357)].

4 /; .h3 3
Das dritte Integral reduziert sich auf das zweite, wenn man ¢ mit w—o¢
vertauscht. Es wird sodann

e X

YR [s (r2— 22+ h2r? (r? + 357)]

— 2 2 C - C 2
4f rex (r ) CoSpr¥y cO8 ¥ s 1 2rx, 080 do
52— x,? cos? @)?

—
+2f 2ri—s x"COSCP\/(r + 522 —4r2 x2cc 82 9 do.

s2—x,? cos? )2

Das zweite Glied auf der rechten Seite in (5) ist ein elliptiséhes Integral. Es
lasst sich auf die Normalformen auf folgende Weise reduzieren. Zuerst erweitert
man den Bruch im Integranden mit (r2+ 52+ 2rx,cosg)V/2. Es folgt

k3

(6) J = 4 [ 2r7x,co8 orxy? (317 —5%) €08 o—x, (r*+-5*) cos o1 (F2+57) do

[ cos? CP_LZ * PEsT 1 2rx,co8p

X2
Nachdem zerlegt man die rationale Funktion im Integranden in Partialbriiche von
de.r qum M, [(cos 9—s/x)* + N,/ (Cos o—s/x) + P/ (Cos @+ 5/x,)* + Q,/(C0S  + /).
Hier ist
2062 2232 (¢ L 3
M1 _ _E‘LE&MQM (s L) , ]V1 o (s+71) (r3——r2S+ 51‘52—S3),
45* 453
2002 322 (o —

% (Cr) (5=n) 0,=- Lo G r)(r3+r2s+ 5rs? +s3).

Pl = 2 ’ 3
45 4

Die erste zwei Integrale in J berechnen sich auf Grund der Substitution

cose=1-—-2sn%y

Wegen
sing=+/1—(1—2sn?u)?=2snu+/1—sn?u = 2snucnu
ist
d =Mdu=2dnudu
2snucnu

und  (r? + 5% + 2rxocos @)1/2 = (r? + 5> + 2rx, — 4rx, sn® u)1/2 Wegen  5,2=¢%+s2
+2rxy (p=0), s, ~—r2+s —2rx, (p=m) ist 4rx,=s5>—s,%, und es wird
do _ 2dnu

= du.
VP45t +2rx,cos @ 4rx,
S 1— o2 sn?u
1
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Die Grosse

0 k-2

5y

ist nicht grosser als 1, und man kann sie als Quadrat des Moduls der elliptischen
Funktion snu auffassen (snu=sinam (u, k)). Da y/1—k?sn2u=dny [2] ist, so
wird

d 2
= _Zdu
P82+ 2rx,cos s,
Es ist noch
s §—X, 2x, 2 s S+X, 2%, .2
cosSp——=——"2f1 +-""0sn?y), cosS@p+—=—""2[1—"""sn%yj.
X, X, 5—X, X, X, 5+ X,

Auf Grund dessen nimmt J die Gestalt

K 4 K d K
8) J=M -——“*+Nf f : f
® f(l-oclz sn? u)? 1—oa2sn’u (l—oc sn? u)z—r Q 1—o,? sn2
0 0 0

an, wo

2(s2—r?)?(s+r) N - _2r(r4+4r2 52+ 4rs3—s%)

M= — )
5,87 (s—x0)* 518° (s—x,)
P:2(s2—r2)2 (s—n) , 0— _2r(*+4r° s’ —4rs’—sY)
5,82 (s + x,)* 51 8% (5 + x,)
und
2 2x ‘
©) al= = (0= —al<+ ), of=-"2 (Ksk?<l)
§—X, S+ X,

(fiir =0 folgt sn?u=0 d.h, u=0, wihrend fiir o= folgt sn?y=1 d.h. u=K,
wo K ein vollstdndiges elliptisches LEGENDREsches Normalintegral I Gattung ist;
es sind also 0 u. K die Grenzen fiir die Integrale in (8)). In den ByrD-
-FrieDMANschen Tafeln fiir elliptische Integrale [3, Formel 410.07] findet man

(10) f _ 1 n2 po ket 2k vtk
(1—oa,2sn?u)? 2(a12—1)(k2—a17)[ ! k2—o,?
0

R e ek L LI R ]
24/0* (1—a,?) (22— k%) o (% K)

Hier ist E das vollstindige elliptische Normalintegral Il Gattung (Medul &),
und A, (¢, k) ist die HEuMANsche A-Funktion [4]. Dabei ist

. o, ? s
(1D smq;:\/——alz‘—kZ:Eﬁ.

Die Grosse k' stellt den Komplementdrmodul dem Modul k£ dar, d.h. es ist
2 rk'2=1
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Weiterhin ist [3, Formel 410.01]

K

du k? T, 2

12 = K~ ‘ A, (b, k).

( ) f ]—ochSnZu kZ_alz 2 \/“12 (1—0!,2) (d,z—kz) 0 (41, )
0

Wenn man jetzt in (10) u. (12) die Werte aus (7) u. (9) eintrégt, so folgt

— 4__ 2 ¢2 25 2 4 —
5—X, [SZE-r 6ris?+drix?+s K_l_s,rc(r S+ 3rs?—rx, +s)A @, k)]

2(s+x,) (r+5)? (r+9)? h(r+s)
bzw.
2r (s —x,) 8,70 (5 X,)
(r + 5)? K+ 2h(r+s) Ay b, K,

und wenn man diese Werte noch mit M bzw. N multipliziert, so erhilt man
die Summe Q, der zwei ersten Glieder in (8). Es ist

s, (s—r)? (s+r)E rés—2r¥(3s2—2x,)—r*s3—4r3s? (252—3x,2)—r? s5— 2rs6+s7K
hs? h s, 3 (r+s)

Q,=—

4 (D52 _x.2 22‘2_304_ R
e YY)

Fiir die Integrale in denen der Parameter «, erscheint, entsprechen die
Formeln [3, F. 413.07]

K

du 1
13 - A K
a9 f(l—“zzsnzu)z 20— (22— k) locz E+( “)

0

o, (20,2 + 20,2 k2—3 k2 — %)
2 2 2 2 A R k

it cr e L ]
und {3, F. 413.01]

K
du o%,T
14 —_—— , k
(14) fl—oczzsnzu 24/ (2 —k*) (1— O(g )
wo 0
o, —k? _|s—=r|
(15) sin = \/ ek

Trdgt man hier die Werte fiir o, und & ein, so folgt nach Multiplizierung mit
resp. P u. Q@ und Addierung

Q, _Si (st (s—r) _(s=r? (S—')K

h?s? h*sts,

L LOS ) SIS N (e Ky sgn (s ).

h3s3
Auf Grund dessen, wegen J=Q, +Q, erhdlt man den Wert fiir J:
2rr3s—rt (3s2—2x3) 21 83 —2¢25% (252 —3 x,2) + rsS—s9] K+ 2rs, (s2—r?%)

h2s 53 (s+71) h? s*

_ QI ) PSP 3 A (g, K)— Ay (G k) sgn (s— ).

hs?

(16) J=
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Fiir die HEUMANfunktion ist es moglich, das Additionstheorem [3]
AW, )£ A E k) =Ay(o, k)= k’szmn[Jsmﬁsmcp

anzuwenden. Die Gréssen ¢, £ und ¢ miissen dabei der Gleichung
cos @ =coscosEF sin Psin £ /1—k'%sinZ g

geniigen. Fiir sgn(s—r)= — 1 iibergeht die Subtraktionsformel in die Additions-
formel. Dann aber ist sinf= —(s—r)/s,, s0 dass man wieder die Formel

Y] Ay, B)— A E, k)sgn(s—r)=A (o, k)mi k'? Ksin ¢sin€sing
T
unter der Bedingung

(18) cos g =cos P cost +sinsing /T—k'ZsinZ ¢

anwenden kann.

Aus der letzten Gleichung ist €s notwendig die Grésse sin¢ und danach ¢
sclbst zu bestimmen. Wenn man in ihr die Werte fiir ¢ u. £ aus (11) u. aus (15)
eintrigt, so erhdlt man

5, (r+8)COS @ =27 (s— ) + (s—r) /A3, + 5,7 Cos”.
Von den zwei Losungen dieser Gle.chung befriedigt nur der Wert

§s2—rx, . rh
cosp= co sine= -
2

§5,

die Gleichung (18), weshalb
2rh(s—
Ay @, k)= Ay G ) sgn (5—1) = Ay (g, k) — = ¢
nss, (s+r)

wird. Auf Grund dessen wird (16)

- 2rs, ($—r?) E_ 23 (12 +35%) K_r4 (252 — x,2) + rts? (523 x,%) + 56 TcAO (o, k)
hes? sts, h s
(19)

sin ¢ = hr/ss,.
Endlich, fiir

2rt—s?—x,2 cos? @ BRIV 3
0 TN+ 57)?—4rx, 2cos?o d
7 cosi oy V( )y — ¢ do,

J,=2

o\m}ﬂ

wenn man noch ¢ mit (x/2)—¢ vertauscht, erhdlt man

k3
2

( X, sin’ @ >[ 472 x4* sin? @ ]
22r—s2) (r* +57) [ 2P 7+ 5y do

<1—i sin? q>>2 VI—k*Tsin' o’
52

Ty =

st
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wo
vy 4rixg’

(20) - (r2+ sz)z

ist. Wenn man im Folgenden die elliptische Integrale die den Modul k* erhalten

asterisiert, so bekommt man nach Partialbruchzerlegung der Rationalfunktion im

Integranden

J 2 +s%) K* (s2=—r?’
8r? 2r2st

1—— sin?¢ \/1 —k*?sin?o

o\w

K
3
_Or—s) (s*—r?)
4rs? sm2 \/1 —k*2sin’g .
0
Man setze jetzt
2
21 =" (k=aP=])
N
und .
sing=snu, also cosg=cnu,
de dnu
— e du =du.
V1—k*2sin’¢  +/1—k*?sn’u
Dann ist
K* K*
(2 B g O [ du  Or—s)(t—r) f du
8r? 2r2st o (1—o2sn?u)? 4r25? 1—a?sn’u
0

Fiir die Grosse o gilt Ahnliches, was fiir o, in (9) gesagt ist. Deshalb
kann man die Formeln [3, Formeln 413.07 u. 413.01] anwenden fiir die
Integrale in (22). Analog den Werten (13) u. (14), wenn man fiirr £* u. « die
Werte aus (20) u. (21) eintrdgt, erhdlt man

B 2[r8—3r4s2—r2s? (s2—4x,)—5% L« 2(s*—r)
Jo= hs2(r2+s%) K hts? E
4 2_ .2 202 (e2__ 2 6
P2 —x) s (P -3x,0) + s TEAO(E, k*) sgn (s>—r?),

hs3
sin§ = | s2—r?| /s, s,.

Fir s>r ist A (€, £7)sgn(s?—r) = A, E, k*). Fiir s<r erhidlt man —A (&, k°).
Die Funktion A ist eine ungerade Funktion [3Jund esist — A, (€, k) =A, ( g, k*)
Jetzt ist aber smi— —(s*—r?)/s,s,. In jedem Falle also kann man sin§
= (s*—r?)/s, s, annchmen.

Da M/[2hs=J,+J+J, ist, so folgt die definitive Formel fiir den gesuchten
Flicheninhalt:

23) M=2F
h? s?

4rs, (s*—r?) E _4(s“——r“)E,
hs hs
_ 4hr (rP4359) K—4 [rS—3rts>—r?s? (s2—4x,2)—s%] K*
5,5 hs

[r4 (252 —x,2) + 1282 (s —3x,2) + s [A, (9, k) + Ay (€, KM,

2(2—r2) L 2P (2 + 38%)] +

h22
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wOo

2/rx, 2rx, .
o= 2V , k=2"% sin
ri+s 58, 5.8,

ist.

Fiir den Fall eines geraden Kreiskegels ist x,=0 und die Fliche M
reduziert sich auf eine Kugel vom Halbmesser r(+/r2+s5%—r)/s. Deshalb ist ihr
Flacheninhalt

4rim (\/r2 + 52— r)2
= a .

4) M

Dasselbe folgt auch aus den Gleichungen (3) und (23) fiir x,=0. Dann ist
nihmlich §=9=0, {=r(y/r*+s—r)/s, und die Gleichung (3) bekommt die
Form x2+y*+(z—%)?=0 (z=¢, x=0, y=0) wihrend in (23) wird k=k"=0,
die elliptischen Integrale erhalten die Werte m/2, und die Funktionen A, redu-
zieren sich auf sing (=r/\/r?+5%) bzw. sin&(=(s2—rd)/(s2 +r?) [5] Fir M
also folgt wirklich der Wert (24).

Wie man sieht, im Ausdruck (23) fiir die Fliche erscheinen nichtelementire
Transzendenten, und nur fiir den Fall eines geraden Kegels, driickt sich der
Flicheninhalt elementir aus. Dass kommt daher, weil sich die elliptische
Integrale nur fiir die Modulwerte 0 and 1 auf Elementirwerte /2 reduzieren
(A, (B, 0)=sinB, A (B, 1)=2pB/x). Aber k und k* werden O nur fiir x,=0,
wihrend sie den Wert 1 erhalten fiir 5s,=0 oder 2=0, was nicht in Betracht
kommt, da der Kegel zu einer ebenen Figur degeneriert. Indessen ist es dennoch
moglich, dass in der Formel (23) einzelne Glieder fehlen kdnnen, so dass ein
solcher Ausdruck einfacher wird. Das letzte Glied in (23) kann nie fehlen, weil fiir
r*(282—x %) + 1252 (52— 3x,%) + 56 =0 der Wert x,2=s2(2r*+r2s2+s/r2(r* +35%)
folgt, und dieser Wert ist grosser als s2, was wegen x,< s unmgglich ist. Der
Koeffizient von K* kann indessen fiir s<r verschwinden, Ferner, fiir

Xy = 2r5?/(r2 4 5%)
ist '
s2—r2 _ 1

Vs —4rix: AT+ k5

Sin% =

Fiir einen solchen Wert von £ ist [3, Formel 151.01]

Ayl k) =k

n(r2+sz)
und der Ausdruck (23) wird einfacher.. Der Wert von M selbst, ist hier nicht
berechnet, da er kein besonderes Interesse bietet.
Ein interessanter Fall ist aber 7=s.

Dann fallen alle Glieder, die‘elliptische Integrale II Gattung erhalten, ab. Da
jetzt sinf =0 ist, so wird A, (0, k)=0 [3, F. 151.01].
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In den Kegeln in welchen r=g ist, sind simtliche Achsenschnitte recht-
winkelige Dreiecke, bei denen der Durchmesser der Kegelbasis die Hypotenuse
darstellt. Bezeichnet man den Winkel zwischen der Kegelachse und der Grundebene
mit o, wegen h=rsinea, x,=rcosw, s, =2rcos(x/2), s,=2rsin («/2), erschein
die Formel fiir M in einfacherer Gestalt

M =87 {T:[1—AO (, k)]-—2Ksin%+K*sin oc} ,

_ 4/cosa

~ o5 @)’ k*=cosa, sing=cos(«/2).
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