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412. SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE NON-LINEAIRE*

Dragoslav S. Mitrinovic et Petar M. Vasic

O. Introduction

Soit f: Rn-+ R. Nous allons considerer les equations fonctionnelles suivantes:

(0.1)
n

nf(xl' ... , xn)2=LCi-lf(yp
'"

, Yn)f(Yn+l' .., , Y2n)
i=l

pour n=2 et n=3.
Dans cette equation Yl' . . . , Y2n indique une permutation it ft?petitions

des elements Xl' . . . , xn, telle que chacun des elements Xl' . . . , xn figure dans
cette permutation exactement deux fois. Par C est designe un operateur cyclique
defini par

Cf(yl' ... , Yn)f(Yn + l'
... , Y2n) = f(Y2' .. . , Yn+l)f(Yn+2'

'"

, Y2n, yl).

1. Le cas: n=2

(1.1)

(1.2)

(1.3)

Dans ce cas no us avons les equations fonctionnelles suivantes:

2f(x, y)2 = f(x, y)f(y, x) + f(y, x)f(x, y) (9 f(x, y)2 = f(x, y)f(y, x»,

2f(x, y)2=f(x, x)f(y, y)+ f(y, y)f(x, x) (9 f(x, y)2=f(x, x)f(y, y»,

2f(x, y)2=f(x, y)f(x, y)+f(y, x)f(y, x) (9 f(x, y)2=f(y, X)2).

Nous allons resoudre, premierement, l'equation (1.1). Le second membre
de cette equation est invariant par rapport it la permutation (x, y) -+ (y, x) et
ainsi nous avons f(x, y)2 = f(y, X)2, d'ou f(x, y) = -l:.f(y, x).

En partant de (1.1) nous inferons que f(x, y) et f(y, x) sont du meme
signe, et ainsi f(x, y) = f(y, x).

Par consequent, nous avons

Theoreme 1. La solution generale de /'equation fonctionnelle (1.1) est

f(x, y) = g (x, y) + g (y, x),

oil g: R2 -+ Rest une fonction arbitraire.

* Received January 5, 1973.
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Procedons, maintenant, it la resolution de l'equation fonctionnelle (1.2).
Posant f(x, x) = F (x), de (1.2) nous obtenons f(x, y)2 = F (x) F (y). A. partir
de (1.2) nous concluons que f(x, x) et fey, y) sont du meme signe, et ainsi
nous aVbns
(1.4)

ou e::R2-+{-1, I}.

Substituant (1.4)

f(x, y)=e:(x, y)g(x)g(y),

dans (1.2), nous obtenons

(e:(x, x) e:(y, y)-1) g (x) 2g (y)2
= o.

Soit ECR tel que g(x)=O ('<IxEE), et g(x)*O
pour tout x, YER\E, nous avons

('<IxER\E). Alors,

e:(x, x) e:(y, y) = 1.

Si yER\E existait, de sorte que e:(y, y) = - 1 alors e:(x, x) = - 1 pour
tout xER\E.

Done Ie theoreme suivant a lieu:

Theoreme 2. La solution generale de l' equation fonetionnelle (1. 2) est

f(x, y) = e:(x, y) g (x) g (y),

ou g; R -+ Rest une fonetion arbitraire et e::R2 -+ {-1, 1} est une autre fonetion
arbitraire telle que pour tout x, e:(x, x) = -1, ou bien pour tout x, e:(x, x) = I.

Finalernent; naus allons r.esoudre l'equation fonctiannelle (1.3), De (1.3)
naus avons f(x, y)=e:(x, y)f(y, x) (e::R2-+{-1, l}). Ajoutant lex, y) aux
deux membres de cette egalite, no us aVOll5

f(x, y) =g (x, y) + e:(x, y) g(y, x),

avec g(x, JI)=2-f(x,y).. 2
Par consequent, nous pouvons farmuler Ie resultat suivant:

Th€oreme 3. La solution generale de /'equation fonetionnelle (1.3) est

f(x, y) = g (x, y) + e:(x, y) g (y, x),

ou g: R:l -+ R et e::R2 -+ {- 1, I} sont des fonetions arbitraires telles que

e:(x, y) = e:(y, x).

2. Le cas: n = 3

En premier lieu nous allons resoudre l'equation fonctionnelle

(2.1) 3F(x, y)2 = F(x, x) F(y, x) e:(y, x) + F(x, y)2 e:(x, y) + F(y, x) F(x, x) e:(x, X)

ou F: R2 -+ Rest la fanction inconnue et e::R2 -+ {-1, J} la fonction donnee.
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Permutant x et y dans (2.1) nous avons

(2.2) 3F(y, X)2= F(y, y) F(x, y) e;(x, y) + F(y, X)2e;(y, x) + F(x, y) F(y, y) e;(y, y).

L'elimination de F (y, x) entre (2.1) et (2.2) conduit a

F (x, y) {
F(X, y)3-F(y, X)2 F (y, y)

(e:(x, y)+ l)(e:(y, x)+ 1)2
} = O.(3-e: (x, y»2 (3-e: (y, x»

Si F(a, a)=O (aER), alors, d'apres (2.1), nous concluons que F(a,y)=O
pour tout yER, et d'apres (2.2) que F(y, a) = °

pour tout yER.
Nous voyons de (2.1) que l'implication F(y, x)=O ~ F(x, y)=O est vraie.

D'apres (2.3) nous avons

F(x,y)=O ou F(x,y)=(e:(x,y)+1)1/3(e:(y,x)+1)213 H(X)2H(y),
(3-e: (x, y»2/3 (3-e: (x, y»113

(2.3)

avec
E/(x)=fF(x, x).

Par consequent, la fonction F a des proprietes suivantes'

1° F(x, y) = °
~ F(y, x) = 0;

2° F(x, x)=O ~ F(x, y)=O ~ F(y, x)=O;

3 0 F( ) - 0 F( )
-(e:(x,y)+1)113(e:(y,x)+1)2i'

H( )2 H(x,y- ou x,y- x y).
(3-e: (x, y»2/3 (3-e: (y, X»)1/3

Verifions si la fanction F, ayant les proprietes 1°, 2°, 3°, satisfait I'equa-
tion (2.1). Si F(x, y)=O, alors, d'apres, 1°, nous avons F(y, x)~O, ce qui
signifie que l'equation (2.1) est satisfaite. .

Si F(x, Y)=r!=O,alors F(y, x)*O, F(x, x)*O, F(y, y)*O. D'apres 3°,
nous avons

F(x, y) =
(e: (x, y) + 1)113(e:(y, x)+ 1)2/3

H (X)2 H(y),
(3-e: (x, y»)2/3 (3-e: (y, X»)1I3

et alors (2.1) prend la forme suivante

H(X)4 H(y)2
{

1
e:(x, x) + I

} = °
3-e: (x, x)

done Mant donne que H(x)=fF(x, x)=r!=Oet H(y)=fF(y,y)*O, on a

e;(x, x) = 1.

En consequence, si e;(x, x) - I, alors, la solution generale de I'equation
fonctionnelle (2.1) est toute fonction F ayant les proprietes r, 2°, 3°. Si
e;(x, x)

=t=
I, alors, F(x, x) - °

et la solution generaIe est

F(x, y) =
(e:(x, y) + 1)113(e:(y, x)+ 1)2/3

H (X)2 H (y) (xE{x Ie;(x, x) = I},
(3-e: (x, y»2/3 (3-e: (y, X»1I3

=0 (xE{x Ie;(x, x)# l}.

Done, nous avons:
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Theoreme 4. La solution generale de l' equation fonctionnelle (2.1) est

F(x )= (1- (x »)
(e:(x,y)+I)1/3(e:(y,x)+1)2/3

H(X)2H(), Y XE' Y
(3-e: (x, y))"3 (3-e: (y, X))1/3 Y ,

ou H est une fonction arbitraire n'ayant pas de zeros reels, E represente un ensemble
arbitraire des points du plan Oxy qui est symetrique par rapport a la droite y = x
et dont la propriete est (a, a)EE => (a, b)EE 1\ (b, a)EE pour tout bER.

REMARQUE.Cette solution de l'equation (2.1) est plus genera Ie que cel1e donnee dans [1].

Dans ce qui suit nous allons resoudre les equations fonctionnelles suivantes:

(2.4) 3f(x, y, Z)2=f(x, x, y)f(y, z, z) + f(y, y, z)f(z, x, x) +f(z, z, x)f(x, y, y),

(2.5) 3f(x, y, zY =f(x, x, y)f(z, y, z) + f(y, y, z)f(x, z, x) +f(z, z, x)f(y, x, y),

(2.6) 3f(x, y, Z)2=f(x, x, y)f(z, z, y) +f(y, y, z)f(x, x, z) + f(z, z, x)f(y, y, x),

(2.7) 3f(x, y, z)2=f(x, y, x)f(y, z, z) + f(y, z, y)f(z, x, x) + f(z, x, z)f(y, x, y),

(2.8) 3f(x, y, Z)2= f(x, y, x)f(z, y, z) +f(y, z, y)f(x, z, x) + f(z, x, z)f(y, x, y),

(2.9) 3f(x, y, Z)2=f(x, y, x)f(z, z, y) + f(y, z, y)f(x, x, z) +f(z, x, z)f(y, y, x),

(2.10) 3f(x, y, Z)2=f(y, x, x)f(y, z, z) +f(z, z, z)f(z, x, x) + f(x, z, z)f(x, y, y),

(2.11) 3f(x, y, z)2=f(y, x, x)f(z, y, z) + f(z, y, y)f(x, z, x) +f(x, z, z)f(y, x, y),

(2.12) 3f(x, y, z)2=f(y, x, x)f(z, z, y) + f(z, y, y)f(x, x, z) +f(x, z, z)f(y, y, x).

Tous les seconds membres de ces equations sont invariants par rapport
a 1a permutation cyclique (x, y, z) - (z, x, y) et nous avons

(2.13) f(x, y, Z)2= f(z, x, y)2

Si nous posons x = y = u, z = v, 1a relation f(u, u, V)2= f(v, u, U)2 resulte
de (2.13), c'est-a-dire

(2.14) f(v, u, u) = e:(u, v)f(u, u, v)

ou e::R2-{-1, 1}.
Pour x = z = u, y = v de (2.13) nous obtenons f(u, v, U)2= f(u, u, V)2,

c'est-a-dire

(2.15) f(u, v, u) = e:(u, v)f(u, u, v)

OU e::R2 - {-1, 1}.

Pour x = u, y = z = v de (2.13) no us avons f(u, v, V)2= f(v, u, V)2,
c'est-a-dire

(2.16)

ou e::R2 -{ -1, 1}.

D'apres (2.14), (2.15) et (2.16) de (2.4) - (2.12) on obtient l'equation (2.1)

f(u, v, v) = e:(u, v) f(v, u, v)
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Theoreme 5. La solution generale de ['equation fonetionnelle (2.4) est:

(2.17) 3f(x, y, Z)2= F (x, y) F (z, y) s:(z, y) + F (y, z) F (x, z) s:(x, z)

+F(z, x) F(y, x) s:(y, x),

F(x )= {1- (x )}
(e:(x,y)+I)1f3(e:(y,x)+1)213

H(X)2H( ), y
XE' Y

(3-e:(x, y»2/3 (3-e: (y, X»1f3
y ,(2.18)

(2.19) sgn(f(u, u, v)f(u, w, w»)=s:(v, w),

ou H est une fonetion arbitraire, E un ensemble arbitraire des points (x, y) syme-
trique par rapport d la droite y=x, de sorte que (a, a)EE => (a, b)EE/\(b, a)EE
pour tout bE R.

Demonstration. Si nous po sons f(x, x, y) = F (x, y), la condition (2.17)
resulte de (2.4) et (2.13). Si no us posons x = y = u, z = v dans (2.17), nous ob e-
nons l'equation (2.1) de (2.17). Appliquant Ie theoreme 1 nous obtenons que F
a la forme (2.18). La condition (2.19) est une consequence immediate de la
condition (2.14) et du theoreme 1. En consequence, les conditions (2.17), (2.18),
(2.19) sont necessaires.

En posant x=y=u, z=v dans (2.17), nous avons, d'apres (2.18),

feu, u, V)2= F (u, V)2,
c'est-a-dire

(2.20) feu, u, v)= :t:F(u, v).

De (2.17) pour X=V, y=z=w, nous obtenons f(v, w, w)2=F(v, w), ou
la formule (2.18) est appliquee. Done,

(2.21 ) f(v, w, w)= :t: F(v, w).

En partant de (2.20) et (2.21), nous avons

(2.22) feu, u, v) f(v, w, w) = :t: F (u, v) F (v, w).

D'apres (2.18) nous avons

(2.23) F(u, v) F(v, w) ~ O.

Selon (2.19) nous obtenons

(2.24) sgnf(u, u, v)f(v, w, w) = s:(v, w)

et, d'apres (2.23) et (2.24), la condition (2.22) devient

(2.25) feu, u, v)f(v, w, w)=s:(v, w).

Par consequent, l'equation (2.4) est une consequence de (2.17) et (2.25).

REMARQUE.Dans l'article [1] on considere l'equation fonctionneIJe (2.4). Cependant, au lieu
de la condition (2.19), la condition f(x, x, y) f(y, z, z)~O est imposee dans [1] et ainsi
une classe de solutions a ete omise. La supposition que E soit un ensemble disjoint avec la
droite y=x diminue aussi la generaIite de la solution obtenue dans [1].
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Considerons maintenant les conditions suivantes:

(2.5*)

(2.7*)

(2.9*)

(2.11 *)

(2.12*)

sgnf(u, u, v)f(w, v, w)=e:(v, w),

sgnf(u, v, u)f(v, w, w) = e:(v, w),

sgnf(u, v, u)f(w, w, v) = e:(v, w),

sgnf(v, u, u)f(w, v, w)=e:(v, w),

sgnf(v, u, u)f(w, w, v) = e:(u, w).

Par analogie avec la demonstration du theoreme 5, les theoremes suivants
peuvent etre prouves.

Theoreme 6. La solution generale de !'equationfonctionnelle (2.i) (i= 5,7,9, 11, 12)
est donnee par (2.17), (2.18) et (2. i*) (i = 5, 7, 9, 11, 12), OUH est une fonction
arbitraire, n'ayant pas de zeros reels, E un ensemble arbitraire des points (x, y)
symetrique par rapport d la droite y=x, tel que (a, a)EE => (a, b)EE I\(b, a)EE
pour tot.t bE R.

Tbeoreme 7. La solution generale de !'equation fonctionnelle (2. i) (i = 3, 5, 7) est

3f(x, y, Z)2= F(x, y) F(z, y) +F(y, z) F(x, z) +F(z, x) F(y, x),

F(x, y) = (I-XE (x, y» H(X)2 H (y),

OU H est une fonction arbitraire, n'ayant pas de zeros reels, E un ensemble
arbitraire des points (x, y) symetrique par rapport d la droite y = x tel que
(a, a)EE => (a, b)EE 1\ (b, a)EE pour tout bER.

II y a encore sept equations de la forme (1.1) pour n = 3, qui seront
resolues dans ce qui suit:

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

3f(x, y, z)z = f(x, y, z)f(y, z, x) + f(y, z, x)f(z, x, y) + fez, x, y)f(x, y, z),

3f(x, y, z)z = f(x, y, z)f(x, z, y) + fey, z, x)f(y, x, z) + fez, x, y)f(z, y, x),

3f(x, y, Z)2= f(x, y, z)f(y, x, z) + fey, z, x) fez, y ,x) + fez, x, y) f(x, z, y),

3f(x, y, Z)2= f(x, y, z)f(z, y, x) + fey, z, x)f(x, z, y) + fez, x, y)f(y, x, z),

3f(x, y, Z)2= f(x, z, y)f(y,x, z) + fey, x, z)f(z, y, x) + fez, y, x)f(x, z, y),

3f(x, y, Z)2= f(x, y, Z)2+ fey, z, X)2+ fez, x, y)2.

3f(x, y, Z)2= f(x, z, y)2 + fey, x, Z)2+ fez, y, X)2.

Les seconds membres des equations (2.26) - (2.32) sont invariants par
rapport a la permutation (x, y, z) -+ (y, z, x) et nous avons

d'ou nous obtenons
f(x, y, Z)2= fey, z, X)2,

(2.33)

OU e::R3-+{-1, I}.

fey, z, x) = e:(y, z, x)f(x, y, z),
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Theoreme 8. La solution generale de l'equation fonetionnelle (2.26) est

(2.34) f(x, y, z)=F(x, y, z)+F(y, z, x)+F(z, x, y),

ou F: R3--+ Rest une fonetion arbitraire.

Demonstration. D'apres (2.33) I'equation [onctionnelle (2.26) devient

f(x, y, Z)2(3- e;(y, z, x) - e;(y, z, X)2e;(z, x, y)

-e; (z, x, y) e;(y, z, x») = O.

Supposons que e;(y, z, x) = --1. Alors de (2.35) on trouve f(x, y, z) = O.
si l'on a e;(y, z, x) = 1, de (2.35) il vient f(x, y, z) = 0, ou e;(z, x, y) = I.

Dans Ie cas ou e;(y, z, x) = e;(z, x, y) = 1, d'apres (2.33) nous obtenons

(2.35)

(2.36) fey, z, x) = f(x, y, z), fez, x, y) = f(x, y, z), f(x, y, z) ~ lex, y, z).

En additionnant les membres correspondants on trouve (2.34) avec

F(x, y, z)=Lf(x, y, z).
3

(2.34) est une solution de (2.26).
Done, Ie theoreme 8 est demontre.
On peut demontrer Ie theoreme suivam en SUlvant Ie proeede indique

dans Ia demonstration du theoreme 8:

Theoreme 9. La solution genera Ie de ehaeune des equations fonetionnelles (2.30)
-(2.31) est donnee par (2.31).

Pour l'equation [onetionnelle (2.27) nous allons demontrer:

Theoreme 10. La solution generale de /'equation fonetionnelle (2.27) est

(2.37) f(x, y, z) = e;(x, y, z) (F(x, y, z) + F(x, z, y) + F(y, z, x)

+F(y, x, z)+F(z, x, y)+-F(z, y, X»)1/2,

ou F:R3--+R est une fonetion arbitraire non negative et e;:R3--+{-I, I} une
fonetion arbitraire telle que

(2.38) e;(x, y, z) e;(x, z, y) + e;(y, z, x) e;(y, x, z) +-e;(z, x, y) e;(z, y, x) = 3.

Demonstration. A partir de (2.27) il vient

(2.39)
f(x, y, Z)2= f(x, z, yY, fey, z, x)Z= fey, x, Z)2,

fez, x, y)2 = fez, y, x)Z.

En partant de (2.27) nous avons aussi

f(x, y, Z)2= fey, z, X)2, f(x, y, Z)2= fez, x, y)Z,
(2.40)

f(x, y, Z)2= f(x, y, Z)2.
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(2.41)

De (2.39) et (2.40) il s'ensuit

f(x, y, z)2=~(f(Y, z, x)2+f(y, x, Z)2),
2

f(x, y, Z)2 = ~ (f(z, x, y)2 +fez, y, X)2),
2

f(x, y, Z)2 = ~ (f(x, y, Z)2 + f(x, z, y)2).
2

En additionnant les membres correspondants de (2.41) on trouve (2.37) avec

F(x, y, z) =~ f(x, y, Z)2.
6

On voit sans difficulte que (2.37) est vraiment une solution de l'equation
(2.27) dans Ie cas OU la condition (2.38) est remplie.

Pour les equations (2.28)-(2.29) et (2.32) on peut obtenir des resul-
tats qui sont analogues a ceux du th60reme 10.

3. Le cas: n arbitraire

La resolution de l'equation (0.1) devient tres compliquee pour n = 4, 5, . . .
Cependant, i1 n'est pas difficiIe de verifier que I'equation (0. I) admet une
solution particuliere donnee par

(3.1) "f(x!, .. ., x,,)= II g (Xi)'
i~l

OU g: R -+ R represente une fonction quelconque.

BIBLIOGRAPHIE

1. D. S. MITRINOVI<::'D Z. DOKOVIC:Sur une equation fonctionnelle. C. R. Acad. Sci.
Paris 257 (1963), 2388-2391.


