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382. COMPLEMENTS AU TRAITE DE MITRINOVIC, n

SUR QUELQUES IN~GALITES INT~GRALES*

Borislav Crstici et Gheorghe Tudor

1. 11 est bien connue l'inegalite de FEJER-JACKSON[1]

(1)
df n sin kx

qJn(x) = L ->0, 0< X < 7t.

k=l k

En meme temps avec l'inegalite (1) on a aussi

(2)
df n sin kx

IJin(X)= L (_l)k-l_>O, O<x<7t.
k=l k

De meme il est bien connue l'inegalite de W. A. YOUNG [1]

(3)
df n cos kx

An(X) = 1 + L ->0, O<X<7t (Ao(X)= 1).
k=l k

En meme temps avec l'inegalite (3) on a aussi

(4)

(5)

Soient Uk (k = 1, . .., n + 1) des nombres reels tels que

Uk;:SUk+l>O (k= 1,..., n).

Lemme 1.

(6)

Alors nous avons l'inegalite

df n sin k x
<I>n(X) = L Uk- >0,

k=l
k

Pour demontrer cette afirmation, d'ailleurs connue, il suffit d'ecrire

n
<I>n(X) = L (Uk-Uk+l) qJk (X) + Un +1

qJn(X),

k=l
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Lemme 2. Soient Uk (k= 1,..., n+ 1) des nombres reels tels que

U2k<0, UZk-l ~ IU2k I~U2k+l (k= 1,. . ., [n; 1]).

Alors nous avons l'inegalite (6).

Pour la demonstration nous ecrivons

(7)

n

<I>n(x) = L (-I)k-l (Uk+Uk+l) ~k(X)+( -1)nun+l ~n(x).
k=1

Corollaire 1. Soient Uk:]0, 1t [ -+ R des fonctions dont les
verifient une des conditions (5) ou (7). Alors on a l'inegalite

df (I sin kx
Fn (x) = L Uk(x) - >0, O<X<1t.

k=1 k

valeurs pour Vx

(8 )

Lemme 3. Soient Uk (k = 0, 1 , . . . , n + 1) des nombres reels tels que

Alors on

Uk~Uk+l>O (k=O, 1,..., n).

a l'inegalite
df n coskx

'Yn(x)=uo+ L Uk'--- >0, O<X<1t.
.. k=L k

(9)

(10)

Pour demontrer cette affirm'1tion, qu'on peut d'ailleurs d6duire facilement
d'un resultat :dft it. L. VIETORIS [1], il saffit d'ecrire

n

'Yn(x) = L (Uk-Uk+I)Ak(X)+un+lAn(X),

k=O

Lemme 4. Soient Uk (k = 0, 1, . . ., n + 1) des nombres reels tels que

U2k+l<0, U2k~ IU2k+11~ U2k+2>0 (k= 0,
'"

, [n; 1]).

Alors nOlfs avonr; l'inegalite (10).

Pour la demonstration nous ecrivons

(11)

n

'Yn (x) = L (- l)k (Uk+ Uk+ I) [Jok(x) + ( _l)n+1 Un+1 [Jon(X).
k=O

Corollaire 2. Soient Uk:]0, 1t [ -+ R des fonctions dont les valeurs pour Vx
verifient Uf./edes conditions (9) ou (11). Alors on a l'inegalite

(12)

2. Soit maintenant U une fonction definie sur ]0, 1t [, telle que IU(x)1 ;;;;1,
U(x)~O, V xE]O, 1t[. Alors les fonctions Uk(x) = Uk-l (x) verifient les conditions
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du corollaire 1. De meme les fonctions udx) = Uk(x) verifient les conditions du
corollaire 2. Nous avons donc les inegalites

I,,(x)~ ~ Uk-l(X) sinkx
>0, O<x<1t,

k~l k
(13)

(14)
df n cos kx

gn (x) = 1 + L Uk(x) - >0, O<x<1t.
k~1 k

Dans la suite nous supposons la fonction u derivable. Nous avons

(15)
n n

[u(x) In tx)]' = u' (x) L Uk-l (x) sin kx + u (x) L Uk-l (x) cos kx

k=l k=1

(16)

= u' (x) Sn (x, u) + u (x) Cn (x, u),

[gn (x)]' = u' (x) Cn (x, u) - u (x) Sn (x, u),

avec

(17) S (x u) =
Un+1 (x) sin nx-un (x) sin (n + 1) x + sin x

n
' u2(x)-2u(x)cosx+l'

C ( ) -
un+l (x) cos nx-un (x) cos(n+ l)x+cos x-u (x)

x u - .
n ' u2 (x)-2u(x) cos x + 1

(18)

En integrant dans (15) et (16) nous deduisons Ie

Theoreme. Soit u une lonction delinie sur ]0, 1t[, derivable et telle que lu(x) I~ 1,
u(x):;i:O, V xE]O, 1t[. Alors on ales inegalites integrales

1
x

u (x) J[u' (t) Sn (t, u (t») + u (t) Cn (t, u (t»)] dt>O,
o

x n

J[u'(t) Cn (t, u(t») - u (t) Sn (t, u (t»)] dt + 1 + L uk(O)
>0,

o. . k=1 k

pour O<x<1t.

3. Nous allons maintenant deduire du notre theoreme quelques inegalites inte-
grales particulieres, a notre avis interessantes et avec les possibilites pour des
applications. .

- 1t" 1t"
1. En prenant u(x)=2cosx, -~x<-, nous obtenons de (19)

3 2

(19)

(20)

(21 )
x

Jcosntcosntdt>~
o 2n'

1t" 1t"
-~x<-.
3 2

1t" 21t"II. Pour u(x)=2cosx, -<x ~-, nous obtenons de (19)
2 3

(22)
x

Jcosn t cas nt dt<~,
o 2n

1t" 21t"
-<x ~-.
2 3
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" 2"III. En prenant u(x)=2cosx, -~x~-, nous obtenons de (20) l'ine-
3 3

galite integrale

(23)

REMARQuE. Soit
x

In.n (x)
= ! cosn t sin nt dt.

o
On a la formule de recurence

1-cosn x cos nx 1
In,n (x) = + - In-.. n- I (x)

2n 2
d'ou iI resuIte facilement

In,n (x) >0.

Nous avons done

(23')
x

1 n 2k-n-1
" 2"o< !cosntsinntdt<-+ 2: '

-S:xs;:-.
o

2n+1
k=1 k 3 - - 3

IV. A l'aide de la fonction u(x) =~, on obtient du notre theoreme
2cosx

les inegalites integrales suivantes:

(24)
x

f
cos n t

dt s;:2n-l xcosn t -
,

(25)
x

f
cos nt

dt:? 2n-l x
eosn t -

,

(26)
x

f
sinnt

dt>2n-1ln
see x

- ~ 2n-k-1
O<x<7t.cosn teL.. k 'k=1

*

Nous remercions D. S. MITRINOVICpour les con seils donnes.
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