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381. SUR UNE INEGAL:rrE ENTRE DES VALEURS MOYENNES.

Tiberiu Popoviciu

1. Si on considere Ie developpement

1 +00

(v+n-l )(l-a,x) (l-a2x).. .(I-anx) -
,,~ n-l q"x"(1)

et si les nombres ap a2, .. . , an sont non-negatifs, nous avons les inegalites

(2)

"Les Vq", v = 1, 2, . . . sont alors des valeurs moyennes des nombers at' a2, ... , an
qui verifient les inegalites

(3) "q s:. r::-q s:. . . . s:. r::-q s:.. . .
1 - V CJ2- - V CJ,,-

qu'on deduit facilement de (2).
D'ailleurs si n> 1 et les nombres (non-negatifs) al' a2, . .. , an ne sont

pas to us egaux, partout dans (2) et (3) c'est l'inegalite stricte (avec Ie signe <)
qui a lieu.

Vne demonstration de ces proprietes se trouve dans Ie livre de G. H.
HARDY, J. E. LITTLEWOOD, G. P6LYA [2] (dans la suite nous designerons
ces trois auteurs par HLP). Cette demonstration revient a exprimer les coef-
ficients du developpement (1) calcules par la formule

(4)

Ie second membre etant la difference divisee d'ordre n - 1 sur les noeuds
ap a2, ... , an (distinct ou non) de la fonction x"+n-l, v=O, 1,... 0:1 fait
enS'..lite usage d'une expression bien connue de la difference divisee par une
integrale multiple due a A. GENOCCHI[1].

Dans Ie livre cite de HLP [2] (p. 164) on souligne d'ailleurs la propriete
plus generale que si n> 1 et si les nombres ai, a2, . . . , an sont reels (pas neces-
sairement du meme signe) et non pas tous egaux, la forme quadratique
~ ql>+vYI>Y"est p;)sitive et si les nombres ai, a2, . . . , an sont non-negatifs, non

* Presente Ie 1 septembre 1972 par D. S. MITRINOVIC.
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pas tous eguax, la forme quadratique 1;ql/o+v+IYI/oYvest positive. De la theorie
des formes quadratiques dUinies iJ resulte alors que l'inegalite (2) reste vraie
aussi (avec la restriction concernant Ie cas de l'egalite) lorsque vest impair et
ai, az, . . . , an sont reels quelconques.

Pour la demonstration des inegalites (2) on peut employer aussi d'autres
representations integrales des differences divisees. A la fin de ce travail nous
reviendrons sur cette question.

2. A titre d'application de certains resultats plus generaux, j'ai donne une
autre demonstration des inegalites (2) et (3) [3]. A ce moment je ne connais-
sais pas Ie livre cite [2] de HLP*}. .

Ma demonstration utilise elle aussi ]a formule (4), mais differe sensi-
blement de celIe donnee par HLP. EIle est basee sur la theorie des fonctions
convexes d'ordre superieur. Mes recherches sur les fonctionnelles line[j,ires, que
j'ai appele simples permettent de generaliser considerablement mes resultats
du traval cite [3]. Avant de donner cette generalisation, je rappellerai les
principales proprietes,qui vont,~tre utilisees ici,des fonctions convexes d'ordre
superieur et des fonctionnelle(Jineaires de la forme simple. Pour plus de
details Ie lecteur est prie de consulter mes travaux anterieurs et principalement
~e travail [4] de la bibliographie. On peut consulter aussi Ie travail [5].

3. Soit I un intervalle (de longueur non nulle) de l'axe reel R et m un
nombre entier ~ - 1. La fonction f: I-+R est dite non-concave d'ordre m (sur 1)
si l'inegalite
(5)

est verifiee pour tout groupe de m + 2 pointsdistincts Xv, v = 1, 2, . . . , m + 2
de I. La fonction fest dite convexe d'ordre msi dans (5) c'est l'inegalite
stricte (avec Ie signe » qui est toujours verifiee. Dans Ie premiermembre de (5)
figure la. difference divisee (d'ordre m+ I) de la fonction f sur ,les points (ou
noeuds) xv,. v= I, 2, .

"
, m + 2.

. .

Toute fonction convexe d'ordre m est une fonction non-concave d'ordre m.
, 'On dUinit les differences divisees sur des noeuds non pas necessair;ement
distincts,comme d'habitude, a l'aide des derivees succesives de la fonction. Si
alors la fonction f .est non-concave d'ordre m l'inegalite (5) restevraie quels
que soient les points Xv, '1= I, 2, ... , m+2 distincts ou non. Si la fonction f
est convexe d'ordre m et si m ~ 0, l'inegalite stricte (avec Ie signe > 0) reste
vraie a condition que .Jes points Xv ne soient pas tous ctmfondus. On suppose,
bien entendu, que Ie premier membre de (5) existe, donc que cette difference
di'vi~ee soit definie de la maniere que nous avons indiquee (ce qui implique
l'existence de certaines derivees de f). Pour m =- 1 la propriete est triviale.

On sait qu'une fonction non-concave d'ordre m est continue sur l'inte-
rieur de I si m>O et a une derivee continue d'ordre m-I sur l'interieur de
Isim>1.

Si la deriveepm+l} d'ordrem+ 1 existe(ftO}=f),lacondition Vf(m+I}(x)~O
x

est necessaire et suffisante pour la nonconcavite d'ordre m et la condition

.} Mon travail a ete re~u par la redaction de la revue oil il a ete plublie Ie 31 jan-
vier 1934. La preface du livre [21 de HLP est date juillet 1934.
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v f(m+1)(x»0 est suffisante pour la convexite d'ordre m de la fonction f
x
Lor~q'Je m ~ 0 la derivee j<m+1) peut s'annuler sur certains points de f pour
une fonction convexe d'ordre m. Mais cette derivee do it alors ctre differente
de zero sur un ensemble partout dense dans f. Si m ~ 0 les conditions
j<m+1)(x)~O sur I et j<m+1)(x»O sur un ensemble partout dense dans f sont
necessaires et suffisantes pour la convexite d'ordre m de f sur f. Cette pro-
priete decoule d'U fait que si pour une [onction f non-concaveO d'ordre m nous
avons [Xl' X2' . . , , Xm+2; f] = 0, cette [onction se red'Jit a unpolynome de
degre m sur Ie plus petit intervalle ferme contenant les points xi,

X2"'" Xm+2
et a done une derivee (m + 1)iemenulle sur l'interieur de ce dernier intervalle
(si sa longueur n'est pas nulle). Dne consequence de cette propri6te sera
appliquee sous la forme du

Lemme 1. Si m ~ 0 et la dhivee d' ordre m + I du polynome P n'est pas identi-
quement nulle et est non-negative sur f, ce polynome est une fonction convexe
d' ordre m sur f.

En effet p(m+l) ne peut alors s'annuler qu'au plus sur un nombre fini
de points, done est different de zero sur un ensemble partout dense dans I.

4. Soit maitenant R [f] une [onctionnelle lineaire (additive ethomogene) defi~
nie sur un ensemble lineaire S de [onctions f reelles, continues et dMinies sur
l'intervalle I. L'ensemble S peut ctre forme par toutes les fonctions continues
definies sur f, mais aussi par une partie seulement de

°

ces fonctions. Nous
allons supposer que S contient toujours tous les polynomeso

Si les egalites
(6)

ainsi que l'inegalite

R[I]=R[x]=. .' =R[xm]=O

(7)

sont verifiees pour un certain entier m ~ -1, on dit que la fonctiortnelle line-
aire R [f] est de degre d'exactitude m (ou que m est son degre d'exactitude).
Ce nombre m, s'iIexiste, est bien determine (est unique). Lorfque m = - 1
les relations (6), (7) doivent ctre rempla~ees par l'unique relation R [l]=F0.

Enfin nous rappellerons Ja notion de fonctionneJ1e de la forme simple.
La fonctionnelle lineaire R [f] de degre d'exactitude m est dite de la forme
simple si elle jouit de la propriete que nous avons R [f] =F0 pour toute fonction f
convexe d'ordre m (sur f). Nous avons dans ce cas R [f] R [x"'+1]>0 pour toute
fonction f convexe d'ordre m. Dans la suite nous pouvons considerer seule-
ment des fonctionnelles de degre d'exactitude m et de la forme simple pour
lesquelles R [x"'+ 1]>0. Dne telle fonctionnelle lineaire verifie l'inegalite R[f1 >0
pour toute fonction f convexe d'ordre m. Dans Ie cas contraire, la fonction-
nelle lineaire - R [f], qui est aussi de degre d'exactitude m et de Ja forme
simple, verifie la propriete.

Dne fonctionelle lineaire R [f] de la forme simple verifie une importante
formule de la moyenne (voir 14]) que nous n'utiliserons pas dans ce travail.
D'ailleurs l'existence de cette formule pour R [f] de degred'exactitude m est
precisement equivalente a Ja propriete que R [f] =F0 pour toute fonction f
convex d'ordre m.

3
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5. Soit R [f] une fonctionnelle Iineaire de la forme prec6dente. Les nombres

(8) v= 0, 1, ...

sont les moments de cette fonctionnelle.
Lorsque R [f) est de derge d'exactitude m, les m + 1, premiers moments

sont nuls (si m ~ 0). Si nous supposons que R [f] soit de degre d'exactitude m
et de Ia forme simple, it existe entre les moments Cy, v = m + 1, m + 2, . . . ,
certaines inegaIites que nous allons mettre en evidence. Ces inegaIites se
d6duisent du

Theoreme 1. Soit m:;;:;;0 et R [11 une fonctionnelle lineaire definie sur S, de
degre d'exactitude m de la forme simple et R[xm+1]>0. Posons

(9) (v=O, 1,...)

k

et supposons que Ie polynome L: ayxY soit non-negatif et non pas identiquement
y=o

nul sur l'intervalle.
II resulte alors que nous avons l'inegalite

k

L: ayqy=aoqO+a1ql+'" +akqk>O.
y=o

(10)

En effet, Ie polynome

k ay xy+m+l 1 k ayxy+m+l
p=

v~ (v+l)(v+2)...(v+m+l) -
(m+l)! 2: (v+m+l )y=o m + 1

est conVeKe d'ordere m, par suite du lemme 1. Compte tenant de (9) it en
resulte que

ce qui equivaut a l'inegaIite (10).

CoroUaire 1. Si R [f] est une fonc:tionnelle lineaire qui verifie les hypotheses
du theoreme I, la forme quadratique en Yo' Yl' .. . , Yr,

(11)
r

L: qv.+v+sYv.YY
v..y=o

eSt definie positive, lorsque:

10 s est un entier pair ~ 0 et r un entier ~ 0, ou

20 I est un intervalle positif et s, r sont des entiers ~ O.

Nous dirons que I'intervalle I est positif s'il ne contient
non-positif, donc si xEI =>x>O.

aucun point



Sur une inegalite entre des valeurs moyennes 5

Pour la demonstration il

xS C~oyvxv rest non-negatif sur 1.

La propriete est equi valente

suffit de remarquer que Ie polynome

aux inegaIites

(12) >0 (s=O, 1, ...)

et s= 0,2, 4, . .. , respectivement s= 0, 1, 2, . ..
En particulier, no us avons

(13)

pour tous les entiers s verifiant les restrictions signalees.
k

6. Le corollaire 1 s'.)btient en particularisant Ie polynome 2: Oyxv du theo-
v=o

type en particularisantreme 1. On peut obtenir diverses inegaIites du meme
autrement ce polynome.

Si l'intervalle I est borne inferieurement et si a ~ inf 1, Ie polynome

(x-a)SCtyvXv r(14)

est non-negatif sur I et nous deduisons que la forme quadratique en

Yo' Yl' '"

, Yr (q-a)(s)
Ct qYvf> est positive. Ici les exposants (s), (2) designent

des puissances symboIiq'Jes habituelles. Ceci revient it.ordonner Ie polynome (14)
d'apres les puissances de x = q et puis a remplacer qV par qv' Le nombre
s est un entier non-negatif quelconque. De la meme propriete jouit la forme

quadratique (q - b)(s)
Ct qyv)

(2)

si sup I ~ b < + 00. Ces proprietes sont eq~i-

valentes a la positivite de certains determinants de HANKELdonc a des inega-
lites analogues a (12). II est inutile d'insister ici sur d'autres cas par-
ticuliers.

7. En particularisant la fonctionnelle lineaire R [f]
inegalites particulieres plus ou moins interessantes.

Soient ai, a2, . . . , an, n> 1 points non tous
I. Alors
(15)

on peut obtenir diverses

confondus de l'intervalle

est une fonctionnelle lineaire de degre d'exactitude n - 2, de la forme simple
(ipso facto, d'apres la definition meme des fonctions convexes d'ordre supe-
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rieur) et qui est bien definie sur tout polynome. On peut appliquer la theorie
precedente et nOus retrouvons facilement les resultats de notre travail ante-
rieur [3] et, en particulier, ceux qui ont e16 exposes au no. 1 du present
travail relativement aux coefficients du developpement (1).

8. S:lpposons q'.le 1= [a, b] soit un intervalle borne et ferme et considerons
la fonctionnelle lineaire

(16)
b

R [f] = JcpJ<m+1)
dx (m ~ - 1),

a

ou cp est une fonction continue non-negative et non pas identiquement nulle
sur [a, b]. Vu qae les valeurs de R [f] sur les polynomes nous interessent
seules en ce m::>m:::nt,nous pouvons supposer q'.le S est forme par toutes les
fonctions f ayant une derivee continue d'ordre m + 1 (/(0)

= f) sur [a, b].
Dans ce cas (16) est bien une fonctionnelle lineaire de degre d'exactitude m
de la forme simple et nous avons aussi R [xm+I]>0 (voir [6]). Compte tenant de

(8) et (9) on peut remarquer que les (m :vl)! sont precisement les moments

au sens classique. de la fonction de distribation Jcpdx.

Remarquons que (15) est aussi de la forme (16), l'ensemble S etant
defini comme plus haut. Si, en effet, n>1 et -oo<a~min(av)<max(av)~

v v
~ b< + 00 on a

(17)
b

[al' a2, ... , an; f] = JcpJ<n-l)dx
a

ou cp est une fonction continae non-negative sur [a, b] et independante de f
(une soi-dite fonction "spline"). Cette formule est bien COnnue (voir, par.
ex., [5]) et peut etre utilisee au lieu de la representation de A. GENOCCHI[1],
pour demontrer l'inegalite (2).

On peut evidemment considerer, <.Ulieu de (16), le cas d'une fonction-
nelle lineaire plus generale de la forme

b

JJ<m+!) dV,(18) .

a

ou a, b (a < b) sont les extremites (finies ou non) de l'intervalle (ferme)
I et Vest une fonction a variation bornee convenablement choisie.

On peut trouver des exemples de fonctionnelles lineaires de la forme
simple, qui sont en general du type (16), dans la theorie des form',.des de
quadrature approximative. Ainsi Ie reste des formules c1assiques de COTESet
de GAUSS et de bien d'autres sont de telles fonctionnelles.

Si R [f] a une representation de la forme (18) ce qui precede reviennent,
en general, a des propriete<; bien connues de la theorie classique des moments
(DE STiELTJES,HAMBURGER,HAUSDORFF,etc.). Mlis nos resultats sont indepen-
dents de toute representation integrale de R [fl.
9. On peut, sous certaines conditions, obtenir des inegalites entre des mo-
ments generalises.
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SJpposons toujours que R [f] est une fonctionnelle line lire de degre
d'eX3.ctitude m ~ 0 de la form~ sim}le et q le son ensem~le de definition
S contient les fonctions q>., v = 0, 1, . . . , k, continues et ayant des derivees

k
q>~m+l)d'ordre m+ 1 sur I. Si L a.q>~m+l)(x)est non-negatif et ne s'annule

.=0
k

pas sur un ensemble dense dans I, la fonction L a. q>.(x) est convexe d'or-
v=o

k

dre m et nous avons donc l'inep1ite L a.R[q>,]>O.
v=o

Nous laissons au lecteur Ie soin d'etendre Ie corollaire 1 a ce cas.

10. Comme applicatIon supposons que I est un intervalle positif (done tel que
xEI =>x>Q) et que S contient toutes les fonction5 puissances :x;a,quel que soit a
ree!. T JUS les m:>ments (8) sont bien definis pour a reel quelconque, mlis
les relations (9) ne determinent sans ambiguite qv que si v differe des en tiers
- 1, - 2, . .., - m - 1. En tenant compte de cette remarque on peut voir
facilement que les inegalites (12) sont vraies a condition que s soit reel mais
different de -1, -2 , -m-I-2r. En particu1ier l'inegalite (13) est
vraie si s differe de - 1, - 2, ..., - m-3.

En particu1ier la fonctionnelle lin6:lire (15) est de la forme prec6dente
si ai, a2, ... , all sont des nombres positifs.

Par exemple si n = 3 et 01> oz, 03 sont positifs et non pas tous egaux, nous avons

(19)

Cete inegalite revient d'ailleurs facilement a une inegalite "elementaire". En effet
nous avons

8 L~
Ll/2~3'

n(J~ +voz)
,

ou la sommation ~ et la multiplication IT sont etendues aux permutations circulaires des
indices I, 2, 3.

Si nous posons XI = V~, Xz= V 02' X3= V 03' l'inegalite (19) reivent a l'inegalite (entre
valeurs moyennes)

(20)

qui a lieu si les nombrns non-negatifs XI' xz, X3 ne sont pas tous egaux.

La demonstration directe de l'inegalite (20) resulte des inegalites
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D'aiileurs q-3/2' q-l/2' q-l/2 existent et l'inegalite (19) a lieu si aJ, a2, a3 sont non-
-negatifs, non-pas tous egaux et un au plus egal a 0.. Les resultats precedents sont d'ailleurs
valables pour la difference divi~ee (15) en general si n> 1 et les al> a2, ..., an sont non-ne-
gatifs, non pas tous egaux et un au plus egal a O. Si cette derniere condition n'est pas sati-
sfaite la derivee d'ordre n-1 de la fonction xa pourrait intervenir sur Ie point 0 dans Ie
raisonnement et cette derivee peut ne pas exister.
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