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INTRODUCTION

1. Les équations fonctionnelles constituent une partie importante de
Panalyse mathématique, mais elles ne figurent pas dans les traités d’analyse
comme un chapitre a part, 3 cause des difficultés de classification et 4 cause
du défaut de méthodes générales pour déterminer les solutions.

Les premidres équations fonctionnelles sont rencontrées dans les oeuvres
de quelques analystes du 18 siécle: J. D’ALEMBERT, L. EULER, P. S. LAPLACE,
J. L. LAGRANGE, A. M. LEGENDRE, G. MONGE, etc; leurs recherches concernaient
surtout les équations aux différences finies, liées dans la plupart des cas aux
problémes d’interpolation. Les bases et les études fondamentaux sur les équ-
ations fonctionnelles ont été effectuées durant le XIX® siécle, surtout par
le mathématicien frangais A. L. CAucHy, le norvégien N. H. ABEL et par
I’anglais C. H. BABBAGE. Il faut rappeler aussi les recherches importantes de
K. WEIERSTRASS, S. D. PoissoN, G. DarBoux, E. SCHRODER, P. APPEL,
G. KoenNiGs, L. LEau, C. BOURLET, etc.

Le début du XXe® — siécle est dominé par les travaux de G. HaMEL,
H. W. PEXIDER, R. SCHIMMACK, M. FRECHET, H. POINCARE, E. Picarp, W. H.
WiLsoN, A. R. SCHWEITZER, P. MONTEL, etc.

Durant les 30 derniéres années, le nombre des travaux et des mathé-
maticiens spécialistes en équations fonctionnelles s’est accrli d’une maniére
considérable. A présent, dans quelques pays, il y a de vrais centres de recherche
en équations fonctionnelles, dirigés par des mathématiciens bien connus. Il y
en a par exemple en Yougoslavie, en Pologne, en Hongrie et on voit un com-
mencement de formations en Roumanie et au Canada. Bien siir, on a publié
et on continue de publier des oeuvres importantes dans ce domaine, aussi dans
d’autres pays, mais faute d’espace, nous ne pouvons pas nous permettre de
faire une analyse plus détaillée.

Il y a quatre traités sur les équations fonctionnelles: 1° E. PICARD:
Legons sur quelques équations fonctionnelles. Paris, 1928; 2° M. GHERMANESCU:
Ecuatii functionale, Bucuresti, 1960; 3° J. ACzEL: Vorlesungen iiber funktional-
gleichungen und ihre anwendunger. Basel, 1961, ou Lectures on functional equations
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124 I. 1. Stamate

and their applications. New York, 1966; 4° M. KuczMa: Functional equations
in a single variable. Warszawa, 1968; 5° Il faut rappeler aussi la trés appréciée
monographie de M. Kuczma: A survey of the theory of . functional equations.
Beograd, 1964.

2. L’approfondissement qualitatif de la théorie des fonctions a eu des
conséquences importantes pour I’étude des équations fonctionnelles. D*un c6té,
on avait étudié les équations fonctionnelles connues sous de nouveaux aspects,
ainsi par exemple, les fonctions composantes supposées d’€tre, non seulement
dérivables ou continues, mais aussi mesurables, bornées, admettant une
majorante, etc., par conséquent, & la détermination des solutions, se sont
imposées aux fonctions des conditions de plus en plus faibles, parfois trés
générales.

D’autre part de nouvelles équations venaient d’€tre introduites. On a
essayé une caractérisation fonctionnelle des différentes fonctions élémentaires
autres que celles introduites par A. L. CAUCHY et D’ALEMBERT. Ainsi a été
effectuée, en formes variées, la caractérisation fonctionnelle: des polyndmes,
des fonctions trigonométriques, hyperboliques, de certaines fonctions spéciales,
de P’équation de Passociativité, de Pautodistribution, de la bisymétrie, de la
transitivité, des équations liées 4 '’homogénéité, des équations cycliques, itéra-
tives, des équations liées & la théorie des moyennes, de la théorie de [Iinfor-
mation, des équations fonctionnelles matricielles, des équations fonctionnelles
définies par des structures algébriques, enfin des équations caractérisant cer-
taines courbes et surfaces. Nous devons mentionner qu’a présent des études
intéressantes sont effectuées sur I’existence des solutions de certains types
d’équations, etc.

Les études mentionnées se rapportent 4 des fonctions réelles d’une ou
plusieurs variables, les équations comprenant une ou plusieurs fonctions
inconnues. Des études intéressantes ont été réalisées aussi sur les équations
fonctionnelles comprenant des fonctions complexes.

3. La théorie des équations fonctionnelles, & son tour, a impulsionné
le développement de plusicurs branches des mathématiques, nous pensons en
premier lieu & la théorie des objets géometriques, branche des mathématiques
aujourd’hui en plein développement dans laquelle les équations fonctionnelles
jouent un rdle important. Dans la géométrie projective on rencontre des équa-
tions fonctionnelles, par exemple, a I’étude de la correspondance projective
entre les éléments des variétés de premiére espéce (unidimensionelles), ainsi
que dans des problémes de géométrie non-euclidienne ou dans Ia théorie des
groupes continus finis. Dans la mécanique, de méme que dans la physique,
on rencontre des équations fonctionnelles, par exemple, dans le probléme de
la composition de plusieurs forces concurrentes, faisant un nombre minimal
d’hypothéses, etc.

4. Dans le présent travail, que nous proposons pour thése de doctorat,
nous nous occupons d’équations fonctionnelles comprenant plusieurs fonctions
inconnues, 4 une ou plusieurs variables.

Partout nous considérons seulement les fonctions réelles et les variables
réelles. En général les fonctions sont supposées continues ou mesurables. La
méthode appliquée est celle de 'analyse classique, malgré que certains problémes
se prétent & une présentation différente.
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Le travail comprend les chapitres suivants:

Introduction;
Equations fonctionnelles linéaires a une seule variable;

Equations fonctionnelles non-linéaires & une seule variable;

Equations fonctionnelles & plusieurs variables;

Equations fonctionnelles définissant des fonctions trigonométrigues;
Equations fonctionnelles définissant des polyndmes;

Bibliographie.
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1l est de mon devoir de remercier Mr. le Professeur Dr. D. S. MITRI-

NovIi¢ pour l’appui accordé a la rédaction de cette thése, pour ses encour-
agements et enfin pour avoir accepté ce travail comme thése de doctorat.

1. EQUATIONS FONCTIONNELLES LINEAIRES COMPRENANT PLUSIEURS
FONCTIONS INCONNUES A UNE SEULE VARIABLE

1.1. L’¢quation fonctionnelle de CAUCHY

S+ =fx)+SN

a fait 'objet de nombreuses recherches et a été généralisée de diverses maniéres
et dans divers sens.

Une extension a été faite par J. V. PexiDER [17] le premier qui avait
observé que I’équation a trois fonctions inconnues

(1.1) fx+py)=gx)+h(y)

contient des informations suffisantes pour pouvoir déterminer ’ensemble de
ses solutions.

Dans ce qui suit, nous allons étudier des généralisations de I’équation
fonctionnelle (1.1), ainsi que d’autres équations fonctionnelles linéaires com-
prenant plusieurs fonctions inconnues.

1.2. La solution générale mesurable ou continue de I'équation fonctionnelle
(1.2) SO +x4 - - +x)=fi(x)+L, () + - - - +1,(x)
est donnée par

JfxX)=cx+a +a,+ -+ +a,, [fi(X)=cx+ay, ..., f,(X)=cx+a,
oit a,, ..., a, sont des constantes réelles arbitraires.

En effct, en faisant dans (1.2), successivement n—1 variables égales 2
zéro, nous obtenons

Jo)=fix)+as+ - +a, ... fx)=f,(x)+a+ - +a,,
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ol a;=f;(0). Avec celles-ci, I’équation (1.2) devient
SO +x+ - - +x)=fx)+ (D) + - -« +f(x)—(m—D(a,+a,+ - - - +a,)
équation qui est de forme
FO X+ A x)=f Q) +f )+ -+ +f(x)+C  (n>1)

qui a comme solution générale mesurable ou continue

fE@=ex—

n—1
oll C est un constante arbitraire.

On démontre facilement les suivantes:

1° L’équation fonctionnelle
(1.2)  fO+xt - +x)=fix) o)+ -+ +C, n>1
a comme solution générale

C C ,
fX)=cx+a+ - - - +a”_—1’ f,-(x)=cx+ai_—_1’ (i=1,..., n).
n— n—

2° L’équatfon fonctionnelle
(12)  fCy+xp+ - +x)=fikx)+fi(kx)+ - - +fo(kx), (k+0)
a solution générale

fxX)=cx+a,+--- +a,, f,.(x)=%x+ai (i=1,...,n
dans lesquelles ¢ et a,, ..., a, sont constantes arbitraires.

1.3. L’équation fonctionnelle

(1.3) SOz x)=fG)+ (D) + - -+ S(X,)

oit les fonctions sont mesurables (continues), et x,, ..., x,>0, a comme solu-
tion générale ‘

S=clnx+a+-.-+a, fi(x)=clnx+g (i=1,...,n
ceta,...,a, constantes arbitraires.

Les variables étant positives, on peut mettre x=e* et alors 1’équation

devient
f(e Inx{+4 - - .+lnxn) =fi (elnxl) + oo +fn (elnx,,).

Si nous notons
Inx,=u;, fet +")=gu+ - +u,), fi(e")=gu)
nous arrivons a ,
gl +uy+ - i) =g, () +8 )+ - - - +8,()

d’olt nous obtenons immédiatement les solutions données.



Equations fonctionnelles contenant plusieurs fonctions inconnues 127

1.4. L’équation fonctionnelle

Xy F Xy oo X, ’
(1.4) f(‘—-t-k———ﬂ)= S fiey o+ - i)
i=1
ou la somme de la deuxiéme partie se référe a toutes les combinaisons simples
des variables x,, x,, ..., X, prifes m d m, tandis que le symbole (")=C': =7
m

indiqgue le nombre des combinaisons simples de n éléments pris m @ m, avec
n>m, a comme ensemble des solutions

f(x)=k%(:l)cx+al+ s ta, fi(x)=cx+a i=1...,7n

ceta,,...,a, sont r+1 constantes arbitraires.

En posant X =X+ +x;,,, nous avons
22 m i)
S0 \m=1) 57 m\m) ST

Il en résulte que

f

T T

—kr
r
équation fonctionnelle qui est facilement rapportée a la forme (1.2,).

1.5. L’équation fonctionnelle

1.5 f(’ikj’)= mel(xil + e +xim,)+ el mep(xi1+ . +ximp)

k0, oit les sommes de la deuxiéme partie se référent d toutes les combinaisons
des n variables x,, ..., x, prises respectivement d m,, ..., m,<n, a comme
ensemble des solutions les fonctions

f(x)=% iml(:’.)cx+a1+ s da, fi)=cx+a,, ..., LX) =cx+a,

il

i=1
Pl

¢, a, ..., & étant constantes arbitraires.

Pour la démonstration nous notons
m; .
x,~‘+-~-+xi,,,j=X,~’ (G=1L...,Dp
et alors nous avons

X;,,l_l_‘,,+§x;rp=§xi[’ﬂ('l)+...+"i(" )]’ r,=(n)

Ty
=1 i=1 i=t n \mp

1
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et I’équation devient
*

fml(Xl{"x)+ e %fmp(X’i”p)
1 i=1

k Z ( n ) i—
- m;
n 1 m;

dans laquelle en substituant > X" =Y, on arrive 2 I’équation de la forme
i=1
étudiée plus haut [8].
1.6. L’équation fonctionnelle de JENSEN

X+N_f+f®)
1)

écrite 2 n+1 fonction est
f(xt +Xp+ e +xn)=f1(x1)+f2(xz)+ <ot fu(Xn)

(1.6)

n n

La solution générale mesurable ou continue de [Péquation (1.6) est
donnée par

an

f(x)=cx+‘£n;+—, fi=cx+ay, ..., f()=cx+a,

dans lesquelles ¢ et a,, ..., a, sont n+1 constantes arbitraires.

En effet, en mettant dans (1.6)
f(H)=Fo. EOL2, L Bo=R0
n n n
I'équation est ramenée a la forme (1.2).

1.7. Z. Waraszkiewicz [31] a affirmé que 1’équation fonctionnelle

+
(1.7 (F57)= e +a-n70)
ol A est une constante 0 <A <1, nadmet, excepté le cas )\=%, aucune solu-

[

tion dérivable.

Nous allons montrer que ’ensemble des solutions continues, etc, de Iéqu-
ation (1.7) est constitué par des fonctions linéaires, c'est-d-dire f(x)=ax+b,

o (s 1
dans lesquelles a et b sont des constantes arbitraires et alors on déduit )\=?i .
Par conséquent nous substituons en (1.7) d’abord x=u+v, y=u—v et

ensuite Xx=u—v, y=u-+v.
Nous déduisons

S@ =2+ +A=f@—v), f@=Afa—)+1-=1f(u+v)
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En additionnant les membres un & un nous obtenons

Sw+v)=2f@)+f(u+v)=0.
La derniére équation est la différence du deuxiéme ordre de la fonction
f(x) égalée & zero, laquelle en écartant la solution f(x)=O0, a, on le sait,
la solution générale f (x)=ax+b:7\=i.

Nous allons donner encore une solution a I’équation (1.7), une solution
trés simple et valable en des conditions extrémement larges imposées sur la
régularité de la fonction f(x).

Si en (1.7) nous opérons les transformations x=u+v, y=u—v I’équation
peut étre écrite
1.7) AS (A 9)—f @) +(1—2) S u—r) =0

Cette équation est un cas particulier de 1’équation

n

(1.7,) S af(x+e,h)=0

i=0

pour laquelle équation T. Popoviciu [20] et [21] a montré que: si le nombre
naturel k£ est de la sorte que

e

1.7, a;=

i

i

n n
go=--=3aul1=0 et a;ak#0,
=0 =0

i i=0

et si f(x) est une fonction bornée (continue, mesurable, etc), qui satisfait
I’équation (1.7,) alors f(x) est un polyndme du degré k—1.
On déduit

2.4=0, Saou=2x—-1, Yao?=1
si 7\#% alors Za,. «;# 0, Iéquation (1.7)) est satisfaite par f(x)=const, si
A =—;— alors f(x)=ax+b.
J. AczfL dans la récension faite dans Mathematical Reviews 32 (1966),

427 donne une nouvelle solution a I’équation (1.7) et notamment, si on opére
les transformations

f(5)=F@ M@=6®, A=NIR)=HO)

on arrive i 1'équation (1.1).

Considérant les solutions de cette équation et revemant & la fonction
initiale f(x) on déduit que )\=%.

S. MARcUS [13] et [14] s’occupant de fonctions internes, notamment de

fonctions réelles f(x) définies sur (a, b) et qui pour a<\x<<y<<b satisfont
aux inégalités

min(/ (), 7N <f(32) s max (7). £

9 Publikacije
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démontre qu’il y a plusieurs équations fonctionnelles qui ont comme solutions
des fonctions strictement internes. Dans un chapitre spécial dans laquel il fait
des applications, il se référe 4 1’équation fonctionnelle (1.7), pour laquelle il
conclut un résultat . valable en des conditions: extrémement larges, en ce qui

concerce la régularité de la fonction et notamment si 7\-—,&%, aucune solution

non-constante approximativement continue dans un point n’existe pour 1’équation
(1.7). Ce résultat est valable aussi pour I’équation

flox+qy)=pf(X)+4f(»), p>0, ¢>0, p+g=1
Ensuite S. MARCUS montre que I’équation (1.7) n’a pas de solution
non-constante si )\;é—;-.

1.8. A la conférence d’équations fonctionnelles tenue & Zakopane en
1967, une étude a été exposée sur I’équation fonctionnelle

(1.8) Jx+y—xy)=f(x)+f(»)—f(xy)

suivie de quelques autres études parues ulterleurement Cette équation a comme
solution générale f(x)=ax+5b.
La détermination de la solution de I’équation

S +y—xp)=g(X)+h(y)—k(xy)
est réduite & (1.8), car on déduit qu’entre les fonctions existent les relations
g(X)=f(x)—h©0)+k(0), h(x)=S(x)—g(0)+k£(0),
k() =1 (x)—g(0)—h(0) + 2k (0).
1.9. H. P. TaieLMAN [29] étudie P’équation fonctionnelle

(1.9 fx+y+nxy)=fi(x)+£,(»)  (©>0)
pour laquelle il a démontré que la solution générale continue est

fO=kn(1+m) +,O+50,  x>——
[i@®)=kIn(1 +nx)+£,(0), fo(x)=kIn(1+nx)+1,(0)

ol k est une constante réelle arbitraire.
Solutions banales sont f(x)=0, f,(x)=0, f,(x)=0.
Nous allons considérer maitenant une équation qui généralise (1.9)

(1.9) flax+by+nxy+o)=f,(x)+/,(»), (>0, ab#0),

L’équation fonctionnelle (1.9,) a pour solution générale continue, les fonctions

f(x)=kln[1 +;n;(x—c)]+cl+c2,

fl(x)=k1n(1 +%x)+cl, fz(x)=k1n(1 +%x>+c2

oit ¢,, ¢, et k sont trois constantes réelles arbitraires.
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Pour la démonstration on fait dans 1’équation-d’abord x=0 puis y= O
On élimine f;(x) et f,(¥) et on obtient

f(ax+by+nxy+c)=f(ax+c)+f(by+ c)—f,(0)—1,(0)
et avec les transformations

u

f@+o)=F(), x=2=, y=% (ab # 0)
a
on obtient ' o '

F(u+v+:—buv)=F(u)+F(v)—f1(0)_f2(0)

équation étudiée par H. P. THIELMAN, les solutions données par nous, résultant
immédiatement.

Une généralisation de l’équation de H. P. THIELMAN (1.9) pour plus de
trois fonctions est

D
(1.9,) (Z X;+n z XX+ XXk PP, L xp)

1 i,j=1 iyj, k=1

=L+ - S, ()

ol les sommes se rapportent aux combinaisons simples des variables indé-
pendantes X505 X prises 1 par 1,2 par 2, ..., alors que les fonctions f;
sont supposées réelles et continues.

La solution générale continue de I’équation (1.9,) est

S)=kIn(1+nx)+c,+ - - - +¢,, fi(x)=kln(1+nx)+c; (i=1,..., p),
ol x> -1 et ¢, C;, ..., C, et k sont p+1 constantes arbitraires.
n

Les solutions banales sont évidentes.

La démonstration est la méme que pour le cas précédent, on fait p—2
variables égales a4 zéro, etc.

1.10. D. PompPEU [18)] partant de la formule des accroissements finis a
introduit I’équation fonctionnelle

FX=fO) _ o (x+Y
(1.10) P f( : )
Nous avons considéré I’équation & trois fonctions inconnues
fx)—20() x+y
1 ALy Tpasal
(1.10,) ==

Si ici nous substituons x=u+v, y=u—v, nous avons
(1.10,) Sfu+v)—g(u—v)=2vh(2u).
En remplagant v par 2v nous déduisons
Su+2v)— g (u—2v)=4vh(2u).

o*
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En multipliant (1.10,) par — 2 et en additionnant Ia derniére équation
nous obtenons

S@+2v)—=2f(u+v)+2g(u—v)—gu—2v)=0.
En faisant v=0 on déduit f(u)=g(u) par conséquent la fonction f(x)
satisfait & 1’équation
S@+2v)—2f(u+v)+2f(u—v)—f(u—2v)=0
| qui est de la forme (1.7,). Ici nous avons

3 3 3
>a=0, Y au=0 3aqe?=0, 3 aa’#0
i=0

i=0 i=0 i=0

3
comme Za, o #0 il résulte que f(x) est un polyndme général du deuxiéme
i=0
degré, notamment f(x)=ax?+bx+c et alors g(x)=f(x) et h(x)=2ax+b ou
a, b, ¢ sont des constantes arbitraires.

1.11. D. PompEIU [19] partant d’un mémoire de C. BOURLET relatif aux
fonctions indéfinimant symétriques a été conduit a4 1’équation fonctionnelle

(L.11) S+ D)+ )+ (D) =f(x+y+xp), (x#£—1).

Dans le travail [11] nous avons intégré

{(1.11,) F@)+() +xu(y) +yv(x)=h(x+y+xp)

€quation qui contient cing fonctions inconnues.
L’ensemble des solutions continues ds I’équation (1.11,) est

f@)=fo+@—u—v)x+B(x+1)In|x+1],
g(x)=gy+,—u;—v) x+B(x+1)In|x+1],
u(xX)=uy+uy—u)x+p(x+ln|x+1},
V(X)=Vy+—V)x+B(x+DIn|x+1],
h(xX)=hy+y+vo—u,—v) x+B(x+1)In|x+1],

ol f}) =f(0)a & =g(0), U,= u(O), V= V(O), ho = h(O), U, = u(—' 1)’ Vv =V(— l)
et B une constante réelle arbitraire.

Dans le méme travail nous avons étudié I’équation fonctionnelle 3 2 n+1
fonctions inconnues

{L.11,) zn:fi(xi)'*' i(xl-l_ XXyt X)) 84(x)
i=1 i=1

n n

=h( Xt D XX XX X,),  (X%=0)

=1 Q=1
i<j
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qui a comme sulution
4_ ’
f,(x)=T"f—[2g +(n—3)glx+B(x+1)In|x+1],

g\ X)=(n—Dg+(@g—g)x+B(x+1)In|x+1],
h(x)=nf+2(g—gVx+p(x+1)In|x+1],

oui=1,..., n tandis que f, g, g’ et B sont des constantes arbitraires.
A la méme occasion nous avons considéré I’équation

(1.11) (ayx+b,y+1)F(x)+(a,x+b,y+1)G (x)+(a;x+b,y+1)U(x)
+(a,x+by+ 1)V (x)=h(x+y+xp).

L’ensemble des solutions F(x), G(x), U (x) et V(x) de cette équation
est déduit du systéme

(@x+1)F(x)+(a;x+ 1) UX)=F,+Uy+(b,Fy+byu,—a,G'—a,V’
—bF—b,U)x+Bf(x+ D) In|x+1],
Gy x+1)GX)+(bx+ 1)V (X)=G,+Vy+(a,Gy+a,Vy—a,G—aV’
—b, F'—b,U)x+B(x+1)In|x+1],

a,G(xX)+a,V(x)=a,G,+a,V,+(a,G,+a,V,—a,G—aV')x
+Bx+1)In|x+1},

b F(xX)+b,U(x)=b,F,+b,U +(b,F+b,U,—b,F'—b,U")x
+G(x+DInjx+1],

la fonction A (x) résulte de celles-ci.

1.12. On démontre facilement que les équations fonctionnelles

1° fx+)=g@+h(N+m1—m)(1—m’) (m>Q)
a la solution générale
) =cx—m(1—m*)+a+b, gx)=cx—m(l—m*)+a
h(x)=cx—m(1—m*)+b;
2° fx+y)=eg(y)+e’h(y)

a la solution ,
fX)=(ax+b+c)e*, g(x)=(ax+b)e*, h(x)=(ax+c)e*;

3 () +ygx)= h(xy)
a la solution
f(x)=cln|ax|, g(x)=cIn|bx]|, h(x)=cln|abx|;
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f(/x2+y)=g@)+h(»), x20 y=0
a la solution
S(X)=cx*+a+b, g(x)=cx*+a, h(x)=cx%+b;

W2+ +1)=g(x)+h(y)

a la solution

f)=c(x*—1)+a+b, g(x)=cx*+a, h(x)=cx®+b;

f(x+y)—g(x—p)=2k(y)
a la solution
f(X)=ax+b+2¢c, g(x)=ax+b, h(x)=ax+c;
fx+y)+g(@x—y)=2h(x)
a la solution
f(xX)=ax+b+2¢c, g(x)=ax+b, h(X)=ax+b+c.

Dans ces formules a, b, ¢ sont des constantes réelles arbitraires.

2. EQUATIONS FONCTIONNELLES COMPRENANT PLUSIEURS FONCTIONS
INCONNUES, A UNE VARIABLE, NON-LINEAIRES

2.1. Nous allons commencer en rappelant que ’équation

@.1) Sx+y)=rf(X)f ()

ol A est une constante réelle différente de zéro, en de conditions de conti-
nuité (mesurabilité), admet comme solution générale f (x)=%e‘”‘, tandis que

I’équation

2.1) fx+y)=rgx)h(y)
les solutions .
f(x) =2A eax+b+¢‘, g(x) = eax+b, h (x) = @aX+C

ainsi que les solutions triviales f(x)=g(x)=0, et k(x) une fonction arbitraire;
f(X)=h(x)=0, la fonction g(x) arbitraire; si A=0 alors f(x)=0, et g(x) ainsi
que h(x) des fonctions arbitraires.

L’équation . »
Sx+y)=rg(x)h(p)+v

par la transformation f(x)—v=»A¢p(x) est réduite 3 I’équation de la forme (2 1,).

Dans ce qui suit, nous allons considérer des généralisations des équ-
ations fonctionnelles d’en plus haut.
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2.2, L’équation fonctionnelle .

(2-2) JO+x+ - +x)=f1() 2 (%2) - - - fa\ %)
a comme solution générale continue (mesurable)
f(x)=esxtat - ten  f(x)=e®*+< =1,..., n).

Une premiére observation s’impose, notamment si I'une des fonctions du
2° membre est annulé, 3 Dorigine, alors f(x)=0, un cas qui conduit aux
solutions triviales et notamment quand certaines de fonctions composantes de
Péquation sont identiquement nulles, un cas que nous évitons en ce qui suit.

Si & équation (2.2) nous faisons successivement des n—2 variables
égales a4 zéro, on déduit

SEFx)=0 o roy oy ey oy e -, FH (X))
ol nous avons noté «, =f; (0). Cette équation est de la forme (2.1,).

On démontre facilement que:

1° L’équation
2-2) FO X+ - +x) =M (%) - fo(x)

ol A% 0C R, a comme solution générale
f(x):)\eax+ﬂ+-..+tn’ f,(x)=e“x+“ (i= 1, ..., n).

2° L’équation
(22) fGytx+ - A x)=fikx) (kX)) - folkx,)  (k#0)

a comme solution générale

a
—x+C

f)=eaxterts-tan fi(x)=e" (i=1,...,n).

2.3. L’équation fonctionnelle
F(ixp0 - o x)=F1(x) f2(x)+ - - S (%)
Xy, ... X,>0, a comme solution générale
f(x)=cl--'cnx", fg(x)=c‘,-x" (i=1,..., n).
Les variables étant positives, on peut mettre x=el2*, (§ 1.3).

2.4. La solution générale de Iéquation fonctionnelle
(2.4) (’.‘1_1__“'_"")= T1/i G+ -+ - + %X, r=("),
Lk i=1 m

k étant un nombre donné le symbole Il indique le produit a r, des fonctions
dépendant chacune d’une des sommes des combinaisons simples de n variables
Xys X3, ..., X, prises @ m, est donné par

x+<;
‘ —rk
f(x)=eax+q+...+cr, fg‘(JC)=e" (i=l, L r).

La démonstration est la méme que pour le cas 1.4.
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2.5. L’équation fonctionnelle

(2.5) f(xl+-l;- +xn)= I'!Ilf’"l(xil—i- PR +xim1) ... ﬁfmy(xi1+ “ e +x‘_m)
i= i=1 »

k étant ume constante, r,= et I indiqgue un produit de fonctions qui dé-
m,

s
pendent de la somme des r, variables étendues aux combinaisons des n variables
prises @ r,=<n, ot s=1, ..., p, a comme solution générale

%i mi(:li)ax+c;+-~-+cx

f=e = . S =emta,  (i=1,..., N),
ol A=ry+ - +r,.

La démonstration est la méme que pour le cas 1.5.

2.6. Prof. D. S. MrtriNovi¢ [15] a introduit 1’équation fonctionnelle
(2:6) S@)+e()=hX)k
qui a la solution générale continue (mesurable)
f(x)=a, g(x)=bk(x)—a, h(x)=>b, k(x) arbitraire;
f(x)=dh(x)—c, g(x)=c, h(x) arbitraire, k(x)=d.
Nous avons considéré I’équation

(26,) S1G) HL00) + - - - H (X)) =81(x) 82(%5) + - - 2, (x)

les fonctions étant continues.

Dans Phypothése qu’aucune des fonctions de la partie droite s’annule
dans Vorigine, faisant des n—2 des variables égales & zéro (si une fonction
est annulée A lorigine, alors nous particularisons la variable & une valeur
x,7 0), on déduit I’équations de forme

fi(x) +f;' (x)+C=kg; (x) g (xp)
une équation facilement rapportée & la forme (2.6), les solutions résultant des
celles données plus haut [5], [6].

2.7. L’équation fonctionnelle

@7 S+x+ - tx)=gamiast et f (x0) f(60) - Sa(Xa)

ot a>0, et X, X,+ -+ - +Xx,_,X, est la somme des combinaisons simples des n
variables x,, x,, ..., x, prises deux a deux, a comme solution générale continue
(mesurable)

x2 x2
Frextert -+ FHex+6i

f(x¥)=a . fi()=d* (i=2,..., n),

¢y €5 - .- » C, €tant des constantes arbitraires.



Equations fonctionnelles contenant plusieurs fonctions inconnues 137

En effet si on procéde aux substitutions
» x?
f@=a"g®) et f(M=a" g
Iéquation donnée est ramenée 3 la forme (2.2).
Nous allons montrer les suivants.
L’équation fonctionnelle
27) flax+by+c)=a?g(x)h(y)  (x>0)
a comme solution générale
(x—o)?
f(X)=c e 2% ekixa

bx?

Sl%

g(X)=c,a”” e, h(x)=c,a?® ebkx, ¢;» €3 k const.

Les solutions triviales sont: £(x)=0, g(x)=0, h(x)=0; f(x)=0, g(x}=0,
h(x) arbitraire; f(x)=0, g(x) arbitraire h(x)=0 solutions que nous excluons
dans la démonstration qui suite.

En faisant en (2.7,) successivement y=0 et x=0, et éliminant g(x) et
A(y) on déduit

2.7,) flax+by+c)=ce? f(ax+ ) f(by+

oll nous avons noté ¢, =g(0), ¢,=k(0), (¢,c,)'=c.

En amplifiant (2.7,) avec ¢ et notant ¢f(t+c)=F(), ax=u, by=v,
1

a“_b=B on obtient
F(u+v)=p F(u) F(v).
En procédant dans cette équation & la substitution
2

F(r)=p2 @ (1)

nous parvenons 3 Pu+v)=P(w) P(v). Considérant les solutions de ces
équations, en procédant & Pinverse nous parvenons a celles de I’équation
donnée.

2.8. L’équation fonctionnelle
(2.8) Sflax+by +nxy+c)=f,(X)2(») (n>0, abs~0)

a pour solution générale continue
f(x)=c1c2[l +1b(x—c)"] , [i(x)= cl(l +%x)k, fz(x)=c2(l +—"—x)k
a a

oit ¢,, ¢, et k sont trois constantes réelles arbitraires, ainsi que les solutions
banales: f(x)=0, f,(x)=0, f,1x)=0; f(x)=0, f,(x)=0, f,(x) arbitraire, f(x)=0,
fi1(x) arbitraire, f,(x)=0.

La démonstration est la méme que pour le cas (1.9).
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Une généralisation de I’équation (2.8) pour plus de trois fonctions est

r 4 D
'Zx,.+n Z x,.sz-l-nizbu

i=1 i,j=1 iJ

2.8) f(

I4
D XXXk AAPX X, xp)
k=1

=~f1 (xl) ° 'fp(xp)

oll les sommes se rapportent aux combinaisons simples des variables indépen-
dantes x;, .., x, prises par 1, par 2,..., alors que les fonctions f; sont
supposées réelles et continues. La solution générale, réelle et continue de
I’équation (2.8)) est -

f@=cic;- - e (L +nx), fi(x)=c;(1 +nx), Gi=1..., p, n>0)
ol x>—i, et ¢;5 ¢y, ..., C, €t k sont p+1 constantes arbitraires.
n

Les solutions banales sont évidentes, quand une ou plusieurs fonctions
du deuxiéme membre sont nulles.

29. N. L. LOBACEVS_kI [12] a introduit I’équation fonctionnelle

29 FEANS =)= DI

La solution générale de cette équation est f(x)=a-o*, «>0, ainsi que
les solutions triviales f(x)=0 et f(x)=c.

Nous avons introduit I’équation suivante

(299, . f(x+y)g(x+y)=F(x)
avec f, g, h fonctions continues, qui a la solution généiale
1° f(x)=0, g(x)=0, h(x)=0;
2° f(%)=0, - g(x) arbitraire, h(x)=0;
3° f(x) arbitraire, g(x)=0, h(x)=0;
4° f(x)=a-c*, g(x)=aXc*, h(x)=eaic*

ol ¢>0 et e2=1. .
Les solutions 1°, 2° et 3° sont évidentes. Pour déterminer .la solution
non-triviale 4°, nous faisons y=0 alors

f(x)g(x)=F(x) donc f(x+y)g(x—y)=f(x)g(*)
En échangeant y en — y nous déduisons ;
=g+ =) g(x) >/ (x—y)8(x +3) =S (x+y) g(x—y)-

En notant x—y=u, x+y=v nous avons f(u)g(v)=;f(v)g(u). Supposant
que g(x)==0, il existe donc une valeur g ainsi que g(@)#0. En mettant
v=0, on déduit

f@=L2g@) > f(x)=kg(x)
g(a) -
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.k étant une constante. Il en résulte )
R(x)=kf*(x) > k>0, k=%

.avec celles-ci on arrive 4 I’équation de N. I. LOBACEVSKI.
Avec H. RoscAu [23] nous avons étudié I’équation

(2.9,) | F(x+) G(x—y)=H2()
-dans laquelle, F, G, H constituent les matrices cycliques suivantes
[ fi(x) f2(x) f5(0) 'gl g & hy hy hy
{2.9) F®)=|f® L) £,(x) G=|8 & &|, H=|h h hj,
LG 6@ L@ ] le. & & hy by bl

Les éléments de ces matrices f;, &;, h;, i=1, 2, 3 sont des fonctions

réelles et continues d’une seule variable réelle.
L’équation” (2.9,) est équivalente au systéme d’équations

S +9) 8, (x—) +1> (x + 1) 85 (x—Y) + £, (¥ + ) 8, (x—Y) = K\ x) + 2 by (x) By (%),
LG+ 8(x—p) +1,(x +3) 8 (x—P) + £, (X +3) 85 (x—y) = B3 (x) + 2 by (x) b, (),

[1x+2)8(x—p) + 15 (% +) &, (x—p) +£,(x + ) 8, (x—y) = Ha(¥) + 2 h (%) h, (x).

L’étude a été faite en introduisant des fonctions hypercomplexes conju-
-guées de variable réelle, 3 6°=1.

2.10. On démontre facilement que les équations fonctionnelles

10 | f®) filx+h) |=O
LHx) fi(x+2h)
:a la solution générale continue
f(x)=ac*, f,(x)=abc*,
‘tandis que f,(x) et f,(x) deux fonctions arbitraires continues de maniére que
L0 (x)=a2be,

2° f(x+y)+gix—y)=2h(x)cosy

.a la solution générale f(x)=a(l +cosx)+bsinx—c,

g(x)=—a(l—cosx)+bsinx+c¢, h(x)=acosx+bsinx.

3 f["+,fy]=g(x)h(y) (C#0)
1+2
C2

.a la solution générale

f(x)=ab(§:i)c, g(x) = a(C+x), h(x)= b(c”)

C—x
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42 () gMV=h(/+)), (x>0
a la solution générale
f(x)=ae”, g(x)=be**, h(x)=abe™*.
5 fX e =h(x|+|y])
a la solution générale
S(x)=ael*l, g(x)=bel*l, h(x)=abcl*l.

Les solutions triviales sont faciles a é&crite, @, b, ¢ et k étant des con~
stantes arbitraires.

3. EQUATIONS FONCTIONNELLES A PLUSIEURS VARIABLES

3.1. L’équation fonctionnelle qui généralise I’équation de CAUCHY com-
prenant plusieurs variables est la suivante

(3.1) f(x11+...+x1n,..., Xn 4 o v o 4 Xn))
=f(xi,+ oo Fxn)+ - 1, + - - e+ Xny)

On sait qu’elle admet comme solution générale, f(x) étant une fonction
continue (mesurable), la fonction linéaire homogéne 4 »n variables

f(xl’ e xn)=a1x1+ e +anx"

a; étant des constantes arbitraires.
On vérifie facilement les suivantes

1° L’équation fonctionnelle [25]
(3.1) SO+ Xy ooe s Xm0+ Xny)
=f(X1,5 ooy X))+ Xty e s Xny),
dans 1a méme condition que (3.1) a la solution générale
) S ooos X)=ax,+ - - +a,x,
et I’équation
B.1)  foa,+ -+ X1y ooy Xng+ oo s+ Xny)
=f(X1s o5 Xn) 4 - Hf (X1t - -+ x0)+C, r=2),
C étant une constante, la fonction

Cc
SOty X5 ooy X)=ay X +a X+« + - +a,X —>51
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3.2. L’équation fonctionnelle
(3.2) S+ oo+ X1ps oen s Xt oo o+ Xny)
=fi(e1ys e s Xm)t e (Xt ooy Xmy)
.ot f et f, sont des fonctions continues, a comme solution générale
SXp oees X)=ay X+ - - +@,X,+¢,+ - - -+,
fi(xys oey X)=a X+ - - - +a,x,+¢, (i=1,..., p).

On fait la démonstration en remenant P’équation (3.2) & la forme (3.1,).
Pour cela on écrit successivement en (3.2)

X1, =X1,=-°°*+X =0, ceey Xn,=Xp, =+« =Xn =0,
2 3 P r4

Xy =Xg,= " =x1p_l=0, ceey Xnyg=Xn,= o+ =x"p—l=0’

-t alors, avec la notation f;(0,..., O)=f;, (i=1,...,p), ona

f(xl‘, X2.5 voes an)ff;(xll, X215 <o s an)+f2+ s +fp,

S (x5 X255 oo s Xn) =S (X155 - ooy Xmp)Hfi+ oo S,

Si on remplace les expressions des fonctions du deuxiéme membre, dans
43.2), on obtient

S+ F X1y ey XngF oo s+ Xn,)
=f(X1ys cev s Xn)F+ oo Hf (X1, ooy X)) —(P— D1 +So4 - - 1)

£quation qui a la forme (3.1,), d’olt résultent immédiatement les solutions
donnnées.

3.3. La solution générale continue de I’équation fonctionnelle
{(3.3) SO+ Xy ey Xngb e -+ Xny)
=filkxy, oo, kxn)+ oo +f,(kX1ps oo s kXn,)
.ott k0 est une constante donnée est

S(x, oons X)=ax,+ -+ +a,x,+¢,+ - F¢,

1 .
¥ 7167 x,,)=;(a1x1+ s tax,)+c ¢i=1,..., p).
On fait la démonstration exactement comme plus haut. On déduit

Sikxiys oooy kxp)=f (i + o o o+ x,)— (i +oF - Hfio i e )

{i=1, ..., p), expressions qui, remplacées en (3.3), conduisent & une équation
de la forme (3.1,), d’olt on arrive facilement a solution donnée.
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Ces problémes une fois résolus, on fait sans difficultés P’extension a des.
fonctions de plusieurs variables des autres types d’équation étudiées par nous
dans les chapitres 1 et 2, Ia méthode pour la détermination des solutions étant
la méme que celle exposée auparavant, ce n’est plus le cas de reproduire
ces équations. :

3.4. Une équation qui généralise I'un des quatre types d’équation.
de CAuUCHY est '

3.9 . S+ oo FXapy ey XngF - - - 4 Xmy)
=f(XIl,.... R an) f(xlp, ceey an)

f étant une fonction continue.
Cette équation a comme solution générale

n pair: flxp, oo, Xy)=eat o tamxm et f=0, f=1

n impair: f(x;, ..., X,)= £eaxt - +amxm et =0, f=1, f=—1.
On déduit facilement que I’équation fonctionnelle

S+ s+ X1y eee s Xngt oo o+ Xnp)
=fi(kx11, ey kxlp) . .f,,(kxnl, ceny kx;:p),
oit k est une constante donnée, a comme solution générale continue

1
% (a1 x1+ - - - -+apxn)+-Ci
f(xl’ ey xn)=e“lxl+"'+anxn+¢1+"'+¢'n, f}:e

Les solutions triviales sont f=0 et au moins I'une des fonctions de
droite, identiquement nulle.

3.5. Le prof. T. Poroviclu [22] a proposé le probleme suivant:

Déterminer les fonctions continues f(x) d’une variable réelle de telle
maniére que f(x+y-+2z) soit le produit d’une fonction de x par une fonction
de y et z. ‘

De I’énoncé résulte I’équation fonctionnelle
(3.5) fx+y+2)=gx)h(y,2)

ou les fonctions sont continues.

Les solutions triviales sont: f(x)=0, g(x) arbitraire, h(y,z)=0; f(x)=0,
g2(x)=0, h(y, z) arbitraire. Par la suite nous évitons ces cas particuliers.

Si nous faisons dans (3.5), x=0 nous obtenons
(3.5) S(r+2)=g0)h(», 2).

Si g(0)=0 alors f(t)=0 cas trivial que nous excluons. Donc nous supposons
g(0) #0, soit g(0)=a, si nous remplagons dans (3.5) lexpression de h(y,2)
tirée de la relation (3.5,) nous obtenons

(3:5) Sty +2)==g(@f (v+2)
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Avec y= —z=0 nous avons f(x)——g(x) oll f(0) b;éO Donc. g(x)=i—f(_x)

et avec cela, I’équation (3.5,) dev1ent
fx+y+2z)= —f(x)f(y+2) > f(JH- t)*—f(x)f(t) ot y+z=t,

équation qui a la forme (2.1). Par consequence pour l’equatlon (3 5) on
déduit les suivantes solutions générales

f(x)—f(o) e*, g(x)=g(0)-e~, h(y, 7)= f((O)) e“y“), ¢ const.

3 6. Employant un procede analogue au procede precedent on voit que
Iéquation fonctionnelle

\

Sx+y+2)=g(x)+h(y, 2)

admet comme solution générale continue
f@)=ax+f(0), g(x)—ax+g(0), h(y,2)=a(y+2)+f(0)—g(0).

3.7. Nous donnons trois extensions a 1’¢quation fonctionnelle (3.5).
1° L’équation fonctionnelle

S Fx,+ o+ x,)=f1(x) (X0 o5 X,)

a la solution générale continue

F@=1Oe fi()=f,(0e™ f,(, -, x”)‘___%ec<x,+...+,n)

2° L’équation fonctionnelle

SOq+x+ - - +x,)=11(x) /(%) ---fi(xi)f:p(xi-n’ cees X,)

a la solution générale continue

f(x)_—_f(o).ecx, f;-(JC)=f,~(0)ecx, fp(xt+1’ ey x")=f—'l(3)-{_,((:)—)f?(§eqxi+‘+‘ . .+xn),>

3° L’équation fonctionnelle
St e Xy eeey XngF oo FXn)=f1(X1y o e s X1p) e f(Xnys oin s Xny)
a la solution générale continue
Fxyy oo ey X,) =5t anIntert e ten
[i(xys oo oy X,)=en%1b e Hananta (i=1,...,n
et les solutions triviales f=0 et un au moins des fonctions de droite identi-

quement nulle.

3.8. L’équation fonctionnelle

(3-8) FE+N—SfD)—f(D)=9(x )

oll p(x, y) est une fonction donnée et f (x) est inconnue, a €té étudiée par
G. GALBURA, Th. ANGHELUTZA, M. GHERMANESCU, en supposant des hypothéses
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supplémentaires sur la fonction f(x). Le résultat suivant appartenant & D. S. Mi-
TRINOVIC et D. Z. Dokovi¢ [16] n’intervient aucune condition supplémen~
taire sur f(x).

La condition nécessaire et suffisante pour que I’équation (3.8,) admette
une solution, c’est que la fonction donnée ¢ (x) satisfasse la relation

3.8y Pz, x+y)—e(x, y+2)+9(x, Y)—9(y, 2)=0.

Observation. La relation (3.8,) congue comme une équation fonctionnelle admet
comme solution générale les fonctions (3.8,), ou f(x) est une fonction arbitraire.
D. S. MrtriNovIC et D. Z. Dokovi¢ qui ont étudié de méme des équations
déduites de (3.8,) par l’inversion des arguments, une partic de ces équations
admettant toujours & la solution (3.8,), tandis que par exemple 1’équation

(3.8,) (% y+2)—@ (¥ x+2)—9 (X, ) +9(»,2)=0
a la solution générale
(3-8 ?x ) =S(x+y)—f () +8(x)

oll f et g sont des fonctions arbitraires.
Nous allons étudier la généralisation suivante de I’équation (3.8,)

(3.85) SE+y)—ux)—v(y)=9(x »)

oll @ est un fonction donnée et f, u, v sont a trouver, mais sans y mettre de
conditions restrictives.

Nous allons étudier d’abord I’équation
(3-8¢) Sx+p)—ux)=9(x, )

La condition nécessaire et suffisante pour que Iéquation (3.8;) admette
une solution f, u, c’est que la fonction ¢ vérifie la relation

(3.8, e(x, y+2)—o (¥, x+2)—e(x, )+ (», x)=0.

Dans le cas de la condition (3.8,) remplie, ’ensemble des solutions de
I’équation (3.8;) est

(3.8) F@) =090, x)+a, u(®)=9(0, x)—o¢(x, 0)+a.

Démonstration. Le calcul direct nous montre qu’une fonction de la forme
(4.8;) vérifie la relation (3.8,). Réciproquement, si (3.8,) s’avére, on a:

o (x, 2)—9(0, x+2)—p(x, 0)+¢ (0, x)=0
donc

(3'89) (P(x’ }’)=<P(O, x+y)+q3(xs 0)—CP (05 X)

ce qui nous montre qu’il y a de f et u vérifiant (3.8;). Pour obtenir toutes
ces paires de fonctions, nous écrivons 1’équation (3.8;) sous la forme:

S (x+»)—9(0, x+y)=u(x)+¢(x, 0)—¢(0, x)

les deux membres dépendant de variables indépendantes distinctes, sont égaux
4 une constante @, d’oll on déduit la solution générale (3.8,).
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Corrolaire. La solution générale de I’équation fonctionnelle (3.8,) est donnée par

(%, y) =S (x+y)—u(x)
oit f et u sont de fonctzons arbitraires.

Ce corrolaire-ci complete les résultats de D. S. MITRINOVIC et D. Z. Do—
KoviC dans le sens qu’on a résolu une équation apparentée avec (3.8,) nom-
mément (3.8,), qui ne se trouve pourtant pas dans la liste des équations
étudiées par ces auteurs. ,

Observation. - L’équation '(3.8,) a été mentionée aussi par M. GHERMANESCU,
lequel a montré au cours d’une démonstration que la fonction (3.8,) la vérifie,
mais ne s’était point intéressé & trouver, toutes ses solutions.

Les condltlons (3. 87) et (3.8,) sont équivalentes.

En réalité (3. 8,) implique d’une maniére. évidente (3.8,). Si l'on admet
(3.8,) la fonction ¢ est de la forme (3.8,) et alors résulte (3.8,).

Condition nécessaire et suffisante pour que I’équation (3.8;) ait une
solution f, u, v est que la fonction donnée ¢ vérifie la relation

(3.8,) 9@ x+IN)—0( y+2) +e(x, »)—9(¥: 2)—(0, x+)
+¢(0, y+2)+9(», 0)—e¢ (0, y)—o(z, 0)+¢(0, 2)=0.

Quand la condition (3.8,,) est réalisée, 1’ensemble des solutions de
I’équation (3.8,) est constitué par les fonctions: :

(3.8,) f)=f,(x)+h()+a+b, u@)=u ()+h(x)+a, v(x)=v,(x)+h()+b

ou f,, u, v, est une solution de I’équation (3.8,) A(x) une solution arbitraire
de I’équation de CAUCHY, h(x+y)=h(x)+h(), tandls que a, b des constantes
arbitraires.

Démonstration. Posons I'équation (3.8,) sous la forme de I’équation (3.8;)

Sx+y)—ux)=9(x, y)+v(»)

Tenant compte de ce qui a été indiqué, cette équation a des solutions
quand et seulement quand @(x, y)+v(y) vérifie la condition (3.8;) c’est a-dire
quand si et seulement s’il existe une solution v de I’équation fonctionnelle

(3-8;) ¢ N+v() =90, x+y)+v(x+ 1N +e(x 0)+v(0)—e(0, x)—V(x)
Mais on écrit cette équation
& +»)—v (O] (x)—r(O)]—[v(»)—v(0)]
=CP(x’ y)—‘P(O, x+y)+¢(0, x)‘—tp(x, 0)

donc elle admet des solutions quand et seulement quand la fonction du membre
II satisfait la condition (3.8,). En faisant les calculs nous obtenons la condi-
tion (3.8,5). Soit (f}, #,, v;), (f, u, v) deux solutions de 1’équation (3.8;);

alors
S (x+y)—fi(x+y)=[u(x)—u, (0] + [y (x)—v, (X)];

il résulte que f—f;, u—u,, v—v, vérifient ’équation de PEXIDER, ce qu’impiique
les formules (3.8,,).

10 Publikacije
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La condition (3.8,,) peut &tre établie aussi par la réduction de I’équation
(3.8;) a la forme (3.8,) sans passer par la forme intermédiaire (3.8,;). En
réalité, s’il y a des fonctions f, u, v vérifiant (3.8,) nous pouvons supposer
sans restriction de la généralité que u(0)=v(0)=0 (en faisant au besoin
I’addition ou la soustraction de certaines constantes). De (3.8,) nous déduisons

F)—=v(M)=2(0,y), f(x)—u(x)=9(x, 0),

FE+N—X)— () =2, y)—2(0, y)—o(x, 0).

Donc si (3.8;) a une solution (3.8,;) en a aussi une. Inversement, si
(3.8,;) a une solution nous écrivons

Fx+)—lf()—o(x, OI-[S () —e©, N=9(x, y)

.d’ol I’on voit que (3.8;) a aussi une solution. Mais (3.8,;) aura une solution
‘alors et seulement alors que @(x, ¥)— ¢(0, y)—o(x, 0) vérifie la condition (3.8,).
Les calculs nous conduisent & (3.8,,).

(3.8,3)

4. EQUATIONS FONCTIONNELLES DEFINISSANT DES FONCTIONS
TRIGONOMETRIQUES

Les fonctions trigonométriques circulaires ou hyperboliques, directes
ou inverses ont ¢été caractérisées par des équations ou par des systémes
d’équations fonctionnelles, suivies ou non par certaines conditions supplémen-
taires, en diverses maniéres.

Nos résultats dans cette direction, nous les exposons dans ce qui suit.

4.1. Les solutions générales de I’équation fonctionnelle

4.1 4 p) = LD +hO)
(#.1) S = e o

oit €= —1 respectivement s=1, sont
e=—1 f(X)=tg(ax+c,+c,), gx)=tg(ax+c), h(Xx)=tg(ax+c,);
, f(x)=0, gx)=—h(x) arbitraires;
e=1, f(xX)=th(ax+c,+¢,), g(x)=th(ax+c)), h(x)=th(ax+c,),

respectivement f(x)=0, g(x)=—h(x) arbitraires; f(x)=g(x)=h(x)=1, f(x)=
=g(X)=h(x)=—1; «,, ¢,, ¢, constantes arbitraires.

En posant f(0)=f,, g(0)=g, et h(0)=h, et en faisant y=0, respective-
ment x=0, et éliminant les fonctions g(x) et A(x) on obtient une équation
qui peut étre écrite v

f)+f(») &oth,
1+ef()f () 1+eg,h, o+ hy
4.1 x+y)= , avec fy= ,
'( l) f( y) 1 &+h fX)+f(Y) fo 1+egh,

Tregoh, 1+effO)
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I’équation (4.1,) devient
' f Qi)
—<fof () .

f(x) —/f
1 ____L
O e

+f(y)
f(x+J’)

En notant

_ @~ , __F@+h
F(x)~ —cﬂ,f() dOl‘l f() l+eﬁ,F(x)

on obtient que la fonction F(x) satlsfalt l’equatlon fonctionnelle

Fx)+F()
1+ F( X)F(y)

qui a la solutlon générale f(x)=tgcx 31 e=—1et f(x)=tghex si e=1, avec
¢ € R constante arbitraire.

F(x+y)

4.2. L’article intéressant de P. M. VasiC et R. R. JANIE [30] a été com-
plété par nous avec les équations fonctionnelles suivantes:

1° L’équation
gx) h(»)—1

(4.2) v . fx+y)= 2 ()1 h0)

a comme solution générale
S(x)=ctgfaxrtc + ) gX=ctg(ax+e), h(x)= ctg (ax+c,);

2° L’équatioxi a |
4-2,) Sx+y)=

a la solution

gx)h()—2
gX+h(y)—~2
J(x)=1—ctg(ax+c,+¢,), gx)=1—ctg(ax+c), h(x)=1—ctg(ax+c,);

3° L’équation
g +h()—28(x) A

4.2 x+y)=
2 e+) (1—2) g(x) K ()
a la solution si e=—1
_ sin (ax+ ¢, +¢;)
f(x)_sin(ax+c,+cz)—cos(ax+c1+c2)’
. () =— sin (xx+¢;) . h(x)=— sin(ax+¢,) X
sin(ax+ ¢, )—cos(xx +¢;) sin{a x+¢,)—cos(xx+c,)

tandis que si e=1, Péquation devient
(4.2 Sx+y)=g(x)+h(y)—28(x)h(»)

10*
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qui a la solution générale

f(¥)=

sh(@x+e¢+¢,)
sh(ax+c, +c;)—ch(xx+e+¢;) ?

sh(xx+¢,)  h(¥)= sh(xx+c,)

gx)= -, ;
sh(xx+e¢,)—ch(xx+cy) sh(xx+¢)—ch(ex+cy)

4° L’équation

@42 P4 y)=TOERO) +20—005 D ) h ()

1—2(1—cos a) g(x) h(»

a comme solution générale

sin(cx+ ¢, +¢,) sin (ex +¢
foy-——mEEEara) . gey- rea)
2 sinz cos(cx+ i +cC+ —2—) 2 sin; cos(cx+ c,+—2—)
h(x) = sin (ex+¢,)

Zs'na os( +c+a)
10 —— C -
2 [+24 2 2
Dans (4-2,)—(4+2;), ¢. ¢,, ¢, et « sont des constantes arbitraires.

4.3. Nous allons donner quelques équations fonctionnelles qui caractérisent.
fes fonctions trigonométrique inverses.

On sait que les équations fonctionnelles
xX+y

), g(x)+g(y)+a=g(§)

x+y
1—xy

43) F@+0) =S
ont comme solutions générales ,
f(x)=rc arc tg x respectivement g(x)=carctgx—a

L’équation fonctionnelle

“3,) F@+8()=h(7*2)

a comme solution générale
f(x)=carctgx+c¢,, g(x)=carctgx+c,, h(x)=carctgx+c,+c,
¢, ¢, ¢, & R constantes arbitraires.

En effet, si dans {4.3,) on fait premiéremsnt y=0, x=t et puis x=¢°
y=t, on déduit k(t)=1f(t)+g,, &(t)=Sf(t)+g,—f, expressions qui, remplacées
dans (4.3,), donnent

X+

FR)+f0)—fo=f (1 —:y)

£quation qui est de forme (4.3).
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4.4, L’équation fonctionnelle
P~1
2]
k ' 2 (—1**?pyp 4y
LO) L) + - - - ) =S| ==

(—1D**2py

ot [% représente la partie entiére du nombre % , tandis que p, représente la somme

de tous les produits des combinaisons simples des variables x,, ..., x, prises k
a k, a comme solution générale :

f(x)=carctgx+c,+c,+ - - - +¢,, fi(X)=carctgx+c
i=1,2,..., n et c; & R constantes arbitraires.

Pour la démonstration, nous faisons successivement n—2 variables égales
a zéro. L’équation se réduit ainsi 2 une équation de la forme (4.3,).

4.5. Une équation fonctionnelle de sinus. Dans R. M. sp. 77 (1966—67),
434, a été solutionné le probléme: Déterminer une fonction réelle f(x) con-

tinue sur R telle que
' x+y

@.5) f@I0)=k | roar.

4

Nous donnerons plus bas, & c¢ probleme, une solution plus simple, dans
laquelle on n’utilise pas la “dérivabilité, ainsi qu’on a procédé dans la note
mentionnée.

La fonction f(¢) étant continué a des prlmxt'ves, soit F(z). Alors I’équ-

ation (4.5) devient
Fx)f()=k[F(x +3)—F (x—»)] _
Nous remplagons ici x+y=2u, x—y=2v, d’ob x=u+v, y=u—v et alors
4.5) S@+v)f(u—v)=k[FQuw)—F@2V)].

L’équation contient deux fonctions inconnues et nous cherchons éliminer
la fonction F. A cette fin nous faisons v=0 et u=¢. On déduit

f2(@)=kFQ2t)—kF(0) = kF(2t)=12(t)+kF(0)
et I’équation (4.5;) devient
f@+v)fu—v)=f> (u)——f2(v)
équation bien connue qui a des solutions netrivialles
f(X)=c¢;x, f(x)=c,sinc;x, f(x)=c4shesx

ol ¢; sont des constantes arbitraires réelles.
Remplagant en (4.5) les solutions trouvées plus haut, on déduit que
Téquation (4.5) a des solutions générales

F@=2kx, f®=Esincx, f)=Eshex
Cy Cs

identiques A celles données dans la revue mentionnée.
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Soit maintenant I’équation fonctionnelle ‘de trois fonctions inconnues

continues
x+y

f@e=k [ h(®)d, (f(x), g(*), h(x):R—>R).

x—=y
Si H(t) est une primitive de la fonction A (¢), nous déduisons
F@ g =k[H(x+y)—H(x—y)] = fu+v)g@—v)=k[HQu—H2v)].

Faisant ici v=0 et u=t¢, nous avons f(¢) g(¢)=kH(2t)—kH(0). Eliminant
la fonction H nous obtenons

Su+v) gu—v)=f(w) gw)—/ () g ().
Changeant le rble des variables u et v, nous avons
fu+v)g(v—u)=f(v)g()—f W) g™
équation qui additionnée avec la précédente donne
Ft)[g =)+ g(r—u)]=0.

Nous supposons que g(u—v)+g(v—u)=0, donc g(#) est une fonction
impaire. Restent les équations

Su+v)gu—v)=f(g@—r()g(), fUu—v)g+v)=f)g@—r()g@)

d’ou il résulte f(u+v)g(u—v)=f(u—v)g(u+v), équation qui dans I’hypothése
que f(t)# 0 n’est pas possible que si g(¢)=c¢f(t), ot ¢ peut étre égal a zéro.
Si ¢+ 0, nous obtenons

Su+v)eof @—v)=f@S@—S ) S ) > fu+v)f@—v)= @20

Pour la solution f(x)=c,x il résulte g(x)=cec,x et ayant en vue que
S g@)=kH(2t)—kH (0), H (x)=h(x), nous déduisons

elct? =kH (2 1)—kH (0)

c2c

et la dérivée par rapport & ¢, donne h(x)=71~x.
Analoguement nous trouvons

f(x)=c,sinc;x, g(x)=c,csinc,x, h(x)— “sin c3x
Sf(x)=c,shesx, g(x)=c,eshesx, h(x)==-"* elcse k ¢ shegx.

4.6. 1° Dans la travail [10] nous avons démontré que, si les fonctions
p(x) et f(x) sont analytiques, I’équation

b g b
[f®@e@dx—e@ [ fMdx+e®) [ f(x)dx
a a g

n’a de solutions qu’a la condition que E=—;—(a+b).
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2° Dans un travail [7] nous avons étudié¢ le systéme a4 9 fonctions réelles
mesurables.
P p+1-k
&GEN) A2 G x+D) 2 e i i(@b() =8, () +8,(5)

ol p=1, 2, 3 et A un parameétre.

5. EQUATIONS FONCTIONNELLES DEFINISSANT DES POLYNOMES

La définition fonctionnelle du polyndme 3 une variable ou a plusieurs
variables a été faite de différentes maniéres. En général les équations intro-
duites dans la définition du polyndme contiennent une seule fonction inconnue.

Dans ce chapitre nous étudions des équations intégro-fonctionnelles,
contenant plusieurs fonctions inconnues, définissant des polyn6mes.

5.1. L’équation fonctionnelle
k 8
ER) oD +(1—NPl= = [f@dt, (Y= BE R,

oit A et k=0 sont deux constantes, f(t) et @(t) étant deux fonctions réelles
bornées, sommables ou mesurables a les solutions générales

I S@=c, e@=c 2° f(x)=—llc—(ax+b), p(X)=ax+b = }\=%.

En effet, les variables « et B étant quelconques, nous ferons dans (5.1)
successivement

1° a=u—v, B=u; 2° a=u, B=u+v et 3° a=u—v, B=u+v,‘

par conséquent, on obtient

u+v

% f £ dt=p@—ny), % f £(@t) dt=ou+(1—N)],

utv

% f F()dt=ofu+(1—22)v].

En utilisant la propriété
u u+v u4v
(5.1) ff(t)dt+ff(t)dt= ff(t)dt
on obtient

S.1,) PU—Av) +o[u+ (1 —N)¥]—2¢[u+(1—22)v]=0
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équation: de -laforme (1.7,). On déduit
2.6;=0, 2a0,=2x—1, 2aou’=—61+61—1.
Puiséﬁe | Za,.ot,-2 ne s’annulent pas pour )\=%, nous concluons pour
I’équation fonctionnelle (5.1) que: si 7\#% alors la solution éénérale est

@ (x) =constante, et si l=—;-, alors la solution est un polyndme du premier

degré @(x)=ax+b, ol a et b sont deux constantes arbitraires.
~ Par la suite, nous avons

e B B B
B R P . _ e,
°re "‘ﬁ‘_“‘aff(t) dt ou fth ka(t)dt, done f(r) =

B
o 1 __k
2 Sal+p o= ff(t)dt.

Si on remplace f(¢)=F'(f) on déduit immédiatement les solutions
données hplu.sw_ haut. .

5.2. Considérons maintenant I'équation fonctionnélle
h ‘ 1 1
62 poll QLA LICARSICN)
i ' ) S @

o a;=o0+A(P—a), B;=B—A(B—a), ngéé les fonctions f, g et h sont

supposées bornées, etc.
L’ensemble des solutions de I'équation (5.2) est

1° x=% :f(x)=-;—(ax+b), g (X)+h(x)=ax+b;

1 1 1 1 1
° AE— et AE— (1 ——=), —— ax?+—(2b .
2 A#e ;&2( ﬁ) f)=7 axt+—Qbtox
h(x)=ax+b, g(x)=ax+b+c;
3° 7\=%(1 —4\/%), h(x) et g(x) polynémes du 3¢ degré, et f(x) poly-
noéme du 4¢ degré.
Nous allons calculer les intégrales suivantes

u+v u u+y

A
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On obtient
H+V

%ff(t)dt=%[g(u—-v+27tv)+h(u+v—27\v)],

-y

% ff(t)dt=%[g(u—v+)\v)+h(u—7§v)],

u+v

% f f() dt=%[g(u+lv) +h(u+v—rv)].

En utilisant la propriété (5.1,) on obtient I'équation
5.2) gWu—v+Av)+h(u—rv)+g u+rv)+h(u+v—>Arv)
—2g@W—v+2A)—2h(u+v—211)=0.
En changeant v en -v on a
gu+v—A)+h@+rv)+gu—av)+h(u—v+2ry)
—2g(u+v—2A)—2h(u—v+21v)=0.

En soustrayant la derniére égalité de la précédente, on obtient
[ge@—v+rv)—h(u—v+Av)]+[g(@+2rv)—h(u+Av)]—[g (u—Arv)—h(u—2rv)]
—[g+v—Av)—h(u+v—av)]—2[{g(u—v+2Av)—h(u—v+21v)]

+2[g(u+v—2AV)—h(@+v—22A0]=0.
A TPaide de la notation g(¢)—h(¢)=®(t), on déduit
Ou+A—D]+ P+ 1) —O(u—rAv)—D[u+(1—21)v]
—20u+2A—1)v]+2P[u+(1—21)v]=0.
Cette équation a la forme (1.7,). On déduit
2a,=0, a0 =1+ N—(—=A1—(1=0)"—2(2A—1)"+2(1— 22y
On vérifie facilement que quelque soit le nombre naturel n - pour
l=é— on a Za,a,-"=0.
Si =% alors a1=91=%(a+[3), et I’équation contenant les fonctions g
et A devient
g(u+%v)—-2g(u)+g(u—%v)+h<u+%v)—2h(u)+h(u—%v)=0 .

En substituant dans cette équation v=2¢ et g(x)+Ah(x)=¢(x) on obtient
ou+1)—29()+o(u—t)=0 équation qui a comme ensemble des solutions

@(x)=ax+b, donc g(x)+h(x)=ax+b et alors

B

a et b étant deux constantes réelles arbitraires.
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Par conséquent si A=—;~ I’ensemble des solutions est

fE) =7 @x+b). gD +h(x)—ax+b.

Si )\;&% alors ®=¢, donc g(t)—h(t)=c. En prenant dans I’équation
(5.2,) git)=~h(t)+c on obtient
h(u—y+A) +h(u—Av)+ h(u+2v)+ h(u+v—2av)
—2h(u—v+2A9)—2h(u+v—2A¥) =0,
équation qui peut étre écrite
hlu+(—1Dy]+h@—2v)+h@+rv)+hu+ (1—2A)v]
—2h[u+Q@A—1)v]—2h[u+(1—22)v]=0.
Pour cette équation on a ‘
2a,=0, Daa=0 et Da0’=—2(6N2—6x+1),

Saa’=0, 2 a0'=—60r+12022—84 1 +241—2.
| “Mais Za,faf =0 pour A =—;—( 1 —L) » (Fautre racine est ~inacceptable).

V3

Mais la racine )\=% 1—1—_3;) ne satisfait pas la relation Za,a,-4=0 et en te-

nant compte du théoreme de T. POPOVICIU énoncé plus haut, on déduit les
solutions données au début du chapitre.

5.3. N. CIORANESCU [4] a étudié I’équation fonctionnelle

b
(53) FG+y)= [ 1 (%) + f(s9)] dus).

Nous considérons ’équation fonctionnelle

b
(5-3,) FE+) = [ lg(sx)+h(»)] du(s)

ol u(s) est une fonction & variation bornée dans (a, b), la relation ayant lieu
quel que soit x et y, il est évident que les intégrales du seconde membre
ont un sens.

Faisons dans (5.3,), y=0 et ensuite x=0, on obtient

b b b .
S@= [ g0 du@©)+h(0)-C, f(M)= [ h(s)du()+g@©)-C ob C= [ du(s)

En éliminant les intégrales du seconde membre, on arrive 3 I’équation

(5.3,) FE+1)=fx)+f(»)—C(gy+hy).
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Distinguons deux cas

1° g,+h,=0, alors 1’équation (5.3,) est I'équation de CAUCHY, et par

«conséquent f(x)=Ax, 4 A arbitraire.
2° g,+h,#0, alors f(x)=Bx+ C(g,+h,)-

Par 1a suite, dans le premier cas, il résulte

b b
[ g(sx)du(s) = Ax—h,C, [ h(sx)du(s)=Ax—g,C.

a
Supposant que la fonction g(sx) est développable en série soit

glsx)=c,+c sx+ -+ -

.on déduit

b b b
Ax—hyc=c, f du(s)+cle sdu (s) + c,x? f s2du(s)+ - - -

il résulte

b
Co=—hy, c,=A:fsdu(s), =0, i=2,...

b &
g(X)=—ho+(dsx): [ sdu(s), h(sx)= —go+(Asx): [ sdu(s).

Pour le 2° cas nous procédons exactement comme plus haut.

5.4. On montre facilement que les équations

2

[e0r@dt=0-01(7), [ e@s@a=2T1709+70))

ont la solution f(x)=ax+B, e(x)=1, « et B des constantes arbitraires.

BIBLIOGRAPHIE

La bibliographie générale est donnée dans I'introduction.

1. J. AczEL: Sur une équation fonctionnelle. Publ. Inst. Math, (Beograd) 2 (1948),
257—262.

2. J. AczEL: Miszellen iiber Funktionalgleichungen I. Mathematische Nachrichten 19
(1958), 87—99. i ’

3. N. CIoRANESCU: Quelques équations fonctionnelles caractérisant la fonction linéaire.
Acad. Romaine, Bul. Sect. Sci. 15 (1932), 87—92.

4. N. ClorANESCU: Sur la définition fonctionnelle des polynémes et quelques ., formules
a deux et trois niveaux*. Bull. Math. de la Soc. roumaine des sci. 33—34
(1932), 39—47. o

5. O. E. GHEORGHIU: Sur un systéme d'équations fonctionnelles qui généralise l'équa-
tion fonctionnelle de D. S. Mitrinovi¢ (russe). Ces Publications Ne 35—Ne 37 (1960),
9—15.



156

1. 1. Stamate

6. O. E. GHEORGHIU et B. CRISTICI: Sisteme de ecuatii functionale care generalizeazd

ecuatia functionald a lui D. S. Mztrmowc Ann, Univ. Timigoara, St, Mat. fiz. 6
(1968), 159—65. )

7. O. E. GHEORGHIU, N. V. GHIRCOIASIU et 1. STAMATE: Sisteme de ecuafii functionale-

neliniare. Bul, sti. Inst. Poli. Cluj 11, (1968), 25—28.

8. M. GHERMANESCU: Sur qulques extensions de [I'équation fonctionnelle de Cauchy.

Bull. Sect. Sci. Acad. Roumaine 28 (1945), 197—200.

9, M. GHERMANESCU: Solutions mesurables de certaines équations fonctionnelle liné-

aires & plusieurs variables. Bull. sci. et tehn. Poly. Timigoara 13 (1948), 18—49,

10. N. GHIRCOIASIU et 1. STAMATE: O problemd relativa la a doua formuld de medie,.

Bul. sti. Inst. Poli. (Cluj) 9 (1966), 37—40.

11. N. GHIRCOIASIU et I. STAMATE: O generalizare a unei ecuatii a Ilui D. Pompeiu.

Bul. sti. Inst. -Pol. (Cluj), 10 (1967),:19—23.

12. N. L. LoBACEVSKI: Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien. Berlin,

13.
14.

15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

31.

S.

S.

Fe)

N o® B &

1940, 33, 36.

MARcCUS: Sur une généralisation des fonctions de G. Hamel. Rend. dell’ Ac. Naz.
dei Lincei, 20 (1956), 584—589.

MARcUs: Sur une classe de fonctions définies par des inégalités, introduite par-
M. A. Csdszdr. Acta Sci. Math. (Szeged) 19 (1958), 192—217.

. S. MrITRINOVIC: Sur un procédé fournissant des équations fonctionnelles :dont les

solutions contmues et différentiables peuvent étre déterminées. Ces Publications.
Ne 5, (1956), 1 ’

S. MITRINOVlé et D Z. Dokovi¢: Sur quelques equattons foncttonnelles Publ.
de IInstitut mathématique, 1 (15), (1961), 67—73.

. V. PexiDER: Notiz iiber Funktionaltheoreme. Monatsh. Math. und Physik 14

(1903), 293—301.

PoMPEIU: Sur une équation fonctionnelle qui smtrodmt dans ‘un probléme de
moyenne. C. R. Paris, 190 (1930), 1107—9.

PompEIU: Les fonctions indéfiniment symétriques et les équations différentielles,
Bull. de la Sec. Sc. de ’Acad. Roumaine 24 (1941), 291—96.

PopoviCIu: Sur certaines équations fonctionnelles définissant des polynémes. Mathe--
matica 10 (1935), 194-—208.

Poproviciu: Sur les solutions bornées et les solutions mesurables de certaines
équations fonctionnelles. Matheratica 14 (1938), 47—106.

Poroviciu: G. Matematica, XLV1 (1941), 392. .
RoscXu et 1. STAMATE: Generalizarea matriciald a ecuatiei functionale a lui’
N. I. Lobacevski pe mai multe functii. Bul. sti. Inst. Poli. (Cluj), 10 (1967),.
51—55.

. STAMATE: O clasd de ecuatii functionale. Gazeta Matematicd gi fizicd (A) (1959),

587—97.

. STAMATE: Ecuatii functionale de tip Pexider, 1, 11 et III. Bul. gti. Inst. Poli..

(Cluj) § (1962), 7 (1963) et 8 (1965).

. STAMATE: Généralisation de I'éguation fonctionnelle de H, P. Thielman. Mathema--

tica 7 (30) (1965), 383—390.

. STAMATE: Characteristic integral properties for polynomials. Mathematlca 9 (32),

(1967), 383—389.

SVIATAK: Remarks of the functional equations f(x+y—xy)+ f (xy) @+ f(»
Aeq. Math. 1 (1968), 239—41.

P. THIELMAN: On generalized Cauchy functional equations. Amer. Math. Monthly 56-
(1949), 452—57.

M. Vasi€ et R. R. JANIC: Sur quelques équations fonctionnelles du type de Pexider.
Ces Publications Ne 274—Ne 301 (1969), 33-45.

WARASZKIEWICZ: Sur les fonctions définies par les équations fonctionnelles

x+y\ 2/ () f(» x+y\
(?)ff(x)+f(y) et f( 2 ) A+ =2 f(3) ot 0<A<I. Ann. Soc.

Polon. Math. 19 (1946—47), 237.



