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335. EINIGE FLACHEN UND KURVEN DIE DEM ELLIPTISCHEN
KEGEL ZUGEORDNET SIND*

Stanimir Fempl

Jedem Achsenschnitt eines geraden eIliptischen Kegels (Basishalbachsen
a u. b, Hohe H) kann man einen FEUERBACHkreiszuordnen der, wie bekannt,
durch neun Punkte: Halbierungspunkte der Seiten, Hohenfusspunkte und Halbie-
rungspunkte der oberen Hohenabschnitte hindurchgeht.

In dieser Arbeit be-
stimme ich in 1. den geo-
metrischen Ort F siimtli-
cher FEUERBAcHkreise,die
Schnittlinien der so ent-
standenen Fliiche mit dem
Kegel, und gebe eine Ge-
nesis der einzelnen Kurven
die die geometrischen Orte
der erwiihnten neun Punkte
darstellen. In 2. wird die
Komplanation des zwischen
den beiden Schnittlinien
liegenden Kegelteils ausge.
fUhrt. 1m Resultate er-
scheinen elliptische Nor-
malintegrale die sich auf
Integrale I u. II Art (LE-
GENDREtypUS) zurlickfU-
hren lassen, so dass man
fUr die Auswertung des
erwiihnten Fliichenteils die
bestehenden Tafeln fUr el-
liptische Integrale benutzen
kann [1]. In 3. wird die
Rektifikation der Kurve,
die den geometrischen Ort
der Halbierungspunkte der
oberen Hohenabschnitte darstellt, ausgefUhrt. 1m Resultat erscheint die JACOBIsche
"Zeta"-funktion, deren einzelne Werte sich ebenfals in [1] befinden.
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Abb.1

* Presented June 2, 1970 by M. PRVANOVIC.

45



46 S. Fempl

1. Man lege den Koordinatenursprung eines (linken) rechtwinkeligen Systems
in den Basismittelpunkt, die Grundellipse in die XY-Ebene, so dass die Spitze V
des Kegels in die Z-Achse fallt. Die Gleichung der KegelfHiche lautet

(1) H2(b2x2 + a2y2)= a2b2(H-z)Z.

Wenn man das Komplement der exzentrischen Anomalie mit qJ bezeichnet, so
lautet die Gleichung eines beliebigen Achsenschnittes durch A(asinqJ, bcosq;, 0),
B( -asinq;, -bcosq;, 0), V(O, 0, H)

(2) bx-aytgq; = o.

Urn den zugehorigen FEUERBAcHkreiszu bestimmen, geniigt es eine Sphare durch

drei Punkte 0(0,0,0), Sl (!!:.-sinq;, ~cosq;, H ), S2 (-!!:.-sinq;, -~cosq;, H )2 2 2 2 2 2

zu legen d. h.

x2 + y2 + Z2 + it (y- bx ctgq; )-
H2 + a2sin2rp+b2cos2rpZ= 0 (it beliebig),

a 2H

und wegen (2),

(3)

Die Gleichungen (2) u. (3) bestimmen dem Achsenschnitte ABV zugehOrigen
FEUERBACHkreis.Indem man noch q; e1iminiert, erhiiIt man den gesuchten geo-
metrischen art

(4)

Wie man sieht, diese Flache ist symetrisch in Bezug auf die Koordinatenebenen x = ()

und y = 0, und sie beriihrt die Ebene z = 0 im Koordinatenanfang. Sie besitzt
mit der Kege1fHiche (1) noch zwei Schnittlinien. Diese Schnittlinien erhiilt man,
indem man den Wert fUr b2x2 + a2y2 aus (1) in die letzte Gleichung einsetzt.
Es folgt

(X2 + y2 + Z2) [I HZ

] =
H2Z(H -2z)

2 (H-Z)2 2 (H-Z)2

und diese G1eichung kann man in der Form

(H-2z)[(X2 + y2 + Z2)(2H-z)-H2z] = 0

schreiben. Auf diese Weise erhiilt man zwei Schnittlinien. Die erste - wen man
noch z = H/2 in (1) setzt-hat die Gleichungen

(5) b2x2+a2y2=a2b2/4, z=H/2,

ist also eine Ellipse mit Halbachsen a/2 und b/2, mit dem Abstand H/2 vom
Kegelbasis, was auch auf Grund eines einfachen geometrischen Dber1egens zu
ewarten war. Indessen, die zweite Linie, deren Gleichungen man in der Form

(6)

schreiben kann und die eine Raumkurve darstelIt, besitzt eine interessante Genesis.
Niimlich, eine durch 0 und den beliebigen Punkt P(x, 0, z) der Kurve
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(7) y=o

laufende Gerade schneidet die Gerade z = H der Ebene y = 0 im Punkte
A(Hx/z, 0, H), und man ersieht leicht dass AB = AP ist, wo B den Punkt (0, 0, H)
darstellt. Eine solche Eigenschaft besitzt aber die Strophoide. Die erste Glei-
chung (6) stellt also eine Flache dar, die
durch Rotation der Strophoide (7) urn die
Z-Achse entstanden ist. Diese Strophoide
beriihrt die X-Achse im Koordinate-
nanfang, ihr Doppelpunkt ist der Punkt
(0, 0, H) und ihre Asymptote ist die Ge-
rade z = 2H, y = O.

Was den geometrischen Ort der Mit-
telpunkte der erwiihnten Hohenabo:chnitte
anbelangt, und zwar von denjenigen Hohen
die auf den Mantellinien senkrecht stehen
- da ein so1cher Punkt Koordinaten

a . b a2sin2tp+ b2cos2tp
x=2smcp, Y=2cOS cp, z=

2H

z

x

Abb.2.

(8)

besitzt - lauten die Gleichungen des geometrischen Ortes

(9) b2x2+a2y2=a2b2/4, X2+y2=Hz/2

d. h. die Kurve stellt den Schnitt eines elliptischen Zylinders mit einem Rota-
tionsparaboloid (urn die Z-Achse) dar. Auch diese Kurve ist keine ebene Kurve.

Schliesslich, der geometrische Ort der Mitte1punkte der Hohenabschnitte
die die Kegelspitze mit dem Orthozentrum verbinden, ist eine Strecke mit den
Endpunkten (0,0, (H2+a2)/2H) und (0,0, (H2+ b2)/2H) die auf der Kegelhohe
liegen.

2. Urn die OberfIiiche des Kegelteils zwischen seinen Schnittlinien (5) und (6)
mit der FHiche F zu berechnen, wird es zweckmassig sein, den Kegelmantel in
die Ebene auszubreiten. Wen die kleinste Mantellinie S2= Vb2 + H2 in die Pola-
rachse fallt und die Kegelspitze im Polliegt, so ist der Polarwinke1

(10)

rp

(9=JI(n,k,cp)= In(n+l)

J
Vl-k2sin2tp dcp

n + k2 1 + n sin2tp
o

was ich in einer meiner frliheren Arbeit zeigte [2]; hier ist

(11)

wo R den Radiusvektor bedeutet, und s] = Va2 + H2 die grosste Mantellinie. Hier
ist noch

(12)
e2

n=-
sf

Flir die ausgebreitete Kurve (5) besitzt (9 denselben Wert, nur ist der Radiusvektor
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r=R/2. Indessen, flir die Kurve (6) ist (Abb. 1) der Radiusvektor r=R-AM,
und wegen AM =2e cosa=2e2/R (e2=a2sin2<p+b2cos2<p) ist r=(R2-2e2)/R d.h.,
wegen R2-fi = H2 ist r = (H2-e2)JV H2 + e2, also

(13)

und die Grosse e hat denselben Wert (10). Auf diese Weise stellen die Glei-
chungen (10) u. (13) parametrische Gleichungen der ausgebreiteten Kurve (6) dar.

Der Mantelteil des Kegels zwischen der Kegelspitze und Kurve (6), wegen
Symetrie, ist

!J

Ml=4.~ Jr2de,
o

wo Q den vierten Teil der Mante16fnung bedeutet [2]. Da noch

.3t:;)

~
n(n + I) y l-k2 sin2q:>.3 a yl-k2 sin2 q:> .1~

=
. u<p=- u<p

n+k2 l+nsin2q:> S2 l+nsin2q:>
,

ist, so wird

d. h.

(14)

n n
2 2

M =2a
{

4H4 Jyl-k2sin2q:>
d<p-4H2 Jyl-k2sinq:>

d<p+slE
}

.1
S2 sl (1+nsin2q:»2 l+nsin2q:>

o 0

Das dritte Integral E ist ein vollstiindiges elliptisches Normalintegral II Gattung
(LEGENDREtypUS),das zweite integral ist s2JI(n, k, n/2)/a auf Grund (10), wiih-
rend sich das erste Integral in der form

(15)

n
2

n+k2

J
dq:>

n (I + nsin2q:»2yl-k2sin2q:>
o

n
2

k2

J
dq:>

n (I +nsin2q:»yl-k2sin2q:>
o

schreiben liisst. Bezeichnet man
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so gilt die Rekursionsformel [3]

(2,,-2)aZv-(2,,-3),8 ZV-l + (2,,-4)1' Zp-2-(2,,-5)<5 ZV-3

xX
= + const.,(1 + nx2)v-l

a=(n+ l)(n+k2)fn2, ,8=[n(n+2)+(2n+3)k2]fn2, y=[n+(n+3)k2]fn2, <5=k2fn2,

und das erwahnte erste Integral (sincp=x) erscheint in der Form

wenn man noch die Integralgrenzen in Betracht nimmt. Nach dieser Formel er-
halt man flil ,,= 2 den Wert

und die Grosse Zl stelIt ein voUsHindiges elliptisches Normalintegral III Gattung
dar (LEGENDREtypUS),dass man mit IIo bezeichnet. Die Grosse Z-l hat den Wert

n
"2

n

J ..Jl-k2sin2cpdcp.
k2

o

n n
"2 "2

Z-J = J 1 +nsin2p
dcp=

n+k2 J dp

yl-k2sin2p k2 y l-k2sin2p
o 0

Da noch das zweite Integral rechts yon Z-l ein vollstandiges elliptisches Nor-
malintegral I Gatuung darstellt und dass man mit K bezeichnet, SO ist Z-l =
(n +k2)K/k2-nE/k2 so dass auf Grund (12),

2 + 2 +H 2 22 2

Z =SI S2 n +a~E-~K2 2 2 0 2 4 18 2
SI SI I

ist. Weiterhin ist JI (n, k, n/2) = JIo in der Form

JIo=~(sJ2no-H2K)
aS2

(16)

ausdriickbar, was man leicht ersieht. Demnach erhaIt man mit Rticksicht auf
(15) flir (14) den Wert

M -
4H4

K
2a ( 2

2H4 )E
4H2

( 2
a2b2

)IlJ-- +- S2 +- -- SJ +- O.
aS2 S2 SI2 aS2 S22

Die Mantelflache des Kegels ist [4]: M2 = 2a..J b2+H2 E = 2as2E und die Man-
telflache zweischen der Kurve (5) und Kegelspitze ist a$2E/2. Deshalb ist die
Oberflache des Kegelteils zwischen den Kurven (5) u. (6): M=MJ-M2 d. h.

(17)

Das vollstandige Integral Ilo dritter Gattung kann man auf vollstandige
und unvollstandige Integrale I u. II Gatuung reduzieren. In meiner Arbeit [2]

4 Publikacije Elektrotehnickog fakul1eta
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zeigte ich dass die Funktion JIo durch eine lineare Kombination von vollstan-
digen und unvollstandigen elliptischen Normalintegralen I u. II. Gattung aus-
druckbar ist, namlich

(18) JIo = EF(k', tp)+ KE(k', tp)-KF(k', tp),

wo die unvollstandige Integrale F(k',tp) und E(k', tp) einen komplementa:en
Modul k'=..JI-P besitzen, und deren Amplitude tp sich durch tgtp=Vn-/k
ausdrticken lasst. Wenn man noch Ilo auf Grund (16) mittels JIo ausdriickt
und den erhaltenen Wert in (17) eintragt, so gelangt man zum Wert fUr den
Mantelteil M:

(19)

Dabei ist der Modul k mit (12) gegeben, wahrend die Amplitude tp in (18)
den Wert

(20) tp = arctg(a/H)

besitzt, d.h. sie stellt den Komplement des Neigungswinkels der gro3sten Man-
tellinie gegen die Grundflache des Kegels.

Beispielsweise sei a = 6, b = 4, H = 10. Nach der Berechnung ergibt sich
MR:i21,30.

3. Der Umfang der Kurve (9) ist, auf Grund (8),

"2

J ~
H2(a2Cos2rp + b2sin2rp) + 4e4 sin' rpCOS2rp

s=4 d~
4H2

o

Dieses hyperelliptische Integral fUhrt gleich auf ein elliptisches auf Grund der
Substitution sin2 <p= t. Es folgt

(21)

wo

und man ersieht dass tl> 1, t2< O.

In den bekannten Tafeln von BYRDund FRIEDMAN[1, S. 113] findet man

(22)

y
~

J
I~t~) dt = (C-d)(a-C)g J(b-t) (t-c)

o

dn2u du

(I-a2 sn2 U)2

c
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' '----

unter Vorc:usfetzlIng

(23)

(

I

a>b;;;y>c>d,

! 2
g-

I.
-
v(a-c)(b-d)

~

2 (b-d)(t-c)
sn u = - ,(b-c) (t-d)

k2 =
(b-c) (a-d)

(a-c) (b-d)
,

lp=amu1 =sin-1 !(ii=:d'){y-cf,
-V (b-c) (y-d)

b-c
0<a2=- <k2

b-d '

Aile ditse Bedingungen erfUl1en dieG:osstnin(21) wenn man nura=(l' b=l,
c = 0, d = (2' Y = I annimmt. Es ist noch [1, S. 218]

-
a4snuCnUdnU

]
Ul

,
l-a'sn'u 0

Da im FaIle (21) die Grosse Ip den Wert n/2 besitzt, so erhaIt man wegen
<:mu1= n/2 fUr die Grosse u, den Wert K. FUr die untere Itegrationsgrenze
u = 0 ;st E(O) = 0, Il(O, a2) = 0, sn 0 = O. Da noch ftir die obere grenze cnu1 = 0
d, werden die Integrale in (24) Normalintegrale E, K, Ilo und das letzte
Gleid in (24) fiiW ab. So gelangt man zur Formel

(25)
Ut

J dn'udu
=-

1
[a2E+(k2-a2)K+(2a2-a4-k2)Ilo].

(1-a'sn'u)' 2a'(a'-1)
o

Flir das Integral llo=Il(n/2,a2 k) gilt [1, S.229J

aKZ«(J,k) ( . a )(26) Ilo=K +
.J(1-a')(k'-a')

sm fJ=/(.

unter del' Bedingung 0<a2<k2, die im Fall (21) erfUllt ist.
ist die JACoBIsche "Zetafunktion", fUr sic gilt [1, S.229]

Die Grosse Z({3, k)

(27) KZ(fJ, k)=KE(fJ, k)-EF({3, k),

und die einzdne numcrische Werte fUr KZ ({3,k) bcfir:den sich in den Tafeln [1].
Nach Einsetzung a = (1' b = I, y = I, c = 0, d = (2 in (22) bis (27) gelangt

man zur Umfangsfoimel

s=
VA+13 (E+ A-~K )-

H KZ({3 k),
2 2b' H' 2 '

wo

A = 4e4 + H2(a2 + b2),

ist, und wo

. /T
[

-
(4e'-H')

-;-

]smfJ=Vz- I +-B-e , k2 =
B(A-B)

2a'b' H4

bcdeutet.

Flir den Fall a = 6, b = 4, H = 10, ergibt sich s~ 18,62.

4*
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