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324. SUR LE PROBLEME DE CAUCHY POUR UNE CLASSE
D'EQUA nONS PARABOLIQUES*

Jovan D. KeCkii

1. Dans Ie cas ou les coefficients de l'equation parabolique

(I) auxx + 2buxy + CUyy+ 2dux + 2euy + fu = 0

satisfont a la condition

b (2d-ax-: ay)=a (2e-bx-: by)

la determination de la solution generale de (I) se ramene a l'integration d'une equ-
ation differentielle ordinaire [1].

Ce fait n'etait pas considere comme important, etant donne "'qu'on n'a
pas attribue un interet suffisant aux solutions generales des equations aux
derivees partielles. D'ailleurs, J. HADAMARD[2] a dit: " . .. dans I' etude des
equations aux derivees partielIes, plus encore que dans celIe des equations
differentielles ordinaires, on do it cesser de rechercher, comme Ie voulait I'Ana-
lyse c1assique, I'integrale generale, c'est-a-dire une expression satisfaisant force-
ment a I'equation donnee E et susceptible, grace aux elements arbitraires
qu'elle contient (constantes ou fonctions), de representer n'importe queUe solution
de cette equation." C'est pourquoi des math6maticiens ont donne des pro cedes
particuliers fournissant des solutions aux limites des equations aux derivees
partieUes, sans developper une th60rie generale.

(2)

2. Cependant, contrairement a ladite opinion de HADAMARD,no us avons ob-
tenu un pro cede fournissant une solution determinee au sens de HADAMARD
en part ant de la solution generale. En fait, dans cette Note nous aUons montrer
comment on peut obtenir, a partir de la solution generale de l'equation (I)
suivie de (2), la solution du probleme d~ CAUCHY,verifiant les coditions sup-
plementaires

(3) u(x, hex)) = a(x), uvCx, hex)) = flex),

ou h, a, {l sont des fonctions donnees.
--

* Presente Ie 17 juin 1970. par D. S. MITRTNovrc:.
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Toute equation parabolique (1), su;vie de la condition (2), peut etre
ecrite sous la forme suivante

(4) A2u+m(x, y) Au+n(x, y)u=O,

ou
Au = f(x, y)ux + g(x, y)Uy, A2u= A (Au).

Soit p(x, y) une fonction non identique a une constante telle que Ap = 0, et
q(x,y) une fonction telle que Aq= I. Alors Pxqy-Pyqx n'est pas identique-
ment nulle, et on peut prendre p et q comme variables independantes. Cela

etant, u(x, y) devient une fonction 'YJ(P,q) et on demontre que
OT}

= Au,
02T}

= A2u.oq oq2

Posons
m(x, y)=K(p, q), n(x, y) =H(p, q),

et I'equation (4) devient alors

(5)
02T} OT}

oq2 + K(p, q) oq + H(p, q)'YJ= 0,

ce qui est une equation differentielle ordinaire avec un parametre p.
Soient It (p, q) et fz(P, q) deux solutions lineairement independantes. La

solution generale de (5) est

ou Cl et C2 designent des fonctions arbitraires.
Soit h une fonction donnee, et supposons que p(x, h(x»)=r(x) ait la

fonction inverse r-l (ce qui signifie a la fois que r'(x)~O, et que la ligne
y = h (x) n'est pas caracteristique de I'equation aux derivees partielles don-
nee (5»).

Posons

t = rex), a (r-l (t» = al (t)

(6)

q(r-l (t), h (r-l (t») = F(t)

Au=
OT}

= T(x) = T(r-l(t»)=G(t),oq

ou Test une fonction indeterminee pour Ie moment.
Les expressions suivantes

~ (p q) =
II (p,F(p»/2 (p,q) -/2 (p, F(p» II (p, q)

,
I, (p,F(p»/~ (p, F(p»-/2 (p, F(p» I; (p,F(p»

,

(P)-
I; (p,F(p»/I(p,q)-/~ (p,F(p»/2(p,q)

1p ,q -
II (p, F(p»I; (p,F(p»-/2«p,F(p»/~ (p,F(p»
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sont chacune une solution de l'equation de (5). De plus, no us avons

q;(p, F (p» = 0,

q;q(p,F(p»= L

1p(p, F (p» = ],

1pip, F(p» = O.
Done,

(7) G (p) q; (p, q) + al (p) 1p(p, q)

est ]a solution de (5) qui pour q = F(p) se reduit it al (p), tandis que sa de-
rivee par rapport it q se reduit it G(p).

Determinons it present ]a fonction G, c'est-it-dire T, afin que ]a so]u-
tion (7) soit la solution du probleme de CAUCHYdonne. Nous avons

u(x, h(x» = a (x), uvCx, h (x» = (J(x).

A partir de ce systeme no us obtenons

c' est-a.-dire
ux+h'ull= a',

(8) T(x) = (g(x, h(x»-j(x, h (x»h' (x») (J(x) + j(x, h(x» a' (x).

Par consequent, la solution (7), ou G est determine par (8) et (6), et ai'q;, 1p dans ce qui precede, presente la solution du probleme de CAUCHYpro-
pose plus haut.

EXEMPLE. En posant f(x,y)==x, g(x,y)==y, nous obtenons I'equation de BERTRAND [3] que
voici:

(9) (n = const.)

Sa solution generale est

OU C1, C2 sont des fonctions arbitraires.
x

On est tout naturelement amene a poser p (x, y) = -, q(x, y) = logx. Alors nous avons

t =~, IOgX=F (~ ), sous la condition que ~ neY se reduise pas a une constante.
hex) hex) hex)

Nous avons
u (x, h (x» = a (x) = a, (t)

017
- = (h-xh') {J(x) + xa' (x) = G (t).
oq

1
Par exemple, nous pouvons poser h(x)~x2, a(x)=x3 et (J(x)~x2. Alors r(x)=-,

x

x=~, et
017

~3x3-X4, c'est-a-dire G(t)=2-_~, et la solution chercMe en p, q est
t 0 q t3 t4

1 (3 1 ) 1
- --- shn(q+logp)+-chn(q+logp),n p3 p4 p3
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x
et en posant p=-, q=logx, nous trouvons quey

1
([

X

](
x )n-4

[
X

](
x )-n-4 )u(x'Y)=2n (n+3)y-1 y xn+ (n-3)-y+1 y x-n

est la solution de I'equation (9) satisfaisant aux conditions

u(x,x2)=x" Uy(X,X2)+X2.

*
* *

Je suis redevable a M. M. JANET qui a eu la bonte de lire cette Note
dans sa premiere redaction et de m'avoir donne des observations grace aux-
queUes Ie texte final est considerablemenet ameIiore.
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