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282. GENERALISATION D'UNE EQUATION FONCTIONNELLE*

Petar M. Vasie et Radovan R. Janie

O. Dans l'article [1] D. Z. DOKOVICa considere I'equation fonctionnelle

(1)

et il a obtenu sa solution generale continue reelle.

Plus tard, O. EM. GHEORGHIU[2] a trouve la
reelle de I'equation fonctionnelle plus generale:

solution generale continue

(2) f(XI +X2' x3)+f(X2+X3' xI)+f(X3+XI' X2)

=af(xI +X2' x3)f(X2+X3' xI)f(X3+Xl' X2)'

ou a est une constante reelle donnee.

Dans [3] D. Z. DOKOVIC,R. Z.
entre autres, I'equation fonctionnelle

DORDEVIC et P. M. VASIC ont resolu,

(3)

sous la supposition que Ii (i= 1, 2, 3) sont des fonctions complexes continues
et a une constante complexe donnee.

1. Tout d'abord, nous allons considerer l'equation fonctionneIIe

(4)

ou Ii (i = 1, 2, 3) sont des fonctions
complexes telles que a3= 1, b3= 1.

En posant

complexes et a, b, c, a des contantes

Z
Xl = X +-

3 '

*
Rec;u Ie 1 aoftt 1969.
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I'equation fonctionnelle (4) devient

(5) h(a(x+y+23Z), aZbC(-X-Y+ ~))+fz(a2bzC3Z-x), c(~ + x))

+f3(bC3Z-y), abzc(y+1-))

=afl(a(x+ y+ 23Z), aZbc (-X-y+ ;))fz (aZbz C3Z- x), C(~
+ x))

Xh(bC3Z-Y)' abzc(y+ :)).

En introduisant les nouvelles fonctions gl' gz, g3 avec les formules

(6)

gz(X,y)=-v-afz(aZbz(2;_X)'
(~ +x)),

-I
(
2Y-X

)f3(bx, abZcy)=
V-a

g3
2-'

x+y <=>

g3(X,y)=-v-af3(bC:-x), abZc(~ + x))

I'equation fonctionnelle (5) prend la forme suivante:

1.1. Si l'on
hi par

(8) ( ) hi (x, z)-I
gi x, z =

hi (x, z) + I

l'equation (7) se reduit a

( ) gz (x, z) + g3 (y, z)gl x + Y, z = .
1 + gz (x, z) g3 (y, z)

a gi (x, x) =J=1 (i = 1, 2, 3), en introduisant les fonctions nouvelles

. (7)

h ( ) 1 + gi (x, z)
<=> i x, Z =

l-gi(x, z)
(i = 1, 2, 3),

(9)

dont la solution generale continue complexe est

hI (x, z) = Cl(z) Cz(z) exp [C3(z) Re x + C4(z) 1m x]
(10)

hi (x, z) = Ci-l (z) exp [C3(z) Re x + C4(z) 1m x] (i= 2, 3).
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ou

(11 ) 113arbitraire;

ou

(12)

Done, d'apres (10), (11), (12), (8) et (6) on obtient

(13)
1

J; (x, y) =
-

j-
-a

( R a2bex-2ay
I

a2beX-2ay ) 1clcZexp C3 e--+c4 m -
3be 3be

( a2bex-2ay a2beX-2ay )clcZexp c3Re-~ +c4Im--- + 1
3be 3be

( (a2bcx+ay ).Cj=Cj -- ,
bc

i = 1, 2, 3, 4) ,

(14) -1Iz(x, Y)~-vI-a

( R
2y-abex

I
2y-abex ) 1Cl exp C3 e + C4 m -3e 3e

( 2y-abex 2y-abeX )Cl exp C3 Re + C4 1m + 1
3e 3 e

(
. - . (

abcx+ Y
)

.
c~ - c~ ,

C

(15)
( R

2a2by-b2 ex
I

2a2 by-b2 ex
). 1

1
czexp C3 e--+c4 m -

- 3e 3e
13 (x, Y)=-=

-vi-a ( R
2a2by-b2ex

I
2a2bY-b2eX ) 1czexp C3 e--+c4 m-- +

3e 3e

ou

(16)
1 1

11(x, y) = - . j-' Iz
(x, y) = -=, 13(x, y) arbitraire,

-a -vi-a

ou

(17) J; (x, y) = -
1 , Iz (x, y) arbitraire, 13 (x, y) = -

1 .
...j-a -vi-a

1.2. Dans Ie cas OU gj ~ 1 (i = I, 2), g3=1, de (7) on obtient gl-1. Ce n'est
pas possible.

1.3. Si gj~I (i=I,3), gz==I, d'apres (7) on obtient queg1=I, ce qui est en
contradiction avec I'hypothese gl ~ 1.

1.4. Soit, maintenant, gj ~ 1 (i = 2, 3), gl -1. Alors, I'equation (7) prend Ia forme

(18)
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(19)
1 -1 h arbitraire continue,It(x,z)= y-' fz(x,z)= y-'-a -a

ou
1 -1

fz arbitraire continue.(20) It (x, z)= y-'
f3(x, z)=

~'-a -a
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Nous avons suppose que g3¥' 1. Done il existe au moins une couple de
nombres complexes

Yo'
z tels que g3(YO' z)=I=1. En posant y=Yo' de (18) il

vient gz=l, ce qui est impossible d'apres l'hypothese gz¥,1. Done, dans ce
cas, l'equation (7) n'a pas de solutions.

1.5. Supposons, maintenant, que gi =I (i = I, 2), g3¥' 1. Alors, I'equation (7) est
identiquement satisfaite, et g3 est arbitraire.

1.6. Si l'on a gi=l (i=l, 3), gz¥'l, on obtient que gz peut Stre arbitraire.

1.7. Dans Ie cas ou gi == 1 (i = 2, 3), gJ¥' 1, de (7) it vient gl -1, ce qui est
impossible.

1.8. Enfin, dans Ie cas gi =1 (i = 1, 2, 3) l'equation (7) est satisfaite.

Done, nous avons Ie theoreme suivant:

Theoreme 1. La solution generale continue complexe de ['equation (4) est donnee
par les formules (13), (14), (15) ou (16) ou (17) ou

2. Supposons, maintenant, que dans l'equation (4) fi sont des fonctions reelles
et a, b, c, a des constantes reelles telles que a = 1, b = 1. Alors, en posant
fi(x, Cy)=gi(X,y) (i=l, 2, 3), l'equation (4) prend la forme

(21)

De la, pour gi-f (i= 1,2,3) on obtient l'equation fonctionnelle (2). En
posant

z
XI=X+-,

3

z
Xz= y +-

3 '

z
X3=-X-y+-,

3

(X-2Y )gi (x, y) = hI
3 '

x + y , (2Y-X
)

gi (x, y) = -hi
3 '

x + y (i = 2, 3),

l'equation (21) devient

(22) h ( ) -
hz (x, z) + h3(y, z)

lX+Y,Z-- .
l-ahz (x, z) h3(y, z)

En utilisant les resultats de l'article [4] on obtient:
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Theoreme 2. La solution generale reelle continue de ['equation fonctionnelle (21)
dans Ie cas a>O, est

1
(

x-2y )gJ (x, y) = y~-
tg c.

3
+ c[ + cz,

'
(23)

-1
(

2y-x )gi(X, y)=
ya

tg c.
3

+Ci-[ (i = 2, 3),

avec c = c (x + y), Ck= Ck(x + y) des fonctions reelles continues arMtraires.

Theoreme 3. La solution reelle genera Ie continue de !'equation (21) dans Ie cas
a<O, est

1 ( x-2y )g[ (x, y) = y =a
th c.

3
+ CJ+ Cz ,

(24)
-1

(
2y-x

)gi (x, y) = y -a
th c.

3
+ Ci-[ (i= 2, 3),

ou

(25)
-1 (2y-x )gi(X, y)=

V-a
cth

3
+Ci~[ (i = 2, 3),

ou
1 ( x-2y

)
g[ (x, y) = --= cth c. -- + C[ + Cz ,

V-a 3

(26) -1 ( 2y-x )gz (x, y) =--=th c. + c[ ,
v-a 3

-1 ( 2y-x
)

g3 (x, y) = y--a
cth c. -3-- + Cz ,

ou

1 (
x-2y

)
gt(X, y)=

y-;
cth c.

3
+c[ + Cz ,

(27) -1
(

2y-x
)gz(x, y) = y -a

cth c.
3

+ c[ ,

-1 ( 2y-x
)g3(X,y)=

V-a
th c.

3
+cz,

4*
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ou

(28) -1
gr = ~ ~ '-a

1
gz=

- j-' g3 arbitraire continue,
-a

ou

(29) -1
gr =

- j-' gz arbitraire continue,
-a

1
g3=---=,

V-a
ou

(30)
1

gr =---=,
V-a

-1gz =
-

j- ,
-a

g3 arbitraire continue,

ou

(31) -1
gz arbitraire continue, g3 =

- ~ '-a

avec Ci = Ci (x + y) (i = 1, 2, 3) des fonctions reelles continues arbitraires.

D'apres les resultats de I'article [3] on a:

Theoreme 4. La solution reelle generale continue de ['equation fonctionnelle (21),
pour a = 0, est

(i = 1, 2),

g3 (x, y) = -(x + 2y). c (x + Y)-Cl (x + y)-cz (x + y),

OU c, c[' Cz des fonctions reelles continues arbitraires.
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