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Petar M. Vasie et Radovan R. Janie

Nous supposons en general que les variables et les fonctions sont toutes
reelles. Par S nous deEignons une classe de to utes les fonctions reelles continues
sur un ensemble de me sure podtive.

Dans Ie livre [1] J. ACZEL a donne les solutions generales dans S des
equations fonctionnelles suivantes:

f(x+ y)
=f(x) + f(y)-2f(x)f(y)

,
l-f(x)f(y)

f(x + y) =f(x) + fey) + 2f(x)f(y)
,

l-f(x)f(y)

f(x + y) =f(x) + f(y)-2 cos af(x)f(y)
l-f(x)f(y)

f(x+ y)
=f(x) + fey) - 2chaf(x)f(y)

1- f(x) fey)

f(x+ y) =f(x) + fey) + 2chaf(x)f(y)

l-f(x)f(y)

On trouve les equations (1') - (5') aussi dans [2] et [3].
Toutes les equations (1') it. (5') sont des cas speciaux d'une classe generale

des equations fonctionnelles.
Nous traiterons ici les equations fonctionnelles suivantes correspond ant

aux (1') - (5'):

(1) f(x+y)=
g(x)+h(y)-2g(x)h(y) ,

l-g (x) h (y)

f(x + y) =
g (x) + h (y) + 2g (x) h (y)

,
l-g(x)h(y)

(1')

(2')

(3') (a=Fkn),

(4') (a=FO),

(5') (a=FO) .

(2)
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(3) f(x+ y) =
g (x) + h (y)-2 cosag (x) h (y) (a=lkn),

1- g (x) h (y)

(4) f(x+y)=
g (x) + h (y) - 2 cha g (x) h (y) (a=lO),

I-g (x) h (y)

(5) f(x+y)=
g (x) + h (y) + 2 cha g (x) h (y) (a =I0),

1- g (x) h (y)
ainsi que

(6) f(x+ y) =
g (x) + h (y)-2ag (x) hey)

I+g(x)h(y)
,

et

(6') f(x+ y) -
f(x) + f(y)-2af(x)f(y)

1 + f(x)f(y)
,

(9) F(x) =
f(x)

, G(x)=
g(x)

H(x)=
hex)

,
g (x)-l 'f(x)-l h (x)-I

d'ou

(10) f(x)=
F(x)

,
G(x)

h(x)=
H(x)

.g(x) =
G(x)-I'F (x)-I H(x)-I

ou f, g, h sont des fonctions n~elles inconnues et a une constante donnee.

Si f = g = h de (1), (2), (3), (4) et (5) on obtient Ies equations (1'), (2'),
(3'), (4') et (5').

Si a=!!.-, de (3) on obtient I'equation
2

f(x+y)=
g(x)+h(y) ,

I-g (x) h (y)
(7)

(voir [4] et [9]).

De (6), pour a = 0, on obtient l'equation fonctionnelle

(8)

(voir: [4] et [9]).

f(x+y)=
g(x)+h(y) ,
1+ g (x) h (y)

1. L'equation fonctionnelle (1)

De (1) i1 vient g(x)h(Y)=lI pour chaque x,YER.

1.1. Supposons, tout d'abord, que f(x):;EI, g(x):;EI, h(x):;EI et posons

En posant (10) dans (1), apres la simplification, on obtient l'equation
fonctionnelle de PEXIDER:

(11) F(x+ y)==G (x) + H(y).
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La solution generale cle I'equation fonctionnelle (II), clans la c1asse S
est (voir [1], pp. 141-143):

(12) F(x) = CX+ Cj + CZ' G(x)=cx+Cj, H(x)=cx+cz,

ou C, Cj, Cz sont des constantes n~elles arbitraires.

D'apres (10) et (12), nous trouvons que la solution generale cle I'equation
fonctionnelle (1) dans la c1asse S est determinee par

(13) f(x) =
cx + Cj+ Cz

, g (x) =
cx + Cj

cx+cj+cz-I cX+Cj-I
hex) =

cx+cz

cx+cz-I '

(c, Cp czcR, constantes arbitraires).

1.2. Soit, maintenant, f(x)::jEI, g(x)::jEI, h(x)=1. Alors, de (1) on trouve

(14) f(x+y)=
I-g(x)

=1,
I-g(x)

ce qui est en contradiction avec l'hypothese f(x)::jE 1.

Done, clans ce cas, l'equation (1) n'a pas de solutions.

1.3. Si I'on a f(x)::jEI, g(x)=I, h(x)::jEI, d'apres Ie calcul analogue a celui
du cas precedent, on obtient que (1) n'a pas de solution.

1.4. Supposons que f(x) =1, g(x)::jEI, h(x)::jE1. Alors, de (1) on trouve

(15) (g(x)-I) (h(y)-I)=O.

Etant donne que h (y)::jE1, il existe au moins un nombre reel Yo tel que
h(Yoh'd.

Si l'on fait y=Yo' de (15) on obtient

(16) g (x)-1.

C'est impossible parce que, d'apres l'hypothese, on a g (x)::jE1. Done,
dans ce cas I'equation (1) n'a pas de solution.

1.5. Soit f(x) =1, g(x)=I, hex)¥' 1. Alors, I'equation (1) est identiquement
satisfaite et Ia solution generale est

(17) f(x) = 1, g(x)=I, hex) (::jEI) arbitraire.

1.6. Sif(x)=I, g(x)::jEI, h(x)=I, avec un procede analogue a celui du cas
precedent, on obtient que Ia solution generale est

(18) f(x) =1, g(x) (::jEI) arbitraire, h(x)-I.

3*
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Nous pouvons done enoneer Ie theoreme suivant:

Theore.me 1. La solution generale de l'iquation fonctionnelle (1) dans la classe S
est donnee par

(19) f(X)=~+Cl +cz , g(x) =
CX+Cl

cx + Cl+ Cz- 1 cx + cl-l
h(x)=

cx+cz ,
cx+cz-l

ou

(20) f(x)==l, g(x)==l, h(x)(~l) arbitraire,

ou

(21 ) f(x)==l, g(x) (~l) arbitraire, h(x)=l,

avec c, c1' Cz(E R), constantes arbitraires.

2. L'equation fonctionnelle (2)

En posant f(x) = -F(x), g(x)= -G(x), h(x)= -H(x), on eoncIut que
F, G, H satisfont it l'equation (1). Done, en utilisant Ie theoreme ] on obtient:

Theoreme '2. La solution generale de l'iquation fonctionnelle (2) dans la classe S
est determinee par les formules:

ou

(23) f(x)_-l, g(x)==-I, g(x) (~-]) arbitraire,

ou

(24) f(x)=-I, hex) (~-1) arbitraire, h(x)=-I,

avec c, c1' Cz (E R) constantes arbitraires.

3. L'equation fonctionnelle (3)

Introduisons les nouvelles fonetions F, G, H par les relations:

(25) f(x)=
sinF(x) ,

sin(F(x)+a)
( ) sin G (x)

gx=
sin(G(x)+a)'

h(x)=.
sinH(x)

,
sm(H(x)+a)

d'ou pour a=l-kn (k=O, ::I::1, .. .) iJ vient

f(x) sma
F (x) = aretg , ete.

I-f(x)eosa
(26)
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(27)

D'apres (25), I'equation (3) devient

cos (G (x) + H(y) +a-F(x + y» =cos (F(x + y) + a-G (x)-H(y»,

d'ou I'on tire

(28) F(x+ y) =G (x) +(H(y) + kn) (k = 0, :J:I, . . .).

La solution generale de I'equation (28) dans la cIasse S est

(29) F(x)=CX+Ci+CZ' G(x)=cx+cp H(x)=cx+cz-kn (k=O, ::1::1,...)

ou C, Ci' Cz sont des constantes reelles arbitraires.

Donc, d'apres (29) et (25) on a Ie theoreme suivant:

Theoreme 3. La solution generale de !'equation fonctionnelle (3) dans la classe S
est donnee par

f(x) =
.sin(cx+ci +cz) , g(x)= .sin(cx+ci) ,

sm(cx+ci+cZ+a) sm(cx+ci+a)

h(x)=
sin(cx+cz)

.
sin(cx+cz+a)

(c, ci, Cz (ER) constantes arbitraires).

(30)

Remarque 1. Pour a = ~ de (3) on obtient l'equation fonctionnelle (7) dont la
2

solution generale dans la cIasse S est

f(X)=tg(CX+Ci+CZ)' g(x)=tg(CX+Ci)' h(x)=tg(cx+cz)'

Cette solution est donnee dans l'articIe [4].

4. L'equation fonctionnelle (4)

I I I
4.1. Supposons que f(x)=t= -, g(x)=t= - , h (x)=t=- et introduisons les nou-

A A A
velles fonctions F, G, H a I'aide de

F(x)=
f(x)-A , G(x)= g(x)-A , H(x)=

h(x)-A
,

AZf(x)-A AZg(x)-A AZh(x)-A

ou A = sh a + ch a.

De (31) il vient

(31)

(32) f(x) =
A (F(x)-I),

AZ F(x)-I
g(x)=A(G(x)-I) ,

AZ G (x)-I
h(x)=

A(H(x)-I),

AZ H(x)-I

et l'equation fonctionnelle (4) devient

(33) F(x+ y) =G(x) H(y).
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La solution generale de l'equation (33) dans la classe S est (voir [1],
pp. 141-143):

(34)

oil C, Cl' Cz sont des constantes reel1es arbitraires et Cl Cz=1=0, ou

(35) F (x) = 0, G (x) = 0, H (x) arbitraires,

ou

(36) F(x)=O, G(x) arbitraires, H(x)=O.

D'apres (34), (35), (36) et (32) on trouve

(37)

(C, cl' CzE R constantes arbitraires, A = ch a + sh a),
ou

(38) f(x)=A, g(x)=A, hex) arbitraire,

ou

(39) f(x)=A, g(x) arbitraire, h(x)=A.

Remarque 2. Si cp cz>O on peut ecrire la solution (37) sous la forme

(40)

f(x)=
sh(Cx+C1+CZ) , g(x)= sh(Cx+C1)

,
sh(Cx+ C1+ Cz+a) sh(Cx+ C1+a)

h (x) =
sh (Cx+ Cz) ,

sh(Cx+ Cz +a)

oil C, C1, Cz sont les constantes nouvelles.

Si Cl, cz>O, on a

(41)

f(x)=
sh(Cx+C1+CZ) , g(x)= ch (Cx+ C1) ,

sh(Cx+ C1+ Cz+a) ch (Cx+ C1+a)

h (x) =
ch (Cx+ Cz)

.
ch (Cx + Cz + a)

Dans Ie cas oil Cl>O, cz<O les formules (37) prennent la forme

(42)

f(x)=
ch(Cx+C1+CZ) , g(x)=_sh(Cx+C1) ,

ch(Cx+C1 +Cz+a) sh(Cx+C1 +a)

h(x)=
ch(Cx+Cz) .

ch(Cx+Cz+a)
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Enfin, si Cl< 0, cz> 0, on a

(43)

f(x)=
ch(Cx+C1+CZ) , g(x)= ch (Cx+ C1)

,
ch (Cx+ C1+ Cz+a) ch(Cx+ C1+a)

h (x) =
sh (Cx + Cz) .

sh(Cx+Cz+a)

4.2. Si l'on a f(x)'¥= ~, g (x),¥=~, h (x) = ~. Dans ce cas l'equation (4) a
A A A

la forme
Ag (x)-l

(44) f(x+y)=
A(Ag(x)-l)'

d'ou l'on obtient f(x)=~, ce qui est en contradiction avec l'hypothese
A

f (x)
'¥=

~. Done, l'equation (4) ne possede pas de solutions dans ce cas.
A

1 1 14.3. Dans Ie cas f(x) '¥=
~, g (x)- ~, h (x),¥=~, l'equation (4) n'a pas,
A A A

aussi, de solutions.

4.4. Soit, maintenant, f(x) ==
~, g (x),¥=~, h (x)'¥=~. Alors, l'equation (4)
A A A

prend la forme

(45) (g(X)-
~)

(h(y)- ~)=o.

Nous avons suppose que h (y) '¥=
~. Done, il existe au moins un nombre
A

reel Yo tel que h (Yo) =1=
~. En posant y = Yo' de (45) il vient g (x) ==

~, ce
A A

qui est impossible d'apres l'hypothese g (x)
'¥=

~ .
A

Done, dans ce cas l'equation (4) n'a pas de solutions.

4.5. Si 1'0n a f(x)==~, g(x)==~, h(x)'¥=~, l'equation (4) est identique-
A A A

ment satisfaite et la solution generale est

(46) f(x) == ~, g (x)
== ~., h ('¥= ~)

arbitraire.

. f 1 ) 1
4.6. Comme dans Ie cas precedent, on obtient que SI (x) = ~, g (x '¥=- ,

A A
1

h (x) ==
~ la solution generale de l'equation (4) est
A

(47) f(x) == ~, g (x)
('¥= ~) arbitraire, h (x) ==

~
.
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4.7. L'hypothese f(x) 'JE~, g(x)- ~, h (x)- ~ implique f(x) =~. Done,
A A A A

dans ee eas I'equation (4) n'a pas de solution.

4.8. Enfin, si l'on a f(x)=~, g(x)==~, h(x)_~, l'equation(4)estiden-
A A A

tiquement satisfaite.

Done, nous avons Ie theoreme suivant:

Theoreme 4. La solution generale de I'equation
donnee par

(48) f(x)=A(clczeCX-1),
AZ Cl Czecx-1

(4) dans la classe S est

h (x) =
A(cz eCX-1),

. AZczeCX-1

ou

(49) h (x) arbitraire,

au

(50) f(x) =A, g (x) arbitraire, h (x) =A,

(51)
1 1

f(x)==-, g(x)--,
A A

h (x) arbitraire,

ou

(52) f(x) = ~ , g (x) arbitraire, h (x) ==
~ ,

A A

avec c, Cl' Cz(E R) constantes arbitraires et A = sh a + eh a.

5. L'equation fonctionnelle (5)

En posantf(x)=-F(x), g(x)=-G(x), h(x)=-H(x), on obtient que
les fonetions F, G, H satisfont a l'equation fonetionnelle (4). Done d'apres Ie
theoreme 4 on obtient Ie theoreme suivant:

Theoreme 5. La solution generale de !'equation fonctionnelle (5) dans la classe S
est donnee par les formules:

ou

(54) f(x)==-A, g(x)=-A, hex) arbitraire

ou

(55) f(x)--A, g(x) arbitraire, h(x)=-A,



(58) F x = '
A + f(x)

G x -
A+g(x)

H x =
A+h(x)()

An-Af(x))'
( )

- A (I-Ag(x))'
()

A(I-Ah(x))'

d'ou

(59) f(x) =
A (F(x)-I),

g(x)= A(G(x)-I),
hex) =

A(H(x)-I)
.

I+AZF(x) l+AzG(x) 1 +Az H(x)
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ou ; 1 1f(x) == - -, f(x) == - -, h (x) arbitraire,
A A

(56)

ou

(57) f(x) =- ~, g (x) arbitraire, h (x) =- ~,
A A

avec c, Cl' Cz (E R) constantes arbitraires et A = sh a + ch a.

6. L'equation fonctionnelle (6)

Dans I~ cas ou f(x)~~, g(x)~~, h(x)~~ (A=a+v'az+l), en
A A A

introduisant les nouvelles F, G, H par les relations

Alors, l'equation (6) se transforme en I'equation (33). Done, d'apres
(34), (35), (36) et (59) on obtient que la solution genera Ie de I'equation (6)
dans ce cas est

(60)

ou

(61) f(x)
== -A, g (x) == -A, h (x) arbitraire,

ou

(62) f(x)==-A, g(x) arbitraire, h(x)==-A,

avec c, cl> Cz constantes reelles arbitraires et A = a + v'aZ + 1.
Dans les autres cas on peut obtenir la solution generale de la meme

maniere comme pour I'equation fonctionnelle (4). Par consequent, on a Ie
theoreme suivant:

'fheoreme 6. La solution generale de l'equation fonctionnelle (6) dans la classe S est

(63) f(x)=A(clcZeCX-I), g(x)=A(clecx-l), h(x)=A(czeCX-l),
1 + AZ Cl Cz eCX I + AZ Cl eCX 1 + AZ Cz eCX

ou

(64) f(x) - -A, g (x) - -A, h (x) arbitraire,

ou

(65) f(x)
== -A, g (x) arbitraire, h (x) ==-A,
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ou

(66)
1 1

f(x)==-, g(x)=-,
A A

h (x) arbitraire,

ou

(67)
1f(x) -,

A
g (x) arbitraire, 1

hex) =-,
A

avec c, c[, c2 (E R) constantes reelles arbitraires et A = a + ..Ja2+ 1.

Remarque 3. Si c[, c2> 0, on peut ecrire (63) sous la forme suivante

f(x)=
sh(Cx+C[+C2) , g(x)=

sh(Cx+C[)
,

ch(Cx+C[ +C2+a) ch(Cx+C[ +a)

h(x)=
sh (Cx+ C2) .

ch(Cx+C2+a)
Si c[<0, c2<0, on a

(68)

(69)

f(x)=
sh(Cx+C[+C2) , g(x)=

ch(Cx+C[) .
ch(Cx+C[ +C2+a) sh(Cx+C[ +a)

h(x)=
ch (Cx+ C2)

.
sh (Cx + C2+ a)

Dans Ie cas c[> 0, c2< 0, il vient

(70)

f( ) -
ch(Cx+C[ +C2) ( ) -

sh(Cx+C[)
x- , gx- ,

sh(Cx+C[ +C2+a) ch(Cx+C[ +a)

h(x)=
ch(Cx+C2) .

sh (Cx + C2+ a)

Et, enfin, si c[ <0, c2>0, on a

(71 )

f(x)=
ch(Cx+C[+C2) , g(x)=

ch(Cx+C[)
,

sh (Cx+ C[ + C2+a) sh(Cx+ C[ +a)

h(x)=
sh(Cx+C2) .

ch (Cx + C2+ a)

Dans (68), (69), (70) et (71) nous avons a=sha, C, C[, C2 des constantes
nouvelles.

Remarque 4. En posant dans (6), a = 0, on obtient l'equation fonctionnelle (8).
D'apres (68), (69), (70), (71), (64), (65), (66) et (67), sa solution generale est

(72) f(x)=th(Cx+C[+C2), g(x)=th(Cx+C[), h(x)=th(Cx+C2),

ou

(73) f(x)=th(Cx+C[ +C2), g(x)=cth(Cx+C[), h(x)=cth(Cx+C2),
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ou

(74) h(x)=cth(Cx+Cz),

ou

(75)

ou

(76) f(x)=-I, g(x)==-I, h(x) arbitraire,

ou

(77) f(x)=-I, g(x) arbitraire, h(x)==-I,

ou

(78) f(x)==-I, g(x)==-I, h(x) arbitraire,

ou

(79) f(x) =I, g (x) arbitraire, h (x) = I,

avec C, Cl, Cz (ER) constantes reelles.

Dans l'artic1e [4] on trouve seulement (72) et f = g = h = I
= -I comme les solutions de I'equation fonctionnelle (8).

et f=g=h=

7. Les equations fonctionnelles (1')-(6')

En partant des equations (1)-(6), et en posant f=g=h, on peut obtenir
les solutions generales des equations (1')-(6').

Pour les equations (1')-(5') ces solutions sont identiques aux solutions
donnees dans Ie livre [1].

Pour l'equation fonctionnelle (6'), en posant f = g = h dans Ie theoreme 6,
on obtient que dans la formule (63) on a Cl= Cz= I.

Done, la solution generale dans ce cas est

(80)
A(eCX-I)

f(x) -
I + AZeCX

(CE R, A = a + y aZ + I) .

De (64), (65), (66) et (67) on obtient

I -f(x) =-= -a + yaz+ I
A

(81)

et

(82) f(x)--A= -a-yaz+ 1.



(83) f(x)=~~,
ch(Cx+a)

ou

(84) f(x)=c-ea,

ou

(85) f(x) = e-a
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En posant a=sha et c=2C, d'apres (80), (81) et (82), on obtient:

Theoreme 7. La solution generale de !'equation fonctionnelle (6') dans la classe S
est donnee par

avec C (E R) constante arbitraire et a = sh a.

8. Certaines generalisations

L'equation fonctionnelle

(86) f(x+y)=
g(x)+h(y)+Ag(x)h(y) ,

1 +Bg (x) h (y)

ou A et B sont des constantes donnees, contient
les equations fonctionnelles (1) -(8).

Si 1'0n a B= fJ2, en posant fJf(x) = F(x),
on obtient

comme des cas particuliers,

fJg(x)=G(x), fJh(x)=H(x),

(87) F( )
G(x) +H(y) + aG (x) H(y)

x+y =
1-G(x)H(y)

done une equation du type (1)-(5).

Dans Ie cas OUB=_fJ2, en posant fJf(x)=F(x), fJg(x)=G(x), fJh(x)=
=H(x), on obtient pour F, G, H l'equation fonctionnelle (6).

De (86) pour A = B = 2 et f = g = h on obtient une equation fonctionnelle
consideree dans [1] (l'equation (4), p. 80).

De (86), pour A = :!: 2 et B= -2 on obtient une equation fonctionnelle
resolue par ST. A. FILIPESCU[5].

Enf'in, observons que l'equation

F(x+ y)

G(x) H(y) (2 ad (c-Aa)-b (C2+w2» +(d2-2 Abd-eb2) (a(G (x) + H(y» +b)
(w2 + 2 Aac-c2) (aG(x) H(y) +b(G(x) +H(y))) +a(d2 +eb2)-2bc(d-Ab)

par les changements

(88)

F(X)=df(x)-b, G(x)=dg(x)-b, H(x)=dh(x)-b
a-cf(x) a-cg(x) a-eh(x)

peut etre reduite a une des equations (1)-(6).

(ad-be =1=0)
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Pour A= 0, e = 1, F = G = H on obtient de (88) une equation resolue par
D. BENGHIAet B. CRSTICI (voir [6]).

Pour A= 0, e = -1, F = G = H de (88) on obtient une equation fonction-
nelle resolue par O. EM. GHEORGHIU(voir [7]).

Pour A=O, e=-I, a=c=l, b=-I, d=O, F=G=H=f on obtient
l'equation fonctionnelle

f(x+y)=
f(x)+f(y)-1 ,

2f(x) + 2f(y)-2f(x)f(y)-1

(voir: V. ALACI [8]).

Remarque additionne/le. Pour la resolution des equations (1)-(6) et pour les
equations plus generales, J. ACZEL (voir [1]) a donne une methode differente de
telles que nous avons utilisees.

(89)

BIBLIOGRAPHIE

[I] J. ACZEL, Lectures on functional equations and their applications, New York-London
1966, 510.

[2] J. ACZEL, Miszellen iiber Funktionalgleichungen, I, Math. Nachrichten, 19 (1958),
87-99.

[3] M. KUCZMA, A survey of the theory of functional equations, Ces Publications
N2 130 (1964), pp. 64. .

[4] 1. STAMATE- N. GHIRCOIASIU,Ecuafif functionale care definisc funcfii trigonometrice,
Buletinul ~tiintific al Institului Politehnic din Cluj 10 (1967), 57-60.

[5] ~T. A. FILIPESCU, Sisteme de ecuafii funcfionale tip Alad, Bull. ~ti. Timi~oara
11 (25) (1966), fasc. 1, 39-47.

[6] D. BENGHIA - B. CRISTICI, Formule de adifiune analoage cu formulele daftiune ale
lui V. Alad, Bul. ~ti. Timi~oara 11 (25) (1966), fasc. 1, 11-18.

[7] O. EM. GHEORGHIU, Ober eine klasse von Funktionalgleichungen, L'Enseignement
Mathematique 10 (1964), 245-247.

[8] V. ALACI, Sur deux equations fonctionnelles, Mathematica (Cluj) 19 (1943), 23-25.
[9] O. EM. GHEORGHIU, Despre un sistem de ecuafii functionalle, Comunicalile Acad.

R. P. R. 13 (1969), 589-593.


