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281. SUR QUELQUES EQUATIONS FONCTIONNELLES
DU TYPE DE PEXIDER*

Petar M. Vasi¢ et Radovan R. Janié

Nous supposons en général que les variables et les fonctions sont toutes
réelles. Par S nous désignons une classe de toutes les fonctions réelles continues
sur un ensemble de mesure poritive.

Dans le livre [1] J. ACZEL a donné les solutions générales dans S des
équations fonctionnelles suivantes:

JR+fD—=2fx)f()

@ A Ty

@) FGeen) < LOTIHOID,

3) e y)=f ®+f (1}])—;?;0;(2{ XS (@zkw),
@) S TRELDZAEAWID - @zo),
- firs LD IRIDID) (s

On trouve les équations (1) — (5) aussi dans 2] et [3].

Toutes les équations (1°) & (5') sont des cas spéciaux d’une classe générale
des équations fonctionnelles.

Nous traiterons ici les équations fonctionnelles suivantes correspondant
aux (1) — (5):
gx)+h(y)-2g(x)h(y)

1 -

o Jr) —g () h()
gx)+h(»)+28(x)h(y)

2 -

@ S = e k()

* Présenté le 1 aofit 1969 par B. CRsTICL
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g(x)+h(y)—2cosag(x)h(y)

3 +y)= k),

(3) fx+y) I—2 () A () (a#km)
g(x) +h(y)—2chag(x)h(y)

4 = 0 >

4) f&x+y) A0 (a£0)

) Flrty)= g(x)+h(y)+2chag(x)h(y) (a£0),

l—g(x)h(y) ~

ainsi que
g(x)+h(y)—2ag(x) h(y)

6 -

© JEety) 112 A7)

et

, S +f(»)—2af (x) f(y)
6 +y)=
) Jeet) L/ ()

ou f, g, h sont des fonctions réelles inconnues et ¢ une constante donnée.

Si f=g=h de (1), (2), (3), (4) et (5) on obtient les équations (1"), (2'),
39, (4') et (5).

Si a=%, de (3) on obtient 1’équation

gx)+h(y)

7 +y)= ,
(7 S(x+y) e h0)

(voir [4] et [9]).

De (6), pour a=0, on obtient 1’équation fonctionnelle

g(x)+h(y)

8 = s
®) L= mhw)

(voir: [4] et [9]).
1. L’équation fonctionnelle (1)

De (1) il vient g(x)h(y)#1 pour chaque x, yER.
1.1. Supposons, tout d’abord, que f(x)#1, g(x)=1, h(x)#1 et posons

e 59 he)

, F)=-—L  ¢w-—2¥ | g,
©) T T T
d’on

F(x) G(x) H(x)

1 S ) SLA N Yoo :

A0 g s k=

En posant (10) dans (1), aprés la simplification, on obtient 1’équation
fonctionnelle de PEXIDER:

(11) Fx+y)=Gx)+ H(y).
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La solution générale de 1’équation fonctionnelle (11), dans la classe S
est (voir [1], pp. 141—143):

(12) F(x)=cx+c¢;+¢,, Gx)=cx+c,, H(x)=cx+c,,

oll ¢, ¢;,c, sont des constantes réelles arbitraires.

D’aprés (10) et (12), nous trouvons que la solution générale de 1’équation
fonctionnelle (1) dans la classe S est déterminée par

cx+e 4+, cx+ ¢ cx+¢,

» BX)=———, M) =——,
cx+e+e—1 cx+e—1 cx+c,—1

13  f)=

(c, ¢;, c,€R, constantes arbitraires).

1.2. Soit, maintenant, f(x)#£1, g(x)#%1, h(x)=1. Alors, de (1) on trouve

_1—g(x) _
(14) f(x+y)~—1_g(x) 1,

ce qui est en contradiction avec I’hypothese f(x)=£1.
Donc, dans ce cas, 1’équation (1) n’a pas de solutions.

1.3. Si l'on a f(x)#1, g(x)=1, h(x)s£1l, d’aprés le calcul analogue & celui
du cas précédent, on obtient que (1) n’a pas de solution.

1.4. Supposons que f(x)=1, g(x)#1, h(x)s%1. Alors, de (1) on trouve
(15) (gx)—=1) (h(»—1)=0.

Ftant donné que h(y)#1, il existe au moins un nombre réel y, tel que
h(y)#1.

Si I’on fait y=y,, de (15) on obtient
(16) g(x)=1.

C’est impossible parce que, d’aprés I'hypothése, on a g(x)#1. Donc,
dans ce cas I’équation (1) n’a pas de solution.

1.5. Soit f(x)=1, g(x)=1, A(x)# 1. Alors, I’équation (1) est identiquement
satisfaite et la solution générale est

Qa7 fx)=1, gx)=1, h(x) (1) arbitraire.

1.6. Si f(x)=1, g(x)#1, hA(x)=1, avec un procédé analogue a celui du cas
précédent, on obtient que la solution générale est

(18) f(x)=1, g(x) (1) arbitraire, z(x)=1.

3=
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Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant:

Théoréme 1. La solution générale de I'équation fonctionnelle (1) dans la classe S
est donnée par

19)  fe)=—3T9F% e FEa =T
ex+e,+e,—1 ex+e—1 ’ cx+c,—1 ’

ou

(20) f@)=1, gx=1, h(x) (1) arbitraire,

ou

(21) f()=1, g(x) (1) arbitraire, h(x)=1,

avec ¢, ¢;, ¢, (ER), constantes arbitraires.

2. L’équation fonctionnelle (2)

En posant f(x)=—F(x), g(x)=—G(x), h(x)=—H(x), on conclut que
F, G, H satisfont a I’équation (1). Donc, en utilisant le théoréme 1 on obtient:

Théoréme 2. La solution générale de I'équation fonctionnelle (2) dans la classe S
est déterminée par les formules:

(22) f(X)=—m g(x)=—ﬂfcl— h(x)=____c_xii_
cx+cl+cz—1’ cx+c¢,—1 cx+c,—1 ’

ou

23) f=—1, gx)=—1, g(x)(—1) arbitraire,

ou

24 fx)=—1, h(x)(—1) arbitraire, h(x)=-—1,

avec ¢, ¢;, ¢, (ER) constantes arbitraires.

3. L’équation fonctionnelle (3)
Introduisons les nouvelles fonctions F, G, H par les relations:

sin F (x) )= sin G (x) B) = sin H (x)

(25 f(x)= m ’ sin (G (x) +a) sin (H (x)+a)”

d’ou pour a#k=n (k=0, +1,...) il vient

f(x)sina

(26) F(x)=arctg /(9 cosa s

etc.
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D’aprés (25), I’équation (3) devient
27 cos(G(xX)+H(y)+a—F(x+y))=cos(F(x+y)+a—G(x)—H(y)),
d’on P’on tire
(28) Fx+p)=Gx)+(H(y)+kn) k=0, £1,...).
La solution générale de I’équation (28) dans la classe S est
29) F(x)=cx+c,+c¢,, Gx)=cx+e¢,, H(x)=cx+c,—kn (k=0, £1,...)
ou ¢, ¢, ¢, sont des constantes réelles arbitraires.
Donc, d’aprés (29) et (25) on a le théoréme suivant:

Théoréme 3. La solution générale de I'équation fonctionnelle (3) dans la classe S
est donnée par

fx) =

sin(cx +¢; +¢,) ) — sin (ex +¢,)
sin(cx+¢;+ ¢, +a) ’ sin(cx+cl+a)’

(30) o
h (x) = ‘sm (ex+¢y) .
sin(cx+c,+a)

(c, ¢;, ¢, (ER) constantes arbitraires).

Remarque 1. Pour a=% de (3) on obtient I’équation fonctionnelle (7) dont la
solution générale dans la classe S est
fx)=tg(ex+e,+c), gx)=tglex+c), h(x)=tg(ex+c,).

Cette solution est donnée dans ’article [4].

4. L’équation fonctionnelle (4)

1
4.1. Supposons que f(x)# %, g(x)# % , h(x)# ” et introduisons les nou-

velles fonctions F, G, H a l'aide de

_S=A gy 80=4 __hx)—4
GO o= “ Y = " hw—a
ou A=sha+cha.
De (31) il vient
_AFE®=D o ACHZD o AHE-—)
(32) fx) A2F(x)—1’ g (%) AZG(x)—l, (x) A2H(x)——l’

et I’équation fonctionnelle (4) devient
(33 Fx+y)=G(x)H(y)
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La solution générale de 1’équation (33) dans la classe S est (voir [1],
pp. 141—143):

(34) F(x)=c,c,e®”*, G(x)=ce®”®, H(x)=c,e,

ou ¢, ¢, ¢, sont des constantes réelles arbitraires et ¢, ¢,0, ou

(35) F(x)=0, G(x)=0, H(x) arbitraires,
ou
(36) F(x)=0, G(x) arbitraires, H(x)=0.

D’aprés (34), (35), (36) et (32) on trouve

a1 feA@ae= - Ale—1)

_A(c,e"—1)
A2cic,e®—1 A2 ¢ e*—1 ’

A2c,er—1 ’

h(x)

(e, ¢;, ¢, &R constantes arbitraires, A=cha+sha),

ou
(38) f(x)=4, g(x)=A4, h(x) arbitraire,
ou

39) f(x)=A4, g(x) arbitraire, h(x)=A.

Remarque 2. Si ¢;, ¢,>0 on peut écrire la solution (37) sous la forme

_ sh(Cx+C+C,) _ sh(Cx+C)
(40) 7 sh(Cx+C;+C,+a) >, &) sh(Cx+ C,+a) ’
h(x)= sh(Cx+C,)

sh(Cx+C,+a) ’
ou C, C,, C, sont les constantes nouvelles.

Si ¢, ¢,>0,0n a

sh(Cx+C, +C. ch(Cx+C
foy=SUEEGHE) gy MEHC)
a1 sh(Cx+C,+C,+a) ch(Cx+C;+a)
h(x)= ch(Cx+C,) .
ch(Cx+C,+a)
Dans le cas ol ¢;>0, ¢,<<0 les formules (37) prennent la forme
ch(Cx+C;+C, sh(Cx+C
foy=MOFGEG) gy SMOHG)
2) ch(Cx+Ci+C,+a) sh(Cx+C,+a)
B (x) = ch(Cx+C,)

ch(Cx+C,+a)



Sur quelques équations fonctionnelles du type de Pexider 39

Enfin, si ¢;<0, ¢,>0, on a

ch(Cx+C +C ch(Cx+C
f(x) _ ( 1 2) , g (x) — ( l) s
43 ch(Cx+C +C,+a) ch(Cx+C +a)
( B (x)— sh(Cx +C,)
sh(Cx+C,+a)

4.2, Si 'on a f(x)# % , g(xX)£ % , h(x)= % . Dans ce cas I'équation (4) a
la forme

Ag (x)—1
(44) Sxty)— 28

A(dg (x)—1)’

. 1 . -
d’ou I'on obtient f(x)z;, ce qui est en contradiction avec I’hypothése

f (x);éi—. Donc, P'équation (4) ne posséde pas de solutions dans ce cas.

1 .
4.3. Dans le cas f(x)# %, g(x)= R h(x)# % , léquation (4) n’a pas,

aussi, de solutions.

4.4. Soit, maintenant, f(x)=—, g(x)# %, h(x);ézll—. Alors, I’équation (4)

1
A
prend la forme

(45) (g (x)—%) (h (y)——A?)=o.

1 . . .
Nous avons supposé que h(y)# e Donc, il existe au moins un nombre

oo 1
réel y, tel que h(y,) # % En posant y=y,, de (45) il vient g(x)= R ce

qui est impossible d’aprés I’hypothése g(x)# %
Donc, dans ce cas I’équation (4) n’a pas de solutions.
1 . . .
4.5. Si I'on a f(x)= e g(x)= %, h(x)#= %, I’équation (4) est identique-

ment satisfaite et la solution générale est

1 1 1 -
46 xX)=—, x)=—, h ——\ arbitraire.
(46) F= o 8= h(# )
4.6. Comme dans le cas précédent, on obtient que si f(x)= %, g(x)aﬁ_% ,

h(x)= % la solution générale de 1’équation (4) est

1 1 o _ 1
47 fx)= R g(x) (;72 ;) arbitraire, h(x)= e
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1 1 L
4.7. L’hypothése f(x)# —, g(x)=—, h(x)= 1 implique f(x)= i Donc,
A A A A
dans ce cas I’équation (4) n’a pas de solution.
. . 1 1 1 . .
4.8. Enfin, si 'on a f(x)= ;— , g(x)= R h(x)= < I’équation (4) est iden-

tiquement satisfaite.

Donc, nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 4. La solution générale de [Iéquation (4) dans la classe S est
donnée par

—_ Cr _
@8y seo-Aaae=h oo Alberml) 0 Alges—1)
A2e, c,e—1 A2e er—1  A2c,et—1
ou
49 f(x)=4, g(x)=A4, h(x) arbitraire,
ou
(50) f(x)=A, g(x) arbitraire, h(x)= A,
G fx)= L g(x)= Ll h(x) arbitraire
= = ’
ou
(52) S = % , g(x) arbitraire, h(x)= % ,

avec ¢, ¢;, ¢, (ER) constantes arbitraires et A=sha+cha.

5. L’équation fonctionnelle (5)

En posant f(x)=-—F(x), g(x)=—G(x), h(x)=—H(x), on obtient que
les fonctions F, G, H satisfont a ’équation fonctionnelle (4). Donc d’aprés le
théoréme 4 on obtient le théoréme suivant:

Théoréme 5. La solution générale de I’équation fonctionnelle (5) dans la classe S
est donnée par les formules:

T .. CT__ o
63) for)-—Aaeem=l ooy A=) oy o AlGer—D)
A2c c et —1 A2 ¢, er—1 A2c, w1
ou
4) f(x)=—A4, gx)=—A4, h(x) arbitraire
ou

(55) f(xy=—A4, g(x) arbitraire, h(x)=—A4,
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ou ;
(56) f(x) =— % » f(X)=— ;11— , h(x) arbitraire,
ou

(57 fx)y=— % , g(x) arbitraire, h(x)=-— A; ,

avec ¢, ¢,, ¢, (ER) constantes arbitraires et A=sha+cha.

6. L’équation fonctionnelle (6)

Dans le¢ cas ou f(x)sé;li—, g(x)?é:l‘—, h(x);éi (A=a++/az+1), en

introduisant les nouvelles F, G, H par les relations

(58) F(x)=M, Gry=—1+8® H(x)zm,
A(1—Af (%)) A(1—Ag(x)) A(1—A4h(x))
d’ou
_AF®—D _AGx-) . AHE®-])
(39 /) 1+ A2F(x) () 1+A42G(x) ) 1+A42H(x)

Alors, I'équation (6) se transforme en Péquation (33). Donc, d’aprés
(34), (35), (36) et (59) on obtient que la solution générale de Péquation (6)
dans ce cas est

L 7 —_—
(60) f(x):w, g(x):M’ h(x)zw’
1+42¢ c e 1+ A2¢ e 1+ A2c,e®
ou
(61) f(x)=—A4, g(x)=—A, h(x) arbitraire,
ou
(62) f(x)=—A4, g(x) arbitraire, h(x)= —A4,

avec ¢, ¢,, ¢, constantes réelles arbitraires et A= a+ /a2 + 1.

Dans les autres cas on peut obtenir la solution générale de la méme
maniére comme pour I’équation fonctionnelle (4). Par conséquent, on a le
théoréme suivant:

Théoréme 6. La solution générale de I’équation fonctionnelle (6) dans la classe S est

A(c,ce*—1 A(c, e*—1 A(c,e*—1
63 fe-2and=l g AGet ) by oy AGerl)
1+ A42c,c,e* 1+ A42¢, e 1+ A2c, e
ou
(64) f(x)=—A4, g(x)=—A4, h(x) arbitraire,
ou

(65) f(x)=—A4, g(x) arbitraire, h(x)=—A4,



42 P. M. Vasi¢ et R. R. Janié

ou
(66) f(x)= i— , g(x)= A; , h(x) arbitraire,
ou

67 f()= % , g(x) arbitraire, h(x)= % ,

avec ¢, ¢;, ¢, (ER) constantes réelles arbitraires et A=a-++/a?+ 1.

Remarque 3. Si ¢, ¢,>0, on peut écrire (63) sous la forme suivante

sh(Cx+C, +C sh(Cx+C,
foy-MEHGRG) gy SMEEC)
68 ch(Cx+C+C+a) ch(Cx+C,+a)
) h(x)= sh(Cx+C,)
ch(Cx+Cy+a)
Si ¢,<0, ¢,<<0, on a
sh(Cx+C,+C ch(Cx+C
Sy SUETGIE) gy MCrrG)
9 ch(Cx+C,+C,+a) sh(Cx+C,+a)
(69) B (x) = ch(Cx+C,)
sh(Cx+C,+a)
Dans le cas ¢;>0, ¢,<<0, il vient
ch(Cx+C +C. sh(Cx+C))
f(x): ( ! 2) s g(x)z—(-——la
(70) sh(Cx+C +C,+a) ch(Cx+C +a)
B (x) = ch(Cx+C,)
sh(Cx+C,+a)
Et, enfin, si ¢, <0, ¢,>0, on a
ch(Cx+C +C ch(Cx+C
) e G (L)
1) sh(Cx+C+C,+a) sh(Cx+C,+a)
h(x)— sh(Cx+C,)
ch(Cx+C,+a)

Dans (68), (69), (70) et (71) nous avons a=sha, C, C,, C, des constantes
nouvelles.

Remarque 4. En posant dans (6), a=0, on obtient I’équation fonctionnelle (8):
D’aprés (68), (69), (70), (71), (64), (65), (66) et (67), sa solution générale est

(712) f(x)=th(Cx+C,+C,), gx)=th(Cx+C)), h(x)=th(Cx+C,),
ou
(73)  f(x)=th(Cx+C,;+C,), g(x)=cth(Cx+C,), h(x)=cth(Cx+C,),
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ou

(74 f(x)=cth(Cx+C,+C,), g(x)=th(Cx+C), h(x)=cth(Cx+C,),
ou

(75)  f(x)=cth(Cx+C,+C;), g®)=cth(Cx+C)), h(x)=th(Cx+C)),
ou

(76) f(x)=—1, gx)=—1, h(x) arbitraire,

ou

(77  f(x)=—1, g(x) arbitraire, h(x)=—1,

ou

(78) f(x)=—1, g(x)=—1, h(x) arbitraire,

ou

(79 f(x=1, g(x) arbitraire, h(x)=1,

avec C, C,, C, (€ R) constantes réelles.

Dans I’article [4] on trouve seulement (72) et f=g=h=1 et f=g=h=
=—1 comme les solutions de I’équation fonctionnelle (8).

7. Les équations fonctionnelles (1')—(6")

En partant des équations (1)—(6), et en posant f=g=~h, on peut obtenir
les solutions générales des équations (17)-—(6").

Pour les équations (1)—(5") ces solutions sont identiques aux solutions
données dans le livre [1].

Pour I’équation fonctionnelle (6’), en posant f=g=~h dans le théoréme 6,
on obtient que dans la formule (63) on a ¢;=c,=1. '

Donc, la solution générale dans ce cas est

=A(e“”—l)

Y (cER, A=a++/a2+1).
e

(30) f(x)
De (64), (65), (66) et (67) on obtient

81 f)=—=—a++Ja+1

et

(82) f(X)=—A=—a—/a2+ 1.

iS
4
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En posant a=sha et ¢=2C, d’aprés (80), (81) et (82), on obtient:

Théoréme 7. La solution générale de I’équation fonctionnelle (6’) dans la classe S
est donnée par

ou

(84) f(x)=—e",
ou

(85) f(x)=e

avec C (& R) constante arbitraire et a=sha.

8. Certaines généralisations

L’équation fonctionnelle
gx)+h(y)+A4g(x)h(y)
1+ Bg (x) h(y)

ol A et B sont des constantes données, contient comme des cas particuliers,
les équations fonctionnelles (1)—(8).

Si 'on a B=f2, en posant Sf(x)=F(x), fg(x)=G(x), Bh(x)=H(x),
on obtient

87 Fx+y)=

(86) fx+y)=

G (x) + H(y) + aG (x) H(») (a=i)
1—G (x) H() VB/’

donc une équation du type (1)—(5).

Dans le cas ol B=—f2, en posant Sf(x)=F(x), fg(x)=G(x), fh(x)=
=H (x), on obtient pour F, G, H ’équation fonctionnelle (6).

De (86) pour A=B=2 et f=g=~h on obtient une équation fonctionnelle
considérée dans {1] (I’équation (4), p. 80).

De (86), pour A= +2 et B=—2 on obtient une équation fonctionnelle
résolue par ST. A. FILIPESCU [5].

Enfin, observons que l’équation
(88)  F(x+y)

B G(x) H(y) (Qad (c—ia)—b (c*+ea?)) +(d*—2 Abd—eb?) (a(G(x)+H (»))+b)
T (ea?+2 Aac—c?) (aG (x) H(¥)+b(G (x) + H(»))) + a(d? +&b?)—2bc (d—Ab)

par les changements
df (x)—b
a—cf(x)’

peut &tre réduite & une des équations (1)—(6).

=dg(x)—b I x)=dh(x)—b

Fe= a—cg(x) ’ " a—ch(x)

G(x) (ad—bc+0)
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Pour A=0, e=1, F=G=H on obtient de (88) une équation résolue par
D. BENGHIA et B. CrsTICI (voir [6]).

Pour 1=0, e=—1, F=G=H de (88) on obtient une équation fonction-
nelle résolue par O. EM. GHEORGHIU (voir [7]).

Pour 1=0, e=—1, a=c=1, b=—1, d=0, F=G=H=f on obtient
I’équation fonctionnelle

f)+f(»—1
89 -
(89) T T 2 D=2/ D 1

(voir: V. ALacr [8]).

Remarque additionnelle. Pour la résolution des équations (1)—(6) et pour les
équations plus générales, J. ACZEL (voir [1]) a donné une méthode différente de
telles que nous avons utilisées.
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