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275. SUR L'INEGALITE CLASSIQUE DU PROBLEME
ISOPERIMETRIQUE*

Maurice Janet

On attribue en general it. B. RIEMANN (1826-1866) la remarque que si
une fonction f (satisfaisant aux conditions generales de regularite), prenant des
valeurs donnees sur un contour ferme donne dans Ie plan, fournit pour l'inte-

grale JJ [(~)
2

+(~r] dx dy etendue it. l'interieur de ce contour la plus petite

valeur possible, cette fonction satisfait it. l'equation .~2f +
~2f

= O. C'est uneux2 uy2
consequence des methodes classiques du Calcul des Variations.

K. WEIERSTRASS(1815-1867) a fait observer que rien ne prouve a priori
l'existence d'une telle fonction f (une borne inferieure n'est pas toujours atteinte).
C'est ce qui fait que, dans la deuxieme partie du 1ge-siecle, les efforts des
mathematiciens se sont portes, tant pour Ie probleme precedent que pour
beaucoup d'autres plus ou moins analogues, sur les demonstrations d'existence.
II semble bien que c'est Ie Memoire de Schwarz, publie en 1885 precisement
it. l'occasion du 70e anniversaire de WEIERSTRASS,qui a donne la premiere demon-
stration rigoureuse de ce genre.

De meme, A (x) etant une fonction positive donnee sur Ie segment (a, b),
si pour une fonction y nulle aux extremites

b I b

fY'2dx/ fA(x)y2dY
a I a

prend la plus petite valeur possible, les methodes classiques du Calcul des
Variations montrent qu'en appelant m cette valeur, y satisfait it. l'equation differen-
tielle y" +mA(x)y=O. Mais c'est E. PICARD (1856-1941) qui, s'inspirant de
H. SCHWARZ, montre l'existence d'une fonction y s'annulant aux extremites

de l'intervalle (a, b), non identiquement nulle et telle que y" +~A(x)y=O, oil
c

utilise ensuite une certaine identitec est une certaine cons/ante positive. II

( U')
2

( U')'
2

u'-u U + u2

U - ~ (U" +kA(x) U)=u'2-kA(x)u2,
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OUu, U sont des fonctions "arbitraires", U ne s'annulant pas dans l'intervalle (a, b),
1

II
. ,

-et k etant une con stante < - . arnve a montrer ainsi que
c

1
pour y assujettie a s'annuler aux ex~emites, est superieure ou egale a -, valeur

c
atteinte pour la fonction particuliere y trouvee plus haut.

Mais, ce qui est tres interessant, c'est la maniere dont J. HADAMARD
(1865-1963) montre dans son Calcul des Variations (1910), N!!259, 260, 261,
{:omment on est naturellement amene a cette identite: observation de LEGENDRE
(1752-1833), resultat de JACOBI (1804-1851).

Si donc on se plar;ait seulement ~lns Ie cas OU A (x) est con stante
(disons == 1) la formation de la fonction y, nulle aux extremites, et satisfaisant

a y" +i. y = 0, OU c est une con stante, reIeve de methodes elementaires, c'est
c

, .
d

-. x-a 1 n2 d ' '"
.

eVl emment y = sm n - et - = - e sorte qu on peut parialtement
b-a c (b-a)2

imaginer que l'inegalite

b

I
b

!y'2 dx !A(x) y2 dx,

jy'2dx Ij y2dx'>n2/(b-a)2

avec Ie signe egal pour y (ou Ie produit de y par une constante =1=0quelconque)
a pu etre aper~ue par JACOBIpar exemple! (voir N!!272 de HADAMARD).

Assujettissons y a prendre la meme valeur pour a et b, et y' a s'annuler
pour a et b; on trouve

J y"2dx
I
J y'2dx~4n2/(b-a)2,

a a

Ie signe=n'etant obtenu que pour les fonctions C
[
cos 2n x-a

-I ] + D, ou
b-a

C, D sont deux constantes arbitraires (Bull. Sci. Math. (2) 53 (1929».
On peut en d6duire la formule suivante: C etant assujettie a prendre la

meme valeur pour a et b, on a
b b

[

b

]
2

JC'2dx ~ 4 n2/(b-a)2 J C(x)-
b

1 JC(x) dx dx
a a a a

qu'il est facile d'utiliser pour demontrer la relation celebre entre la longueur L d'une
courbe fermee du plan et l'aire A interieur a cette conture D '> 4 nA, l'egalite
n'ayant lieu que dans Ie cas du cercle.

En revenant maintenant a ces questions generales d'existence, c'est
D. HILBERT en 1900 qui a imagine les methodes directes du Ca1cul des
Variations aux quelles fait allusion E. PICARD dans son Traite d'analyse III
(2e ou 3e edition) apres avoir termine l'exposition de sa methode. C'est a un
-expose d'une telle methode qu'est consacre mon article de la Revue generale
,des sciences 44 (1933), 365 (Probleme de la representation conforme).


