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SKRACENICE

N oznacava skup prirodnih brojeva, R skup realnih brojeva i C skup kompleksnih
brojeva.
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(Un)} ~ IHI (UI)

H2 (UI)
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fi, ( 'iI)
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o. UVOD

Ovaj rad sastoji se iz sledecih delova:
O. Uvod;
I. Paraciklicne funkcionalne jednacine prve vrste;
2. Neke linearne funkcionalne jednacine koje se svode na CAUCHYEVU

funkcionalnu jednacinu;
3. Generalizacije nekih rezuItata D. S. MITRINOVICA, S. B. PRESICAi

P. M. VASICA;
4. Neki sistemi kvadratnih funkcionalnih jednaCina;
5. Bibliografija.

1. U prvom poglavlju dato je dvanaest teorema koje se odnose na funk-
cionalne jednaCine (1.1.1), {1.1.2) i (1.1.3). Ove teoreme dokazane su u clanku [14].

2. U drugom poglavlju, na prvom mestu, posmatrane su dye linearne
funkcionalne jednaCine (jednacine LJ i Lz) sa vise nepoznatih pravougaonih matric-
nih funkcija ciji su argumenti kvadratne komutativne realne matrice. Njihovo
resavanje svedeno je na resavanje CAUCHYEVEmatricne funkcionalne jednaCine.

U istom poglavlju resene su jos dye linearne funkcionalne jednacine
(jednacine L3 i L4) Ciji su argumenti determinante.

Neki rezultati koji su u vezi sa jednacinom L4 objavljeni su u clanku [18].

3. U ovom poglavlju proucavane su generalizacije nekih kvadratnih funkci-
onalnih jednacina koje su ranije posmatrali D. S. MITRINOVIC,S. B. PRESIC i
P. M. VASIC. Dobijeni rezultati formulisani su u obliku cetiri teoreme.

Neki rezultati koji se odnose na teoremu 3.4.1 objavljeni su u clanku [9].

4. U cetvrtom poglavlju resena su tri sistema kvadratnih funkcionalnih
jednaCina.

Prvi i treCi sistem zavise od jednog a drugi od dva realna parametra.
U zavisnosti od vrednosti ovih parametara odreden je i oblik resenja odgova-
rajuceg sistema.

Neki rezuItati koji su u vezi sa ovim sistemima objavljeni su u rado-
virna [19] i [20].

5. U bibliografiji literatura je podeljena na dva dela. U prvom delu
navedeni su cIanci koji su upotrebljeni pri izradi ovog rada, a u drugom delu
nabrojana je ostala koriscena literatura koju nije bilo neophodno citirati u
samom radu.
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4 Radovan R. Janie

*
* *

Osecam prijatnu duznost da zahvalim profesoru D. S. MITRINOVICU,pre
svega zato sto me je podstakao i uputio u naucni rad, sto je rukovodio izradom
ovog rada, za stalni interes i podrsku u radu, kao i za niz korisnih saveta i
sugestija koje su mi pomogle da ovaj rad dobije konacnu formu.

Isto tako zelim da zahvalim docentu P. M. VASICUza srdacnu i nesebicnu
pomoc koju mi je pruzio pri izradi ovog rada.



1. P ARACIKLlCNE FUNKCIONALNE JEDNACINE PRVE VRSTE

1.1. Oznake i objasnjenja

Neka je

1° S neprazan skup;

2° M aditivna ABELOVA grupa;

3° X = (XI' xZ' . . . , xn)' Y = (YI, Yz, . . . , Yn) (Xi' Yj t==S, i,) = 1, . . . , n);

Xi=(Xil,XiZ'"'' Xin) (xijES,}=I,..., n; i=I,2,...,),

Q{ X = Q{ (x" xZ' . . . ,xn)

(i~}),

(i>});

4° en ciklicni operator definisan pomocu jednakosti

e Qj
x Qj+l X (QHI X Q j+l-n

X
.

1)n i = i+1 i+1 = i+1 za J>n- .

Paraciklicne linearne funkcionalne jednacine prve i druge vrste prvi je u
literaturu uveo D. S. MITRINOVIC(videti: [10] i [11]).

Paraciklicne linearne funkcionalne jednacine prve vrste su jednacine oblika

(1.1.1)
n

" /(e i-I QP,
X e i-I Q P2 X e i-l QPm X ) 0n I I' n I 2'.'" n I m = .

hi

1sto tako, D. S. MITRINOVICdao je jedan metod sa resavanje ovih jed-
nacina i za neke posebne vrednosti n, m i Pi odredio opsta resenja tih jednacina.

U ovum poglavlju naci cerna opste resenje funkcionalne jednaCine

(1.1.2)
n

" I' (e i-I QP,
X e i-I Q P2 Xi n t I' n I

2"
. . ,

i~1
ei-l QPmX ) =On 1m,

kao i jednaCinc (1.1. I) u slucaj u kada je m = 2. U slucaju kada je m proiz-
voJjan prirodzn broj odredicemo opste resenje jednaCine (1.1. J) i (1.1.2) sarno
kada je n + J ;:?2 rnax (PI' P2' . . . , Pm)'

5



6 Radovan R. Janie

Prvo cemo resiti sledecu funkcionalnu jednaclnu

k

2: Ji (C~-IQf X, c~-IQi Y) = 0i~1
(1.1.3) (k ~n),

pa na osnovu toga odrediti opsta resenja jednacina (1.1.1) i (1.1.2) za m = 2.

1.2. Funkcionalna jednaCina (1.1.3)

Pri odredivanju opsteg resenja jednacine (1.1.3) moramo razlikovati sledecih
sest slucajeva (videti: [14]):

U clanku [14]

1° q<2q-l~p=n,

2° q<p=n<2q-l,

3° q<p<n<2q-l<2p-l,

4° q<p<2q-l~n<p+q-l<2p-l,

5° q<p<p+q-l<n<2p-l,

6° q<p<2q-l<2p-l~n.

dokazane su sledece teoreme:

Teorema 1.2.1. - Ako je q< 2 q-l ~p = tl, opste resenje jednaCine (1.1.3) je

(1.2.1)
min(k-r, q-I)

2: (-1)"-1 F~(Q~+lX, Q;+l y)
v~l

q-I

+ 2: (-I)V-IF;(Q~+IX, Q;+I Y)
v~n-r+l

+
min (k-r, n-q)

2: (_1)v-1 F; (Q~+IX)
v=q

n-q

+ 2: (-I)n-v F~+; (Q7 X)
v~max(n-r+I, q)

k-r

+ 2: (_1)n-v F~+; (Q7 X, Qi+v y)
v~n.-q+1

n-l

+ 2: (_1)n-v F~+; (Q7 X, Qi+v Y)
"~max (n-r+ I, n-q+ I)

(r = 1, 2, . . ., k),

gde je po definic(ji

b

2: = 0 za a>b; Q;',,+n = Q;',,;
a

i Fi: Sp+q-l - M proizvoljne funkcije.



o nekim opstim klasama funkcionalnih jednacina 7

Teorema 1.2.2. - Ako je q<p=n<2q-l, opste resenjejednaCine (1.1.3) je

( 1.2.2) fr (Q7 X, Qi Y)
min(k-r. n-q)

.L (-I)v-1 F~(Q~+IX, Q~+IY)
v~t

n-q

+ .L (_1)v-I F~(Q~+IX, Q~+IY)
v~n-r+1

+
min (k-r. q-I)

.L (_1)v-I F~ (Q~+I X, Q~+I Y, Qi+v Y)
v~n-q+1

q-I

+ .L (_1)n-v F~+~(Q7 X, Qi+v Y, Q~+I Y)
v~max(n-r+ I, n-q+ I)

k-r

+ .L (_1)n-v F~+~(Q7 X, Qi+v Y)

n-I

.L
(_1)n-v F~+:(Q7 X, Qi+v Y),

v~max(n-r+ I, q)

gde je r = 1, . . . , k i F1: Sp+q-l -+ M proizvoljne Iunkcije.

Teorema 1.2.3. - U slucaju kada je q<p<n<2q-l<2p-l, opste resenje
jednaCine (1.1.3) dato je sa

+

(1.2.3) Ir (Qf X, Qf Y)
min (n-p, k-r)

.L (-I)V-1F:(Q~+IX, Q~+IY)
v~l

n-p

+ .L (-I)V-1F~(Q~+IX, Q~+IY)
v~n-r+1

+
min (k-r. n-q)

.L (-I)V-1 F:(Q~+I X, Q~+PX, Q~+IY)
v~n-p+1

n-q

+ .L (-ly-1F:(Q~+IX, Q~+PX, Q~+IY)
v~max (n-p+ t. n-r+ I)

min (k-r. q-I)

.L (_1)v-I F~ (Q~f-t X, Q~+PX, Q~+I Y, Q~+qY)
v~n- q+1

+

q-I

+ .L (-I)n-v F:;: (Qr+PX, Q~+IX, Q~+qy, Q~+IY)
v~max(n-q+l. n-r+t)

+
min (k -r, p- t)

L (_1)n-v F~+: (Q r+pX, Qf+1 X, Q~+qY)
v=q

p-I

+ .L (-I)n-v F:+:(Q~+P X, Q~+IX, Q~+qY)
v~max (q. n- r+ I)
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k-r

+ 2 (-I)n-v F~+;(Q~I-P x, Q~+q y)

v~p

n-I

+ 2: (-I)n-v F~+; (Q~+P x, Q~+q y),
v~max(p, n-r+ I)

gde je r = I, ..., k i F1: sp+q-Z - M proizvoljne funkcije.

Teorema 1.2.4. - Opste resenje funkcionalne jednacine
je q<p<2q-l~n<p+q-I<2p-l, dato je sa

(1.2.4) fr (Q) X, Q't
y)

(1.1.3), u slucaju kada

min(n-p,k-r)

2: (-1)v-1F~(Q~+IX, Q~+I
y)

v~1

n-p

+ 2 (-1)V-1F;(Q~+IX, Q;+I Y)
v-n-r+1

+
min(k-r, q-I)

2:
(_1)V-1 F; (Q~+I x, Q~+P x, Q~+I Y)

v~n-p + 1

q-I

+ 2 (_I)V-l F;(Q~+IX, Q~IP x, Q~+! Y)
v=max (n-p+ I, n-r+ 1)

+
min (k-r, n-q)

2 (_1)v-1 F; (Q~ll X. Q~IP x)
v~q

n-q

+ 2: (---I)n-vF~+:(Q~+PX, Q~+IX)
v~max(n-v+l,q)

min(k-r,p-I)

2: (-IY-v F~;: (Q~IP x, Q~+I x, Q~+q Y)
v~n-q+l

p-I

+ 2: (-1)n-vF~+:(Q~+PX, Q~+IX, Q~+qy)
v~max (n-q+I, n-r+J)

+

k-r

+ 2: (_l)n-v F~+; (Q~+P x, Q~+q y)

v-=p

n-I

+ 2: (_1)n-v F~+~ (Q~+P x, Q~+q y),
v~max(p. n-r+l)

gde je r = I, ..., k i F1: Sp+q-Z- M proizvoljne funkcije.

Teorema .1.2.5. - Opste resenjefunkcionalne jednaCine(1.1.3), u slucaju kada je
q<p<p + q-I <n< 2p-l, dato je formulom

(1.2.5) J,(Qf X, Q't y)

min(q-J. k-r)

2: (-1)v-1F;(Q~+IX, Q~+I Y)
v~1
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q--I

+ L (-l)v-1F;(Q~+IX, Q;+IY)
v~n-r+1

+
min(k-r, n-p)

L (-I)V-1 F~(Q~+I X)
v~q

+
n-p

L (_1)v-1 F; (Q~+IX)
v~maX (q, n -r+ I)

min (k-r, n-p)

L (-1)v-1F;(Q~+IX, Q~+PX)
v~n-pj-I

p-I

+ L (-I)n-v F~;;CQ~+P X, Q~+IX)
v~max (n-p-f-\, n-r+l)

+

+
min (k-r, n-q)

L (_1)n-v F~+:(Q~+P X)
v=p

n-q

+ L (-I)n-v F~+: (Q~+P X)
v~max (p, n-r+ I)

k-r

+ L (-1)n-vF~+:(Q~+PX, Q~+qy)
v~n-q+1

n-I

+ L (_1)n-v F~+:(Q ~+pX, Q ~+qY) ,
v~max (n-q+l, n-r+ I)

gde je r= 1, . .. , k i F1: Sp+q-Z -+ M proizvoljne lunkcije.

1.3. Funkcionalna jednacina (1.1.2)

StavljajuCi u jednaCini (1.1.3) k = n dobija se funkcionalna jednaCina
(1.1.2). Prema tome, ako se u (1.2.1), (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4) i (1.2.5) stavi
k = n, dobija se opste resenje jednacine (1.1.2) u posmatranim slucajevima. Tako,
na primer, ako se u (1.2.3) stavi k = n, dobija se da je opste resenje funkcio-
nalne jednaCine (1.1.2), u slucaju kadaje q<p<n<2 q-l <2p-l, dato formulom

Ir (Q~ X, Qf Y)
n-p

= L (_1)v-1 F; (Q~+I X, Q;+I Y)
v~1

n-q

+ L (-1)v-IF~(Q~+IX, Qf+v X, Q;+I Y)
\'~n-p+1

min(n-r, q-I)

L (_1)v-1 F;(Q~+I X, Q~+vX, Q;+I Y, Qi+v Y)
v~n-q+1

q-I

+ L (--I)n-v F~+: (Qf+v X, Q~+I X, Qi+v Y, Q;+I Y)
v~max(n-q+J, n-r+l)

+
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p-I

+ L (-I)n-v P;:+: (Qf+v x, Q~+I x, Q~HV Y)
v=q

n-I

+ L (_l)n-v F~+: (Qf+v x, Q1+v Y),
v~p

gde je r = 1, . . . , n i F{ proizvoljne funkcije sa vrednostirna u M.
Medutirn, u prethodnorn odeljku nije ispitivan slucaj kada je q<p< 2 q-l

<2p-l ~n, pa u ovorn slucaju treba naknadno odrediti opste resenje
jednacine (1.1.2). No, kako je to vec napred receno, ovde cerna forrnulisati
rezultat koji se odnosi na slucaj znatno opstiji od ovoga. Nairne vazi sledeca:

Teorema 1.3.1. - Opste resenje funkcionalne jednaCine (1.1.2), u slucaju kada je
n+ 1~2 rnax (PI' ... , Pm)(m~2), dato je formulom

(1.3.1)

-Fr+I (Q~l XI, Qg2 X2, .,. , Q~m Xm),

gde je r = 1, . . . , n; Fn+I==FI i Fi proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.
Dokaz ove teorerne je analogan dokazu teorerne 2 iz clanka [13] pa ga

zato ovde necerno dati.

1.4. Funkcionalna jednacina (1.1.1)

Pre nego sto prederno na ispitivanje funkcionalne jednaCine (1.1.1), uves-
cerna sledecu pretpostavku:

Za grupu M pretpostavlja se da u njoj jednacina sZ = A (Z, A EM), za

s~n (s EN), irna jedinstveno resenje Z = ~ A.
s

Pod ovorn pretpostavkorn, za m = 2, vaze sledeCih pet teorerna.

Teorema 1.4.1. - Ako je q<2q-l<p=n, opste resenje jednaCine (1.1.1), je

f(Q1x, Q1Y)=Fo(Q1x, .Q1-IY)-Fo(Q~X, QiY),

gde je Fo proizvoljna funkcija sa vrednostima u M.

Teorema 1.4.2. - Ako je q<p=n<2q-l, opste resnnje jednacine (1.1.1), je

f(Q1 X, Q1 Y)

= Fo(Q1X, Qr-I Y)-Fo(Q~X, Qi Y)

rq;n]

+ L {Fv(Q~=~+v+IX, QJ' Y, Q~-q+v+I Y)
v~I

gde su Fi (i= 0, 1,

-Fv(Q1x, Q~-v+I Y, Qiq-v-n Y)),

..., [2q;n]) proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.
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Teorema 1.4.3. - U slucaju kada je q<p<n<2q-1<2p-1, opste rdenje
jednaCine (1. 1.1) dat 0 je sa

f(Q~ X, Q'{ Y)

= Fo (Qf-' X, Q'{-I Y)-Fo(Q~X, Qi Y)
p-q

,",,' ( V P q
)+ L., lFv QI X, Qn-p+v+1 X, Qn-p+v+1 Y

v~1

[2P;n]

+ L (Fv (Q. X, Q~-p+v+1X, QI'-p+q Y, Q~-p+v+1 Y)
v~p-q+1

-Fv (Q;-v+1 X, Qip-n-v X, Q;-v+1 Y, QfH-n-v Y)},

gde su Fi (i = 0, 1, ..., [2P;n]) proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

Teorema 1.4.4. - Opste resenje funkcionalne jednacine (1.1.1), u slucaju kada
je q<p<2q-1~n~p+q-1<2p-1 dato je sa

f(Q~ X, Q'{ Y)

= Fo(Qf-' X, Q'{-I Y)-Fo(Q~ X, Qi Y)

+
p-rq-n-I

L (Fv (Q. X, Q~-p+V+1X, Q~-p+v+1 Y)
v~1

- F (Q P X Q 2p-n-v X Q P+q-n-v Y)}v p-v+l, I , I

[2P;n]

+ L (Fv (QI' X, Q~-p+vtl X)
v=p+q-n

-Fv(Q;-v+1 X, Qip-n-v X)).

gde su Fi (i = 0, 1, ..., [2P;n]) proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

Teorema 1.4.5. - Opste resenje funkcionalne jednaCine (1.1.1), u slucaju kada
je q<p<p+q-1<n<2p-1, dato je formulom

f(Qf X, Q'{ Y)

=Fo(Q~-1 X, Q'{-I Y)-Fo(Q~X, Q'{Y)

[2P2-n]

+ L (Fv(QI'X, Q~-p+V+1X)- Fv(Q:-v+1 X,
Qip-n-v X)),

v~1

gde su Fi (i = 0,1, ..., [2P;n]) proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.
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Kao i u prethodnom odeljku i ovde cemo posebno posmatrati slucaj kada
je q<p<2p-I<2p-I~n. Naime posmatracemo slucaj koji znatno opstiji od
ovoga. Vazi

Teorema 1.4.6. - Ako je n + I ? 2 max (PI'
nacine (1.1.1) je

f(Qfl XI, Qf2Xl, ..., Qfm Xm)

~ F(Q Pl-t X QP2-1 X QPm-1 X )
- I I' I l'

..., I m

. . . , Pm) (m? 2), opste rdenje jed-

-F(Q~' XI, Qf>Xl, . . ., Q~mXm) + A,

gde je F proizvoljna funkcija sa vrednostima u MiA proizvoljan element iz M
za koji je nA = O.

Dokazi teorema 1.4.1, 1.4.2, 1.4.3, 1.4.4, 1.4.5 i 1.4.6 dati su takode
u clanku [14).



2. NEKE LlNEARNE I"UNKCIONALNE JEDNAtINE KOJE SE SVODE
NA CAUCHYEVU FUNKCIONALNU JEDNACINU

2.1. Funkcionalna jednacina L]

Funkcionalnu jednaCinu

(2.1.1) F(XjYz-xzYI' X3Y4- X4Y3) = G(XIY3-X3YI, XZY4-X4YZ)

-I- H (XjY4-X4YI' X3Yz-xzY3),

gde su Xi' Yj (i, j = 1, 2, 3, 4) kvadratne komutativne matrice reda (n, n) i F, G
i H proizvoljne matricne funkcije reda (m, s), zvacemo: funkcionalna jednacina Lj.

Za funkcionalnu jednacinu Lj dokazacemo sledeci rezultat:

Teorema 2.1.1.
formulama

Opste merljivo resenje funkcionalne jednaCine LI dato je

n

F(X, Y)= ~ KijZij+A+B,
i,j~1

n

G(X, Y) = ~ KijZij + A,
i.j~1

n

H(X, Y)= ~ KijZij+B,
i.j~j

gde su Kij, A, B proizvoljne konstantne matrice reda (m, s) i Zij elementi matrice

II Zij II = z = X. Y.

Dokaz. Ako se u jednacini Lj stavi XI = U, X3 = V, Xz = X4 = YI = Y3 = 0
(0 - nula matrica), Yz = Y4 = I (I - jedinicna matrica), dobija se

(2.1.2) H (u, v) = F(u, v)-A,

gde je uvedena oznaka A = G (0, 0).
Ako stavimo XI= U, X4= -v, Xz= X3= YI = Y4= 0, Yz= Y3= I, iz jednaCine

LI dobijamo

(2.1.3)

pri cemu je B= H(O, 0).

G(u, v)=F(u, v)-B,

13
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ZamenjujuCi (2.1. 2) i (2.1. 3) u (2.1.1), jednacina Ll svodi se na

(2.1.4) F(XIYZ-XZYI' X3Y4-X4Y3) = F(XIY3-X3YI, XZY4-X4YZ)

+ F(XIY4-X4YI' X3Yz-XzY3)-A-B.

Ako se uvede nova matricna funkcija E, smenom

(2.1. 5) E(u, v) = F(u, v)-A-B,

jednaCina (2.1.4) postaje

(2.1.6)

Ako se u (2.1.6) stavi Xi = Yj = 0 (i, j = I, 2, 3, 4), dobija se da funkcija
E ima osobinu E(O,O) = O.

StavljajuCi Xl = U, Xz= X3= X4= 0, Yl = Yz= Y3= Y4= J, iz (2.1.6) imamo
E(u, 0) = O.

Najzad, za Xl = Xz= X4= Yl = Yz= Y3=,0, X3= J, Y4 = u, jednacina (2.1.6)
daje E(O, u) = O.

KoristeCi prethodne rezultate i stavljajuCi Xl = U, Xz= Y3= J, y, = Yz= 0,

Y4 = v, X3' X4 proizvoljni, jednacina (2.1.6) svodi se na

(2.1. 7) E(u, v) = -E(uv, -I).

UvodeCi novu funkciju g smenom

(2.1.8) g(X) = E(x, -I),

i stavljajuCi zatim Xl = Yz = 0, Xz = X3 = X4 = Yl = J, Y3 = X, Y4 = - Y, iz jednacine
(2.1.6) dobija se CAUCHYEVA funkcionalna jednaCina

(2.1.9) g(X-t Y)=g(X)+g(Y).

Opste merljivo resenje jednacine (2.1.9) je

(2.1.1 0)
n

g(X) = L Kijxij,
i,j~l

gde su Kij (i, j = 1, ..., n) proizvoljne konstantne matrice reda (m, s) i

Xij (i, j = 1, . . . , n) elementi matrice
II Xij II = X.

Na osnovu (2.1.7), (2.1.8) i (2.1.1 0) dobijamo

(2.1.11)
n

E(X, Y) = L Kijzij,
i,j~l

gde su Zij (i,j=l, ..., n) elementi matrice IIZijll=Z=X.Y.
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Na osnovu (2.1.2), (2.1.3), (2.1.5) i (2.1.11) dobijamo
n

F(X, Y)= 2: KijZij+A+B,
i.j~1

(2.1.12)
n

G (X, Y) = 2: KijZij + A,
i,j~1

n

H(X, Y) = 2: KijZij + B,i,j~1

pri cemu Kij i Zij imaju ista znacenja kao u (2.1.11).
Obrnuto tvrdenje moze se proveriti zamenom funkcija F, G i H iz (2.1.12)

u (2.1.1), na cemu se necemo zadrzavati.

2.2. Funkcionalna jednacina Lz

Funkcionalnu jednacinu

(2.2.1)

+Fz(xltz-xztj, Y3zz-YZZ3)+F3(zZtl-zltZ' XZY3-X3YZ)

+F4(y]tz-Yztl, XZZ3-X3ZZ)+ Fs(Yzzj-YjZZ' xzt3-X3tZ) = 0,

gde su Xi' Yi, Zi' ti (i = 1, 2, 3) komutativne kvadratne matrice reda (n, n) i
Fj (j = 0, 1, 2, 3, 4, 5) proizvoljne matricne funkcije reda (m, s), zvacemo:
funkcionalna jednaCina Lz.

Za funkcionalnu jednacinu Lz dokazacemo sledeci rezuItat:

Teorema 2.2.1. - Opste merljivo reIenje funkcionalne jednaCine Lz dato je for-
mulama

(2.2.2)
n

Fo(X, Y)= - 2: Kijzij+Ao,
;,j=l

(2.2.3)
n

Fr(X, Y)= 2: Kijzij+Ar (r= 1,2.3,4,5),
i,j~1

gde su Kij (i, j = 1, ..., n) proizvoljne konstantne matrice reda (m, s), Zij ele-
menti matrice

II zij II
,= z = X. Y i Ar (r = 0, 1, 2, 3, 4, 5) konstantne matrice reda

(m, s) za koje je Ao + AI + Az+ A3 + A4 + As = O.

Dokaz. Ako se sve promenljive Xi' Yi, Zi' ti (i = 1, 2, 3) zamene sa u, iz
jednacine (2.2.1) dobija se

(2.2.4)

gde smo uveli oznake Fi (0, 0) = Ai (i = 0, 1, 2, 3, 4, 5).
StavIjajuCi Xl = X, Z3= - Y, Yz= tz = 1 (I - jedinicna matrica) i zamenjujuci

sve ostale promenljive sa 0 (0 - nula matrica), iz jednacine (2.2.1) dobija se

(2.2.5)
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Ako se stavi XI = -x, Y3 = Y, Zz = tz = -I, i ako se ostale promenljive
zamene sa 0, jednacina (2.2.1) svodi se na

(2.2.6)

Za Xz = -Zz = I, Y3 = Y, tl = -X, a ako se sve os tale promenljive zamene
sa 0, jednaCina (2.2.1) daje

(2.2.7)

StavljajuCi Xz = Yz = -I, Z3= - Y, tl = X i zamenjujuCi sve ostale promen-
Ijive sa 0, iz (2.2.1) nalazimo

(2.2.8)

Ako se stavi X3= Y, YI = X, Zz= -I, tz = 1 i ako se sve ostale promen-
Ijive zamene sa 0, jednaCina (2.2.1) postaje

(2.2.9) F4(X, Y) + Fs (X, - Y) + Ao+ Al + Az+ A3 = O.

Iz (2.2.5), (2.2.6), (2.2.7), (2.2.8) i (2.2.9) dobijamo

Fo(X, Y)= -Fz (X, Y)-A,-A3-A4-As,

FI (X, Y)= -Fz (X, -Y)-AO-AJ-A4-AS'

(2.2.10) F3 (X, Y) = -Fz (X, -Y)-Ao-AI-A4 -As,

F4 (X, Y)= -Fz (X, -Y)-AO-A]-A3-As,

Fs (X, Y) = Fz (X, Y)-Az + As.

Na osnovu (2.2.10) i (2.2.4), jednacina (2.2.1) postaje

(2.2.11 ) Fz (XI Yz -Xz Y], Zz t3 --Z3 tz) + Fz (XI Zz -Xz Zl> tz Y3 - t3 Yz)

-Fz(x,tz-xzt], ZZY3-z3YZ)+Fz(tlzz-lzZI, YZX3-Y3XZ)

+ Fz (YI tz-Yz tl, ZzX3-Z3 xz)-Fz (ZI Yz-zz Yh Xz t3-x3 tz)- 2 Az = O.

Ako se uvede nova funkcija F smenom

(2.2.12) F(X, Y) = Fz (X, Y)--Az,

jednacina (2.2.11) postaje

(2.2.13)

-F(xltz-xzt], zZY3-z3YZ)+F(1]zz-tzz], YZX3-Y3XZ)

+F(YIlz-Yztl, X3ZZ-XZZ3)-F(z\yz-zzY], xZt3-x31z)=0.

Ako se u (2.2.13) sve promenljive zamene sa u, dobija se

(2.2.14) F(O, 0) = O.
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Stavljajuci Xl = X, Yz = Zz = I, 13= Y, i zamenjujuCi sve ostale promenljive
sa 0, na osnovu (2.2.14), iz (2.2.13) dobijamo

F(X, Y)+F(X, -Y)=O,
odakle

(2.2.15) F(X, -Y)= -F(X, Y).

Na osnovu (2.2.15), jednacina (2.2.13) svodi se na

F(XjYz-xzYj, ZZ/3-z3tZ)+F(xjzZ-XZZj, tZY3-t3Yl)

+F(X1t1-X1/j, Y1Z3-Y3Z1)+F(tjZl-tlZj, YZX3-Y3Xl)

+F(y1tz-Ylt1, ZZX3-Z3Xl)+F(zjYz-ZZY1' IZX3-/3XZ)=0.

lednaCinu (2.2.16) posmatrajmo je O. EM. GHEORGHIU (videti: [15]) i
dokazao da funkcija F, pored osobina (2.2.14) i (2.2.15) ima i sledece osobine

(2.2.16)

F(X, 0) = 0, F(O, Y) = 0, F( -X, Y) = -F(X, Y).

KoristeCi gore navedene osobine funkcije F i stavljajuci u

(2.2.16) Xl=U, zz=1', Yz=t3=I, Yj=Zj=tj=X2=t2=X3=Y3=Z3=0, dobija se

(2.2.17) F(u, 1')=-F(uv, -I)=G(u1').

UvodeCi funkciju G u jednacinu (2.2.16) i stavljajuci zatim

dobija se za funkciju G sledeca matricna funkcionalna jednaCina:

(2.2.18)

Ako se u (2.2.18) stavi Yj = 0, ZI = - Y, tj = X i iskoriste osobine funk-
cije F, pa prema (2.2.17), i funkcije G, dobija se CAUCHYEVAfunkcionalna
jednaCina

(2.2.19) G (X + Y) = G (X) + G (Y).

U radu [15] tvrdi se da je opste neprekidno, ograniceno, merljivo itd.
resenje jednacine (2.2.19) dato formulom

(2.2.20) G(X)=A.X.B,

gde je A proizvoljna konstantna matrica reda (m, n) i B proizvoljna konstantna
matrica reda (n, s).

Funkcija (2.2.20) jeste resenje jednaCine (2.2.19), medutim to nije opste
merljivo resenje. Opste merljivo resenje dato je formulom (videti: [16]):

n

G(X)= .L KijXij,
i.j~1

gde su Kij (i, j = 1, ..., n) proizvoljne konstantne
Xij (i, j = 1, ..., n) elementi matrice

II Xij II = x.

(2.2.21)

matrice reda (m, s) i

2 Publikacije
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Sada, koristeci (2.2.21) i (22.17), dobijamo da je

(2.2.22)
n

F(X, Y) = ~ KijZij'
i,j=1

pri cemu su zij(i,j=l, ..., n) elementi matrice IIZijll=Z=X.Y.
Kako je, na osnovu (2.2.12),

F2(X, Y)=F(X, Y)+A2, F2(X, -Y)= -F(X, y)+A2,

to na osnovu (2.2.22), (2.2.4) i (2.2.10) nalazimo da je
n

Fo(X, Y) = - ~ KijZij + Ao,i,j~1

n

Fl(X, Y)= ~ KijZij+Al,
i,j=1

(2.2.23)

n

F2(X, Y)= ~ KijZij+A2,
i,j~1

n

F3(X, Y)= ~ KijZij+A3,
i,j~1

n

F4(X, Y)= ~ KijZiJ+A4'
i,j~1

n

Fs(X, Y)= ~ KiJZij+As.
i,j~1

Obmuto tvrdenje moze se proveriti direktnom zamenom funkcija (2.2.23)
u jednaCini (2.2.1).

Time je teorema 2.2.1 dokazana.

2.3. Funkcionalna jednacina L3

Posmatrajmo funkcionalnu jedna~inu

(2.3.1) Fo(L~(xlI' ..., xn-l, n-l' xnn)' ~(YII' Y22, ..., Ynn))

=Fl(~(xlI' ..., Xn-I,n-I,Yln), ~(Xnl'Y22' ..., Ynn))

+F2(~(xlI' "'J Xn-I,n-I,Yzn), ~(YII,Xn2'Y33' ..., Ynn))

+.. .

+Fi(~(xlI' ..., xn-l,n-l' Yin)' ~(Yll' ..., Yi-l,i-l' xni,

Yi+l, i+l, ..., Ynn))

+.. .

+ Fn (~(XII' ""
xn-l, n-l' Ynn)' ~ (11' ..., Yn-l, n-l' xnn))'

koju 6emo zvati: funkcionalna jednacina L3'
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Sve funkcije koje se ovde pojavijuju su realne funkcije realnih promenIjivih.
Za funkcionalnu jednaCinu L3 dokazacemo sledeci rezultat:

Teorema 2.3.1. - Opste neprekidno resenje jednaCine L3 dato je formulama

(2.3.2)
n

Fo(u, v)=Cuv+ L: Ai,
i=1

(2.3.3) Fr(u, v)=Cuv+Ar (r= 1, ..., n),

gde su Ai (i = 1, ..., n) i C proizvoljne realne konstante.

Dokaz. Ako sve promenIjive Xij (i,j=I, ..., n), Yrk (r,k=l, ..., n)
osim Xl!, X22' ..., Xnn i YHl,I' Yi+2,2' ..., Yi+n,n (i= 1, ..., n), zamenimo sa 0 i
ako promenIjive Xl!' X22' ..., xnn i Yi+l,l, Yi+2,2' ..., Yi+n,n (i= 1, , n) izabe-
remo tako da bude

Xl! X22' . . xn~l, n-l = X, Xnn = 1; Yi+n, n = 1, Yi+1.1Yi+2,2' . . Yi+n-l, n-l = (-l)Sy

(s-broj inverzija permutacije (i + 1, i + 2, . . . , i + n)), izjednaCine (2.3.1) dobija se

(2.3.4)
n

Fo(x,y)=Fi(x,y)+ L: Aj (j= 1, ..., n),
j=1
joti

pri cemu je uvedena oznaka Ai = Fi (0, 0).
Ako se funkcije Fr (r= 1, ..., n), odredene

Cini (2.3.1), dobija se
sa (2.3.4), zamene u jedna-

(2.3.5) Fo (~(xu, ..., xn-I, n-I, xnn), ~ (Yu, Y22' ..., Ynn))

=Fo(~(xu, ..., xn-I,n-I' Yln), ~(xnl> Y22' ..., Ynn))

+Fo(~(xu, ..., xn-l,n-I> Y2n), ~(Yu' xn2' Y33' ..., Ynn))

+.. .

+Fo(~(xl!' . . ., xn-I, n-I, Yin)' ~ (Yl!' ..., Yi-I , i-I, Xni,

Yi+1,HI' ..., Ynn))
+.. .

+ Fo (~(Xu, ..., Xn-l, n-l, Ynn)' ~ (Yl!, ..., Yn-l, n-l' Xnn))
n

-en-I) L: Ai,
i=1

Ako se uvede nova funkcija F smenom

(2.3.6)
n

F(u, v) = Fo (u, v)- L: Ai,
i=1

jednacina (2.3.5) svodi se na

(2.3.7)
n

= L: F (~(Xll' .. . , xn-I, n-l, Yin)' ~ (Yu, ..., Yi-l, i-I> Xni,
i=1

Yi+1, i+1, ..., Ynn))'

2.



(2.3.12) XII Xt2
.., Xln 0 0

'"
0

X21 X22 X2n 0 0 0

Xn-t,l Xn-t,2 Xn-I,n 0 0 0

Xnt Xn2 Xnn Xnl Xn2 Xnn =0.

YII Yl2 Ytn Yll Yt2 Ytn

Y2t Y22 Y2n Y21 Y22 Y2n

Ynt Yn2 Ynn Ynt Yn2 Ynn
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Ako se ujednacini (2.3.7) sve promenljive Xij' Yij (i,j= I, ..., n) zamcne
sa u, dobija se (videti: [17]) F(O, 0) = O.

Za xu= 1 (i= 1, .. ., n-l), Xnn=U' Xij= 0 (i#j), Yrk= 0 (r, k = 1, . . ., n),
jednacina (2.3.7) svodi se na F(u, 0) = O.

Medutim, za Yn-i,n-i=I(i=I, ..., n-l), Ynn=U, Yij=O, (i#j), Xrk=
= 0 (r, k = 1, .. . , n), jednacina (2.3.7) svodi se na F (0, u) = O.

Najzad, stavljajuci xu= 1 (i= 1,
'"

n-2), Yn-j+l,j= 1 (j= 1,
'"

n-2),

Xn-I,n-I=XI, Xn-l,n=YI, Xn,n-I=X2, xnn=Y2, YI,n-I=X3, Yln=Y3' Y2,n-l=
= X4, Y2n = Y4, i zamenjujuci sve ostale promenljive sa nul om, na osnovu
prethodnih osobina funkcije F, jednacina (2.3.7) dobija oblik koji glasi

(2.3.8) F(XI Y2-X2 YI, X3 Y4-X4 Y3)

= F(XI Y3-X3 YI, X2 Y4-X4 Y2) + F(XI Y4--X4 YI, X3 Y2-X2 Y3).

StavljajuCi u poslednjoj jednacini XI = U, X2 = Y3 = 1, YI = Y2 = 0, Y4 = V,
i koristeci F(O, u) = 0, dobijamo

(2.3.9) F(u, v) = -F(uv, -1) = G (uv).

Uvodeci u (2.3.8) funkciju G odredenu sa (2.3.9) i stavljajuci zatim
XI = Y2 = 0, X2 = X3 = X4 = YI = 1, Y3 = X, Y4 = -Y, dobija se za funkciju G
CAUCHYEVAfunkcionalna jednacina

G(X+y)=G(X)+G(y),

cije je opste neprekidno resenje

(2.3.10) G (t) = Ct,

gde je C proizvoljna realna konstanta.

Na osnovu (2.3.10), (2.3.9), (2.3.6) i (2.3.4), dobijamo

(2.3.11)
n

Fo(u,v)=Cuv+ 2:
Ap

r~1

gde su Aj (j = 1, . . . , n) i C proizvoljne realne konstante.
Posmatrajmo sada identitet



Xi+k-2,1 Xi+k-2,2 xi+k-2,n

XTI Xr2 Xrn

Xi+k,l X(+k,2 Xi+k,n
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Ako se determinanta identiteta (2.3.12) razvije po
n

i tako dobijenom identitetu doda i oduzme zbir L Ai,
i=1

LAPLACEOVOM pravilu

zakljucuje se da su

funkcije (2.3.11) zaista recenje jednacine L3'
Ovim je teorema 2.3.1 u potpunosti dokazana.

2.4. Funkcionalna jednacina L4

Neka je

X!I ... Xin

i 6ij operator koji je definisan na sledeCi naCin:

6n,rn+j F (~(XII' . . . , Xn-t, n-t' xnn)' . . . , ~ (Xrn+1,t' . . . , xrn+j-t,j-t,

xrn+j,j' xrn+j+1,j+1, ... , x(r+t)n,n),'" , ~(x(m-t>n+1,1' ... , xmn,n))

=F(~(X1t' ... , Xn-t,n-t> xrn+j,n),"" d(xrn+t,t' ..., xrn+j-t,j-t,

Xnj, xrn+j+J,j+J"'" x(r+1)n.n),"" ~(x(m-t>n+l,t'..., xmn,n))'

Funkcionalnu jednacinu

(2.4.1 )

rnn

L 6n,rF(~(xlI' ..., Xn-t.n-p xnn)' ..., ~(x(m-J)n+1.t' ..., xmn.n))
r=n+1

(F: Rm -+ R; IXE R), zvacemo: fukcionalna jednaCina L4'
Dokazacemo sledeci rezuItat:

Teorema 2.4.1. - Opste neprekidno rdenje funkcionalne jednacine L4' u slucaju
IX=m-l, je

(2.4.2)

Ako je IX=n(m-I), njeno opste resenje je

(2.4.3) F(U1' uz, ..., urn)= const.
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U svim ostaUm slucajevima opste resenje je

(2.4.4) .

Konstanta C, koja se pojavljuje u opstem reienju, je proizvoljna realna
konstanta.

Dokaz. U slucaju IX= m-I, teorema 2.4.1 dokazana je u clanku [18].
Zato cemo odmah preCi na dokaz teoreme 2.4.1 za lX=n(m-I). Lako se
proverava da je konstanta jedno resenje jednaCine (2.4.1) ako je IX= n (m-I).
Sada cemo dokazati obrnuto, tj. da je svako resenje jednacine (2.4.1) za
IX= n(m-I), konstanta.

Ako stavimo xni+I,] = Ui+](i= 0, 1, ..., m-I), xnk+j,j = 1 (k = 0,1,..., m-I;
j = 2, 3, ..., n), jednaCina (2.4.1) svodi se na

n(m-I) F(ul> U2, ..., um) = (m-I)F(u], u2, ..., um) + (n-I) (m-I) F(O, 0, ...,0),

odakle
F(Ul' U2' ..., um) = F(O, 0, ..., 0) = const.

Za Xij=U (i= 1, ..., mn; j= 1, ..., n), iz jednaCine (2.4.1), dobijamo

n(m-I)F(O,O, ..., O)=n(m-I)F(O, 0,
""

0),

odakle zakljucujemo da F(O, 0, ..., 0) moze biti i razlicito od nule.
Time je teorema 2.4.1 dokazana i za IX= n(m -1).
Predimo sada na slucaj kada je lX=I=m-I i lX=I=n(m-I).
StavljajuCi Xij = U (i = 1, ..., mn; j = 1, ..., n), iz jednacine (2.4.1) do-

bijamo
IXF(O,O, ..., O)=n(m-I)F(O, 0, ..., 0).

Kako je lXi=-n(m-I), zakljucujemo da mora biti

(2.4.5) F(O, 0, ..., 0) = O.

Ako stavimo xni+I, I = Ui+1(i= 0,1, ..., m-I), xnk+j, j = 1 (k = 0, 1, ..., m-I;
j = 2, 3, ..., n), jednacina (2.4.1) svodi se na

(2.4.6) [1X-(m-I)]F(u],u2' ..., Um)=(n-I) (m-I)F(O,O, ..., 0).

Kako je lX=I=m-I, na osnovu (2.4.5) i (2.4.6) dobijamo

F(ul' U2' ..., um)==O.

Ovim je teorema 2.4.1 dokazana i za lX=I=m-I i lX=I=n(m-I).
Prema tome, teorema 2.4.1 je u potpunosti dokazana.



3. GENERALIZACIJE NEKIH REZULTATA D. S. MITRINOVICA,

S. B. PRESICA I P. M. VASICA

3.1. Funkcionalna jednacina F 1

Posmatrajmo funkcionalnu jednacinu

(3.1.1) F(Xl' Xz, X3"'" Xzn-l, Xzn)+F(Xl' X3, X4"'" Xzn xz)

+. . . +F(Xl' Xzn, Xz, ..., Xzn-z Xzn-l)=O

koja je ciklicna po promenljivim xz, X3, ..., Xzn-l' Xzn'
Funkcionalnu jednaCinu (3.1.1), gde je

(3.1.2) F(Xj, Xz, X3, ..., Xzn-l, xzn)

= {I(Xl, xz) + f(X3' X4)+ . . . + f(X2/c-l, X2/c)}

X {f(X2/c+l, x2n) +f(x2/c+z, Xzn-l)+ . . . +f(Xk+n' Xk+n+1)}

zvacemo: jednaCina F.
Za jednaCinu F, D. S. MITRINOVIC,S. B. PRESICi P. M. VASIC dokazali

su sledeCi rezultat (videti: [1]):

Teorema 3.1.1. - Opste resenje jednacine F je

(3.1.3)

(3.1.4)

feu, v)=g(u) h(v)-g(v) h(u)

feu, v) =g(u)-g(v) za n>2,

za n = 2,

gde su g, h: R-+R proizvoljne funkcije.
Funkcionalnu jednaCinu (3.1.1), gde je

(3.1.5)

= {I(XI' X2) + f(X3, X4) + . . . + f(X2k-l' x2/c)}

n-k-l
X

2: Ajf(x2k+j+1' X2n-j),
j~O

f: CZ-+C; Aj E C (j= 0, 1, ..., n-k-l) takvi da je

(3.1.6)
n-k-l

2: Aj¥'O,
j=O

zvacemo: jednacina Fl'

23
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Za jednacinu Fl dokazacemo sledeCi rezultat:

Teorema 3.1.2. - Opste resenje funkcionalne jednaCine Fl, u slucaju n> 2, dato
je formulama

(3.1.7)

i!i

(3.1.8) feu, v)=g(u) h(v)-g(v) h(u),

gde su g, h: C-+C proizvo!jne funkcije.

Dokaz. D. S. MITRINOVIC,S. B. PRESIC i P. M. VASIC (videti: [1], [5]
i [7]) dokazali su da je funkcija (3.1.7) jedno resenje jednaCine Fl'

Sada cemo dokazati obrnuto, tj. da svako resenje jcdnacine Fl ima oblik
(3.1.7) ili (3.1.8).

Ako se u jednaCini Fl sve promenljive Xi (i = 1, 2, . . . , 2 n) zamene sa u,
na osnovu (3.1.6), dobija se

(3.1.9)

Za svako netrivijalno
a, b takvih da je

(3.1.10)

feu, v) = g(u)- g(v);

feu, u) = O.
resenje jednacine Fl postoji bar jedan par brojeva

f(a, b)=I=O.

S obzirom na to da je n> 2, razlikovacemo sledeca tri slucaja:

1° k=l, 2° l<k<n-l, 3° k=n-I.

Prvi slucaj: k = 1. Na osnovu uslova (3.1.6) postoji bar jedan koeficijent
Ao, AI, . . . , Ap . . . , An-z koji je razlicit od nule. Neka je Ar ( =1=0) koeficijent
ciji je indeks najmanji.

Ako zmenimo, u slucaju kada je 0~2r~n-3, sve promenljive Xl'
xz, . . . , Xz n-l' Xz n osim Xz, Xr+3, Xz n-r sa a, i ako stavimo X2 = b, xr+3 = u,
x2n-r=v, jednaCina Fl svodi se na jednacinu

Ar[f(a, b) feu, v) + f(a, b) f(a, u) + feb, a) f(a, v)]

+ A2r+1[f(a, u) f(a, v) + feu, a) f(a, v)]= O.

Ako u (3.1.11) stavimo v=a dobijamo f(a, u)= -feu, a),
vu toga (3.1.11) svodi na

(3.1.11)

pa se na osno-

feu, v)=g(u)-g(v),

gde smo stavili g(u) = feu, a).
Medutim, ako u jednacini Fl, u slucaju kada je 2r>n-3 i 3r=l=2n-4,

sve promenljive Xl' Xz, X3, ..., Xzn-l, Xzn osim X2, Xr+3,X2n-r zamenimo sa a,
i ako stavimo X2= b, xr+3= u, Xzn-r = v, dobijemo jednacinu

(3.1.12) Ar[f(a, b) feu, v) + f(a, b) f(a, u) + f(b, a) f(a, v)]

+ Azn-zr-4[f(a, u)f(a, v)+f(a, u)f(v, a)]=O.

Za v=a (3.1.12) dajef(a, u)= -feu, a) pa na osnovu toga (3.1.12) postaje

feu, v) = g(u)- g(v),
gde je g(u) =f(u, a).
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Neka je sada 3 r = 2 n - 4 i neka pored koeficijenata An koji je razliCit
od nule, postoji i koeficijent As(s>r) koji je takode razliCit od nule. Tada,
stavljajuci Xz = b, Xs+3= u, Xzn-s = v, i zamenjujuCi sve ostale promenljive sa a,
jednaCina FI postaje

(3.1.13) As[f(a, b) f(u, v) +f(a, b) f(a, u) + f(b, a) f(a, v)]

+ Azn-zs-4[f(a, u) f(a, v) + f(a, u) f(v, a)] = O.

Stavljajuci v=a iz (3.1.13) dobijamo f(a, u)= -feu, a) i na osnovu toga
(3.1.13) se svodi na

f(u,v)=g(u)--g(v),

gde smo stavili g(u) = feu, a).
Medutim, ako su svi koeficijenti Ao, AI, . . . , An-z osim Ar jednaki nuli,

tada se, zamenjujuci u jednaCini F I sve promenljive XI' xz, X3, . . . , Xz n-I, Xz n

osim xz, xr+3, xzn-r sa a i stavljajuCi Xz= b, xr+3= U, xzn-r = v, jednaCina Fl
svodi na

(3.1.14) Ar[f(a, b) feu, v) + f(a, u) f(v, b)+ f(a, v) f(b, u)] = O.

Aka se u (3.1.14) stavi 1'= b bice

f(b, u) = -feu, b).

Na osnovu (3.1.15) iz (3.1.14) dobija se

feu, v) =g(u) h(v)-g(v) h(u),

pri cemu je g(u) = f(a, u), h(u) = f(b, u)/f(a, b).

Drugi slucaj: 1<k<n-1. U avom slucaju iz uslova (3.1.6) zakljucujema da
bar jedan od koeficijenata Ao, AI, Az, . . . , An . . . , An-k-I mora biti razlicit
od nule. Neka je Ar (# 0), kao i u prethodnom slucaju, koeficijenat Ciji je
indeks najmanji. Razlikovacemo sledece tri mogucnosti

(3.1.15)

a) r = 0, b) O<r<n-k-l, c) r=n-k-1.

U slucaju kada je r = 0 (tj. Ao#O), ako se stavi X4 =cXs = . . . = Xzn = XI = a,
Xz= b, X3 = U, iz jednacine FI dobija se f(a, u) = -feu ,a). StavljajuCi Xs = X6 =
= . . . = Xzn = XI = a, Xz= U, X3 = v, X4 = b, jednacina Fi dobija oblik koji glasi

(3.1.16) Ao[f(b, a) feu, v) + f(b, a) f(a, u) + f(a, b) f(a, v)]

+ Ao[f(a, u) f(a, v) -I f(a, u) f(v, a)]

+ Al [f(b, a) f(a u) + f(a, b) f(a, u)] = O.

Na osnovu f(a, u)= -feu, a), (3.1.16) postaje

f(u,v)=g(u)-g(v),
gde je g(u) = feu, a).

ZamenjujuCi, u slucaju kada je O<r<n-k-l, sve promenljive XI' Xz,
X3' ""Xzn-I,Xzn osim Xz i Xr+3sa a i stavljajuCi xz=b, Xr+3=1I, jednacina
F, svodi se na

Arf(a, b) [f(a, u) + feu, 0)] = 0,
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odak1e

(3.1.17) f(a, u) = - feu, a).

Ako se pak sve promen1jive x], Xz, X3, ..., Xzn-l, Xzn osim Xz, X3, Xr+4
zamene sa a i ako se stavi Xz = U, X3 = V, Xr+4= b, jednacina F] dobija ob1ik
koji glasi

(3.1.18) Ar+l[f(a, b) f(a, u) + f(b, a) f(a, u)]

+Ar[f(b, a) feu, v) + f(b, a) f(a, u) + f(a, b) J(a, v)]= O.

Na osnovu (3.1.17) i (3.1.18) dobija se

feu, v) = g(u)-g(v),

pri cemu je uvedena oznaka g(u) = feu, a).
Najzad, u slucaju r = n-k -1, stav1jajuci X2= b, Xn-k+3= v, xn-k+2 = U 1

zamenjujuCi sve osta1e promen1jive sa a, jednaCina F] svodi se na jednacinu

An-k-lJ(a, b)[f(u, v) + f(a, u) + f(v, a)]

+ An-k-d(b, a)[f(a, v) + f(v, a)] = O.

Iz (3.1.19) za v=a dobija se f(a, u)= -feu, a),
(3.1.19) postaje

(3.1.19)

pa na osnovu toga

feu, v) =g(u)-g(v),
pri cemu je g(u) = feu, a).
TreCi slucaj: k = n-1. U ovom slucaju imamo

F(Xl' Xz, X3, ..., Xzn-l' Xzn)

= {f(Xl' xZ)+f(X3' X4)+" . +f(Xzn-3' Xzn-z)} Aof(xzn-l> X2n)'

Iz us10va (3.1.6) sleduje Ao']"':O. JednaCina F] moze se tad a podeliti sa
Ao, pa se u tom slucaju dobija funkciona1na jednaCina Cije je opste resenje
(videti: [2]):

feu, v) =g(u)-g(v),

gde je g proizvo1jna funkcija.
Prema tome teorema 3.1.2 je dokazana.

n-k-l
Primedba. Ako je L Aj =, 0, funkcija (3.1.7) je resenje jednaCine F], ali

j~O

ostaje otvoreno pitanje opstosti tog resenja.

3.2. Funkcionalna jednacina Fz

Funkciona1nu jednacinu (3.1.1), gde je

(3.2.1)

n-k-l
X 2: Ajf(xZk+j+], Xzn-j)

j~O
za k neparno,
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n-k--l
X 2: Ajf(X2k+j+l, X2n-j)

j-O
za k pamo,

f: C2-~C; AjEC u=O, 1, ..., n-k-l) takvi da je

(3.2.2)
n-k-l

.2: Aj7'=O,
j~O

zvacemo: jednaCina F2.

Teorema 3.2.1. - Opste resenje jednaCine F2 u slucaju k=2m-l dato je
formulama

(3.2.3) feu, v)=g(u)-g(v),

ili

(3.2.4) feu v) =g(u) h(v)-g(v) h(u).

U slucaju k = 2 m opste resenje ove jednaCine je jedna konstanta ili funk-
cija (3.2.3).

Funkcija g i h: C -+ C, koje se pojavljuju u opstim reSenjima su proizvoljne
funkcije.

Dokaz. Potrazimo prvo opste resenje jednaCine F2 u slucaju k = 2m-I.
Stavljajuci Xi = U (i = 1, . . . , 2 n), iz jednacine F2 dobijamo

(3.2.5) feu, u) = O.

Za XI= X2n = U, Xj = v U = 2, . . . , 2 n-l), na osnovu (3.2.5) jednacina
F2 svodi se na

(3.2.6)
n-k-l

L Aj [j2 (u, v) + feu, v)f(v, u)] = 0,
j~O

iIi, na osnovu uslova (3.2.2),

(3.2.7) j2 (u, v) + feu, v)f(v, u) = o.
Permutovanjem u i v, poslednja jednakost postaje

(3.2.8) f2 (v u) + feu, v)f(v, u) = O.

Sabiranjem (3.2.7) i (3.2.8) dolazimo do

tj.
(3.2.9)

[feu, v) + f(v, u)]2= 0,

f(v, u) = -feu, v).

Koristeci se relacijom (3.2.9), jednacinu F2 mozemo svesti na jednaCinu
F), cije je opste resenje. prema teoremi 3.1.2, dato formulama

(3.2.10)

ili

feu, v) = g (u)--g (v),

(3.2.11) feu, v) = g (u) h (v)-g (v) h (u).
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BuduCi da funkcije (3.2.10) i (3.2.11) zadovoljavaju jednaCi;m Fl (pro-
verava se kao u slucaju jednacine Fj), teorema 3.2.1 jc dokazana za slucaj
k=2m-1.

Sada cemo- preCi na dokaz teoreme 3.2.1 za slucaj k = 2 m.
Sve funkcije f: Cl -+ C mozemo podeliti na dye klase:
Klasa KI svih funkcija f za koje vazi f (u, u)== 0;
Klasa Kl svih funkcija f za koje vazi feu, U)FO.
Potrazimo prvo opste resenje jednacine Fl za slucaj k = 2m u klasi

funkcija KI'
StavljajuCi Xl =Xln=u, xj=v(j=2, ..., 2n-l), na osnovu pretpostavke

feu, u)==o, iz jednacine Fl dobijamo relaciju (3.2.6), odakle, na osnovu uslova
(3.2.2), dolazimo do (3.2.7). PermutujuCi promenljive u i v, iz (3.2.7) dobijamo
(3.2.8). Sabiranjem (3.2.7) i (3.2.8) dobijamo (3.2.9), tako da se u ovom slu-
caja jednacina Fl svodi na jednacinu Fl' Prema tome, opste resenje jednaCine Fl
za slucaj k = 2m u klasi funkcija Kj dato je formulom (3.2.10).

Potrazimo sada opste resenje jednacine Flu klasi funkcija Kl' BuduCi
da je tada feu, U)FO, postoji bar jedan broj c (c E C), takav da je f(c, c)#o.

Za Xl =u, Xi=C (i=2, ..., 2n), jednaCina Fl svodi se na

(3.2.12) feu, c) = IX,

gde smo stavili f(c, c) = IX.
Stavljajuci Xl = U, Xl = V, Xi = C (i = 3, ..., 2 n) i koristeCi (3.2.12), iz

jednaCine Fl dobijamo
n-k-j

2: Ajf(c, c) (f(u, v)~f(c, v)] = 0,
j~O

odakle, na osnovu uslova (3.2.2)

(3.2.13) feu, v) =f(c, v).

Ako se
(3.2.13) daje

(3.2.14)

u (3.2.13) stavi u=v dobija se f(v, v)=f(c, v), sto zajedno sa

feu, v) = f(v, v) = f(c, v).

Na osnovu uslova (3.2.2) medu koeficijentima Ao, AI, ..., Ar, ..., An-k-l
postoji bar jedan koji je razlicit od nule. Neka je Ar ( # 0) koeficijent ciji je
indeks najmanji.

Ako u jednacini Fl, sve promenljive x!,xl,x3"",xln-!,xln osim
Xl i Xr+3 zamenimo sa c i ako stavimo Xl=Xr+3=U' na osnovu (3.2.12) i
(3.2.14), dobijamo

Ar[f(c, u)-f(c, c)J2 = 0,
odakle

(3.2.15) f(c, u) = IX.
Na osnovu (3.2.15) iz (3.2.13) dobijamo

(3.2.16) f(u,v)=IX.

Ovim je teorema 3.2.1 dokazana.
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Primedba. Funkcije (3.2.3) i (3.2.16) su rdenja jednacine Fz i u slucaju kada je
n-k-J

L Aj = 0,
jo~O

ali ostaje otvoreno pitanje opstosti tih resenja.

3.3. Funkcionalna jednacina F 3

Funkcionalna jednaCina F ako je n = 2 glasi

(3.3.1) f(xi> XZ)f(X3' x4)+f(xj, x3)f(X4, xz)-f-f(xI' x4)f(xz, X3)=O.

Njeno opste rdenje prerna teorerni 3.1.1 je (videti takode: [8])

feu, v) = H(u) K(v)-H(v) K(u).

Ovde cerna dati jednu generalizaciju jednacine (3.3.1).
Funkcionalnu jednacinu /

(3.3.2)

f: CZ_~C, zvacemo: jedna{ina }'3'

Za jcdnaCinu }'3 dokazacemo sledeCi rezultat:

Teorema 3.3.1. - Opste rdenje jednaCine F3 dato je formulama

(3.3.3)

(3.3.4)

feu, v)=Kj(u) Hz (v)--Kz (u) H) (v),

g(u, v) = HI (u) Hz (v)- HI (v) Hz (u),

gde su HI, Hz, KI, Kz: C -+ C proizvoljne funkcije.

Dokaz. Trivijalno resenje jednacine F3 sadrZano je u formulama (3.3.3)
i (3.3.4). Za svako netrivijalno resenje postoje bar dva para brojeva (a, b) i
(e, d) (a, b, e, dE C) takvi da je f(a, b)=ftO i gee, d)*O.

Ako u jednacini F3 stavirno Xj = a, Xz = X3= X4= b, dobijarno f(a, b) g(b, b) = 0,
tj.

(3.3.5) g(b, b) = O.

StavljajuCi XI = a, Xz = X3 = b, X4 = u, jednaCina F3, na osnovu (3.3.5) svodi
se na g(b, u) + g(u, b) = 0, odakle

(3.3.6) g(b, u) = -g(u, b).

Za Xt= a, Xz = b, X3= U, X4 = v, jednaCina F3 postaje

(3.3.7) f(a, b) g (u, v) + f(a, u) g (v, b) ,I(a, v) g (b, u) = O.

UvodeCi oznake f(a, u)/f(a, b) = HI (u), g (b, u) = Hz (u), na osnovu (3.3.6)
i (3.3.7) dobijarno

(3.3.8) g (u, v) -= HI (u) Hz (v)- HI (v) Hz (u).

Ako sada stavirno Xt=u, xz=v, x3=e, x4=d, iz jednacine F3, na osnovu
(3.3.8), dobijarno
(3.3.9) feu, v) = Kt (u) Hz (v) - HI (v) Kz (u),
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gde smo uveli oznake

K ( ) -
HI (c)f(u, d)-HI (d)f(u, c)

,u- ,g (c, d) Kl (u) =
H2 (c)f(u, d)-H2 (d)f(u, c) .

g (c, d)

Ovim je teorema 3.3.1 dokazana.

3.4 Funkcionalna jednacina F4

U radu [6] P. M. VASIC je dokazao da funkcionalna jednaCina

=!(X" Xl' ..., Xn-" Xn+I)!(Xn, xn+l' xn+3' ..., xln)

+!(X" Xl' ..., Xn-I' Xn+l)!(Xn+l, Xn' Xn+3' ..., X2n)

+.. .

ima opste resenje dato sa

!(u" U2' ..., un)=~{H1(Ul)' Hl(U2)' ..., Hn(un)}

gde su Hi (i= 1, .., n): C~C proizvoljne funkcije.

U ovom odeljku dacemo jednu generalizaciju ovog rezultata P. M. VASH.':A.
Neka je 6i,j operator koji vrsi razmenu argumenata na i-tom i j-om

mestu u funkciji F, tj. neka je

Posmatrajmo funkcionalnu jednaCinu

(3.4.1)

kn

= .L 6n,rF(x" X2'
r=n+l

gde je
k-I

F(x[, X2' ..., Xkn)=TI!(Xni+1' Xni+z, ..., Xni+n)
i~O

(f: cn~c, r/. parametar iz C) koju cemo zvati: jednaCina F4'

Za jednaCinu F4 nismo mogli da dobijemo opste resenje
r/.= r (k~ I) (r = 2, ..., n~ 1). Rezultati koje smo dobili u vezi ove
sadrZani su u sledecoj teoremi.

Teorema 3.4.1. - Opste rdenje jednaCine F4 u slucaju r/.= k~ 1 je

u slucaju
jednacine

(3.4.2) !(u" u2, ..., un)=~{H,(u,), H2(UZ)' ..., Hn(un)}.

Ako je r/.=n(k~I), njeno opste rdenje dato je sa

(3.4.3)
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(3.4.4)

Za lX¥,r(k-1) (r=l, ..., n) opste resenje je (3.4.4).

Funkcije K, Hi (i = 1, ..., n): e -+ C koje se pojavljuju
njima su proizvoljne funkc(je.

u opstim rde-

Dokaz. U slucaju IX= k-l, teorema 3.4.1 dokazana je u clanku [9]. Zato
cerno odmah preci na dokaz teoreme 3.4.1 za lX=n(k-1). Podelirno sve funk-
cije f: en -+ e na dye klase: Klasu KJ u kojoj je feu, ..., u) c;E0 i klasu K,
u kojoj je feu, ..., U, u):=o. -

Za funkcije iz klase Kj postoji bar jedan broj a (a E e), takav da je
f(a, a, ..., a)¥,O.

Ako u jednacini F4 stavimo Xn+i= U a ostale promenljive zamellimo sa
a dobijamo

(3.4.5) f(a,
""

a, u, a, ..., a) =f(a, a, ..., a, u).

Stavljajuci Xn+i = U, xn+j = v (j> i) i zarnenjujuCi sve ostale promenljive sa
a, iz jednacine F4, na osnovu (3.4.5), dobijamo

a) =
(a, a, . . ., a, u)(a, a, . . ., a. v)

.
(a, G, . . . , a)

f(a, ..., a, u, ..., v, ...,(3.4.6 )

Pretpostavimo da je

(3.4.7) j"(a) . ", Ul' .." a, u2' '0.' a, '0', Uk' a, ..., a)

k

TIf(a, a, ..., a, Ui)
i~J

f(a, a, ..., a)k-l

Ako se stavi Xn+i[ = UI' xn+i2 = U2' ..., Xn-,-ik = Uk> Xn+ik ,-I = Uk-,-I,

se ostale promenljive zamene sa a, jednacina F4 svodi se na
i ako

(3.4.8) kf(a, .. ., a)f(a, .. ., Uj ,. .. , a, U2' . . ., .. ., Uk, a, . . . , Uk+j, . . . , a)

=f(a, . .., a, uj)f(a, . . ., a, . . ., UZ' . .., .. ., Uk' . . . , Uk+l'" ., a)

+.f(a, ..., G, uz)f(a, ..., Ul' ..., a, ..., ..., Uk' ..., Uk+l, ..., a)

+ f(a, . . . , a, Uk+j)f(a, . . . , u1, . . . , uz, . . . , . . . , Uk' . . . , a, . . . , a).

Na osnovu induktivne pretpostavke (3.4.7), iz (3.4.8) sleduje da je

(3.4.9) I(a,..., Ul"'" u2'..., ..., Uk' ..., Uk+l' ...)

kit

TI f(a, a, . . . , a, Ui)
i~ t

f(a, a, . . . , a)k

Prema tome dokazali smo ma!ernatickorn indukcijom da vaii formula
(3.4.9) za svako k<n.
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StavljajuCi xi=a (i= 1, 2, ..., n), xn+j=Uj (j= 1, 2, ..., n) x2n+S=a
(s=1, ...,n(k-2)), izjednaCine F4 dobija se

(3.4.10) nf(a, a, ., ., a)f(uj, U2" . ., un)

=f(a, . .. , a, uj)f(a, U2' U3' . .., un)

+f(a,..., a, u2)f(uj, a, U3' U4' ..., un)
+.. .

-I f(a,..., a, un)f(uj, U2"'" Un-j' a).

Na osnovn (3.4.9), (3.4.10) se svodi na

(3.4.11)

n

UvodeCi oznaku f(a, ..., a, u)/V f(a, a, . .., a)n-j = K (u), dobijamo da
funkcija f u slucaju a = n (k -1) zaista ima oblik (3.4.3).

Potrazimo sada opste resenje funkcionalne jednacine F4 u klasi K2. 00-
kazacemo prvo sledecu lemu:

Lema 3.4.2. - Aka je bar jedna ad pramenljivih Ul>U2' . . . , Un~j jednaka Un'
tada je

Dokaz leme 3.4.2. Neka je En~ j = (I, 2, ..., n -I)
skupa En-j, koji sadrzi m elemenata (I ~m~n-I).

U klasi funkcija K2 vaZi f(un, Un, .. ., Un)-O.
Pretpostavimo da je

i Sm jedan podskup

(3.4.12)

gde je

=Yi

Dokazacemo da je tada i

(i E Sm)'

(i E En-j'" Sm)'

(3.4.13)

gde je
Wi = Un (i E Sm-a,

=Yi (iEEn-j"'Sm~j)'

ZamenjujuCi Xnm+i = Xi (m = 0, 1,..., k -1) u jednaCini F 4 i
Xi = Wi' na osnovu pretpostavke (3.4.12) dobijamo

(k-1)(n-m)[f(wp W2' .. ., Wn-l, un]k= 0,

odakle, buduCi da je k~2, m<n, dobijamo (3.4.13). Prema
je dokazana indukcijom.

stavljajuc

tome, lema 3.4.2
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StavljajuCi Xnm+i= Ui (m = 0, 1,..., k-l) i vodeci racuna 0 dokazanoj
. lemi, iz jednaCine F 4 dobijamo

(k-I)(n-l)[f(u,, Uz,"', Un)]k=O.

Buduci da je k> 1 i n> 1, odavde neposredno dobijamo da funkcija f u
klasi funkcija Kz ima oblik (3.4.4).

Lako se proverava direktnom zamenom u jednacini F4 da funkcije (3.4.3)
i (3.4.4) zadovoljavaju jednacinu F4 u .slucaju ~ = n(k--l).

Time je teorema dokazana i za slucaj ~ = n (k -1).
Predimo sada na dokaz teoreme u slucaju ~7':r(k-l)(r=I,...,n).
I u ovom slucaju vazi lema 3.4.2.

Stavljajuci Xnm+i = Xi (m = 0, 1, . . . , k -1) i vodeCi racuna 0 gore pome-
nutoj lemi, iz jednaCine F4 dobijamo

[~-(k-l)] [f(XI' xz, ..., Xn)]k=O.

Kako je ~7':k-l, odavde neposredno dobijamo tvrdenje teoreme za
slucaj ~7':r(k-l) (r= 1, 2, ..., n).

Prema tome, teorema 3.4.1 je u potpunosti dokazana.

Primedba. Funkcija

(3.4.14)
n

f(u" uz, ..., un)=~{HI(UI)' Hz(uz), ..., Hs(us)} I1 HI (ui)'
i~s+l

gde je s=n-r+ 1, Hi (i= 1, ..., n-r+ 1) proizvoljne kompleksne funkcije, je
resenje jednacine F 4 ako je ~ = r (k -1). Ali ostaje otvoreno pitanje opstosti
ovog resenja.

Ima jednaCina Cija su opsta resenja data sa (3.4.14). Posmatrajmo funk-
cionalnu jednaCinu

(3.4.15) 2f(Xj, xz' x3)f(X4' xs, x6)=f(Xl' XZ, x4)f(X3' xs, X6)

+ f(xu xz, Xs) f(X4, X3, X6) + f(xjo xz, X6) f(X4, xs, X3)'

Dokazacemo da ova jednacina ima opste resenje oblika (3.4.14).

Za x,=XZ=X3=X4=XS=X6=U, iz (3.4.15) dobija se f(u, u, u)=O.

Ako se stavi Xl = Xz= X4= Xs = U, X3= X6= v jednacina (3.4.15) svodi se na

odakle je
2j2(u, u, v)=j2(u, U, v),

f(u, u, v) = 0.

Za svako netrivijalno reSenje jednacine (3.4.15) postoje bar tri kompleksna
broja a, b, c takva da je f(a, b, c) 7':0.

Stavljajuci Xl = a, Xz= b, X4= Xs = C, X3= U, X6= v, na osnovu prethodnih
rezultata, iz (3.4.15) dobijamo

f(u, c, v) = -f(c, u, v).

3 Publikacije
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(3.4.16) 2f(a, b. c) feu, v, w) = f(a, b, u) f(c, v, w)

-f(a, b, v) f(c, u, w) + f(a, b, w) feu, v, c).

Ako se u (3.4.16) stavi w = c, dobija se

pa na osnovu

f(a, b, c) feu, v, c) = f(a, b, u) f(c, v, c)-f (a, b, v) f(c, u, c).

Ako se pak stavi u = c, dobija se

f(a, b, c) f(c, v, w) =f(a, b, w) f(c, v, c),

toga (3.4.16) postaje

feu, v, w) = HI (u) Hz (v) HI (w)-H] (v) Hz (u) H] (w),

pri cemu su uvedene oznake

f(a, b, u)
) f( ) ( )= H] (u , c, u, c = Hz u.

f(a, b, c)

Dakle, imamo
feu, v, w)=~{HI(u), Hz (v)}H] (w).

Isto tako za r=n funkcija (3.4.14) svodi se na (3.4.3). Ako se uzme daje

n

TI HI (Xi) = 1,
i=n+1

tada se (3.4.14), za r= 1, svodi na (3.4.2).
Sve ovo sugerira da se postavi sledeca hipoteza:

Hipoteza 3.4.1. - Opste resenje jednaCine F4, u slucaju IX=r(k-l) (r= 1, ..., n)
dato je formulom (3.4.14).



4. NEKI SISTEMI KVADRA TNIH FUNKCIONALNIH JEDNACINA

4.1. Sistem funkcionalnih jednacina SI

Neka je

= {I(XI' X2) + !(X3' X4) + . . . +!(X2k-l, X2k)}

X {!(X2k+J' X2n)+!(X2k+2' X2n-l)+ .. . +!(Xk+n, Xk+n+I)};

= {g(xI' X2)+g(X3' X4)+'" +g(x2k-I' X2k)}

X {g(X2k+I' X2n)+g(x2k+2' X2n-l)+ . . . +g(Xk+n' Xk+n+])};

= {I(xu X2)+!(X3' X4)+ . . . + !(X2k-U X2k)}

x {g(X2k+I' x2n) +g(X2k+2' X2n-\) + . . . + g(Xk+n' Xk+n+I)};

=, {g(Xj, X2) + g(X3' X4) + . . . + g(X2k-I' X2k)}

X {!(X2k+j, X2n)+!(X2k+2, X2n-l)+ ... +!(Xk+n, Xk+n+1)};

gde su f, g: R2 -+ R, proizvoljne funkcije in> 2.
Sistem funkcionalnih jednaCina

F(Xj, X2, X3, ..., X2n-j, x2n)+F(x\, X3, X4, .. ., x2n, X2)+' ..

+ F(xI' x2n, X2' ..., x2n-2' X2n-j) + sgn IX{G(XI , X2' X3' ..., x2n-I' X2n)

-tG(Xj,X3,X4' ..., X2n,X2)+...+G(Xj,X2n,X2, ..., X2n-2,X2n-I)}=O,

H(x], X2' X3' ..., x2n-l, x2n)+H(xI, X3, X4, ..., x2n, X2)+ . ..

+H(xI,x2n,X2' ..., X2n-2,X2n-I)+K(XI,X2,X3' ..., X2n-l,x2n)

+K(xu X3, X4, ..., x2n, X2)+" . +K(xj, x2n, X2' ..., x2n-2' X2n-I)=O,

gde je IX realan broj, zvacemo: sistem SI'
Za sistem SI dokazacemo sledeci rezultat:

3* 35
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Teorema 4.1.1. - Opste rdenje sistema S, dato je formulama

(4.1.1)

(4.1.2)

feu, v) = p (u)-p(v),

g(u, v) = q(u)-q(v),

gde su p i q proizvoljne realne funkcije.

Dokaz. Razlikovacemo tri slucaja:

Prvi slucaj: oc< O. U ovom slucaju sistem Sl glasi

F(XJ, Xl' ..., xln)+F(xJ, X3, ..., Xln, Xl) + . . .

+ F(XJ, Xln, Xl' ..., Xln-l)-G(XP Xl' ..., Xln)

(4.1.3)

+K(xJ, X3, ..., Xln, Xl) + ... +K(XI' Xln, Xl' ..., Xln-1)=0.

Ako se u sistemu (4.1. 3) promenljive Xi (i = I, 2, . . . , 2 n) zamene sa u,
dobija se

j2 (u, u)-gZ (u, u) = 0, 2f(u, u) g (u, u) = 0,
odakle je

(2.1.4) feu, u)=o; g(u, u)=o.

Za svako netrivijalno resenje sistema (4.1.3) postoji bar jedan par realnih
brojeva a, b takvih da je f(a, b)::f::O.

Neka je k = I. Ako se izvrsi supstitucija Xs= X6= . . . = xln = X1= Xz= a,
x3=b, X4=U, na osnovu (4.1.4) sistem (4.1.3) postaje

f(a, b) [feu, a) + f(a, u)]-.g (a, b) [g (u, a) + g (a, u)] = 0,
(4.1.5)

g (a, b)[f(u, a) + f(a, u)] + f(a, b)[g (u, a) + g (a" u)] = O.

Kako je
j2 (a, b) + g2 (a, b)::f::O,

iz (4.1. 5) sleduje

(4.1.6) f(a, u) = -feu, a), g (a, u) = -g (u, a).

StavljajuCi u sistemu (4.1.3) Xs= X6= . . . = xzn = Xl = a, Xz= V, X3= b, X4= U
na osnovu (4.1.4) i (4.1.6), dobija se

f(a, b) [feu, v)-f(u, a) + fey, a)]

-g(a, b)[g(u, v)-g(u, a)+g(v, a)]=O,

g (a, b)[f(u, v)-f(u, a) + fey, a)]

+f(a, b)[g (u, v)-g (u, a) + g (v, a)] = 0,



o nekim opstim klasama funkcionalnih jednacina 37

odakle
feu, v)-f(u, a) + f(v, a) = 0,

g(u, v)-g(u, a)+g(v, a)=O,
tj.

feu, v)=p(u)-p(v),
(4.1.7)

g (u, v) = q (u)-q (v),

gde su uvedcne oznake p (u) = feu, a), q (u) = g (u, a).

Posrnatrajrno sada slucaj kada je 1<k<n-1.
= Xl = a, Xz= b, X3= u, sistern (4.1.3) postaje

f(a, b) [f(a, u) + feu, a)]- g (a, b)[g (a, u) + g (u, a)] = 0,

g (a, b)[f(a, u) + feu, a)] + f(a, b)[ g (a, u) + g (u, a)] = 0,

Za X4 = Xs = . . . = Xz n =

tj.
(4.1.8) f(a, u) = - feu, a), g (a, u) = - g (u, a).

StavljajuCi Xs= X6= . . . = Xzn = XI = a, Xz= U, X3= V, X4= b, na osnovu
(4.1.4) i (4.1.8) sistern (4.1.3) dobija sledeci oblik

f(a, b) [feu, v)-f(u, a) + f(v, a)]

-g (a, b)[g (u, v)-g (u, a) + g (v, a)] = 0,
(4.1.9)

g (a, b)[fu, v)-f(u, a) + f(v, a)]

+f(a, b)[g (u, v)-g (u, a) + g (v, a)] = 0.

Iz (4.1.9), zbog pea, b)+gZ(a, b) =1=0, dobijarno

feu, v) = p (u) -p (v),
(4.1.10)

g (u, v) = q (u)-q (v),

pri cernu je p (u) = feu, a), q (u) = g (u, a).

Najzad, posrnatrajrno slucaj kada je k = n-1. Ako sve prornenljive Xl'
XZ' X3' ..., Xzn-l' Xzn, osirn Xz i Xzn, zarnenirno sa a, i ako stavirno Xz=U,
Xzn = b, sistern (4.1.3) svodi se na

f(a, b) [f(a, u) + feu, a)]-g (a, b) [g (a, u) + g (u, a)} = 0,
(4.1.11)

g (a, b)[f(a, u) + feu, a)] + f(a, b)[ g (a, u) + g (u, a)] = 0.
Iz (4. 1.11) irnarno

(4.1.12) f(a, u) = -.f(u, a), g (a, u) = -g (u, a).

Ako se u sisternu (4.1.3) izvdi supstitucija X3= X4= . . . = xzn-z = XJ= a,
xz=v, xzn-l =b, xzn=u, na osnovu (4.1.12), dobija se

(4.1.13)

f(a, b) [feu, v)-f(u, a) + f(v, a)]

-g (a, b)[g (u, v)-g (u, a) + g (v, a)] = 0,

g (a, b) [feu, v)-f(u, a) + f(v, a)]

+f(a, b)[g(u, v)-g(u, a)+g(v, a)] = 0.



38 Radovan R. Janie
--

Iz (4.1.13) nalazi se

(4.1.14)
feu, v) = p (u)-p (v),

geL!, v) = q(u) -q(v),

pri cemu su uvedene oznake p (u) =f(u, a), q (u) = g (u, a).

Prema tome, dokazali smo teoremu 4.1.1 u slucaju kada je oc<O.
Drugi slucaj: oc= O. U ovom slucaju sistem 81 svodi se na

+... +F(Xl' x2n, X2"'" X2n~J=0,
(4.1.15)

+K(Xl' X3"'" X2n, X2)+' . . +K(Xl' X2n, X2"'" X2n-l =0.

Opste reSenje prve jednaCine sistema (4.1.15) je (videti: [1] i [21):

(4.1.16)

pri cemu je p (u) = feu, a).

feu, I')= P (u)-p (v),

Ako se u drugoj jednaCini sistema (4.1.15) stavi Xl = b a sve ostale pro-
menljive Xi(i = 2,3, . . . , 2 n) zamene sa a (a, b realni brojevi, takvi da je
f(a,b)FO), dobija se

f(a, b) g (a, a) = 0,
odakle

(4.1.1 7) g (a, a) = O.

I sada cemo razlikovati tri slucaja:

a) k = 1; b) 1<k<n-l; c) k = n-I.

U slucaju kada je k= I, stavljajuCi X5=X6='" =x2n=xl=a, X2=V,
X3 = b, X4= u, druga jednacina sistema (4.1.15), na osnovu (4.1.16) i (4.1.17),
postaje

(4.1.18) f(a, b) g (u, v) + f(a, b) g (a, u) + f(b, a) g (a, v)

+ g (a, b)f(u, v) + g (a, b)f(a, u) -I g (b, a)f(a, v)

+f(a, v)g(a, u)+f(a, v)g(u, a)=O.

Ako se u (4.1.18) stavi v=a, na osnovu (4.1.17), dobija se g(a, u)
= - g (u, a), pa se na osnovu toga (4.1.18) svodi na

g (u, v) = q (u)-q (v),

gde smo uveli oznaku q (u) = g (u, a).
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Ako, u slucaju kada je I<k<n-I, sve promenljive XI' X2, X3' ...,
. X2n-l' X2n osim X2 i X3 zamenimo sa a, i ako stavimo X2 = b, X3 = ul' druga
jednacina sistema (4.1.15) postaje

f(a, b)[g(a, u) + g (u, a)] = 0,

odakle g(a, u)= -g(u, a). Za X5=X6='" =X2n=Xl =a, X2=U, X3=V, x4=cb,
na osnovu g(a, u)= -g(u, a) i (4.I.l6), druga jednaCina sistema (4.I.l5) dobija
sledeci oblik

g(u, v) = q(u)-q(v),

gde je q(u)=g(u, a).

U slucaju k=n-I, za X3=X4='" =x2n-l=xI=a, X2=U, x2n=b, na
osnovu (4.1.16), iz druge jednaCine sistema (4.1.15) dobija sc

g(a, u) ==-g(u, a).

Stavljajuci X3 = X4 = . . . = x2n-2 = Xl = a, X2 = v, X2n-l = b, X2n = u, na osnovu
(4.I.l6) i g(a, u)+g(u, a)=O, iz drugejednaCine sistema (4.I.l5) nalazimo daje

g(u, v) = q(u)-q(v),

pri cemu smo stavili q(u) = g(u, a).

Dakle, teorema 4.1.1 je dokazana i u slucaju kada je

TreCi slucaj: ()(>O. U ovom slucaju sistem 81 glasi

F(Xl,X2,X3' ..., x2n)+F(Xl,X3,X4' ..., x2n,x2)+'"

+F(Xl,x2n,x2' ..., x2n-l)+G(Xl,X2,X3' ..., X2n)

(4.I.l9)

H(xl' X2' X3' ..., x2n)+H(xl' X3, X4, ..., x2n' X2)+ . ..

+H(xpx2n,x2' ..., X2n-l)+K(XI> X2, X3' ..., x2n)

Uvodeci nove funkcije sit pomocu formula

s(u, v)=f(u, v)+g(u, v),
(4.1.20)

t(u, v) = feu, v)-g(u, v),
sistem (4.1.19) postaje

S(Xl' X2, X3, ..., x2n)+S(Xl' X3' X4' ..., X2n, X2)+' ..

+S(Xl,X2n,X2' ..., X2n-l) + T(Xl' X2' X3, ..., x2n)

(4.1.21)

S(Xl' X2' X3' ..., x2n)+S(XI> X3' X4, ..., X2n, X2)+' . .

+S(Xl' X2n' X2' ..., x2n-I)-T(xl' X2' X3, ..., x2n)
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gde smo uveli oznake

={t(Xj, xZ)+t(X3' X4)+ . . . +t(xlk-l> xa)}

x {t(X2k+j,Xzn)+t(Xzk+Z' Xzn-l)+ .,. +t(xk+n, Xk+n+l)}'

U poredujuCi jednaCine sistema (4.1.21), nalazimo

(4.1.22)
T(Xl,XZ,X3' ..., xzn-l,xzn)+T(xj,X3,X4' ..., xzn,xz)

+... +T(xl> Xzn, Xz' ..., Xzn-z, Xzn-j)=O.

Opste resenje sistema (4.1.22) je (videti: [1] i [2]):

s(u, v) = m (u)--m (v),
(4.1.23)

t(u, v) = h (u) - hey),

gde su m i h proizvoljne realne funkcije.
Na osnovu (4.1.20) i (4.1.23) dobijamo

feu, v) = p(u)-p(v),

g(u, v) = q(u)-q(v),

pri cemu su uvedene oznake

1 1
P (u) = 2 [m(u) + h (u)], q (u) = 2

[m(u)-h (u)].

Ovim je teorema 4.1.1 dokazana i u slucaj u kada je IX>O.
Time je teorema 4.1.1 u potpunosti dokazana.

4.2. 8istem funkcionalnih jednaCina 8z

L. CARLlTZ u svom radu [3] A special functional equation posmatrao je
funkcionaln'l jednacinu

(4.2.1) f(Xj, xz, x3)f(X4, xs, X6) + f(xz, Xl> x4)f(x3, Xs, X6)

+ f(x!> Xz, XS)f(X3, X4, X6) + f(xz, Xl> x6)f(X3, X4' xs) = O.
C3-+C.gde je f:
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U navedenom radu on je dokazao sleduSi rezuItat:

(4.2.2)

Teorema 4.2.1. - Opste rdenje !unkcionalne jednaCine (4.2.1) glasi

!(u, v, w) = ~ {HI (u), H2 (v), H) (w)},

gde su Hi (i = I, 2, 3): C --+ C, proizvoljne !unkcije.

Sistem funkcionalnih jednacina

(4.2.3)

!(XI, X2' X)!(X4' Xs, X6) +!(X2' XI> X4)!(X), xs, X6)

+!(XI> X2' xs)!(x), X4' X6)+!(X2' Xl' X6)!(X), X4' Xs)

!(Xl' X2' X)g(X4' Xs, X6) +!(X2' Xl' X4)g(X), Xs, X6)

+!(XI' X2' Xs)g(x), X4, X6)+!(X2' Xl' X6)g(X), X4' Xs)

+g(XI' X2' X3)!(X4' Xs, X6)+g(X2, Xl' X4)!(X), Xs, X6)

+g(XI' X2' Xs)!(X), X4, X6)+g(X2' Xl' X6)!(X), X4, Xs)

+~{g(X[, X2' X)g(X4' Xs, X6)+g(X2' Xl' X4)g(X), Xs, X6)

--\ g(XI' X2, Xs)g(x), X4, X6)+g(X2' Xl' X6)g(X), X4, Xs)}=O

(f, g: R) --+ R, a, ~E R date konstante), zvacemo: sistem 82,

Ako uvedemo funkciju h relacijom

(4.2.4) h (u, v, w) = !(u v, w) + -~-g (u, v, w),2

sistem jednaCina (4.2.3) svodi se na

(4.2.5)

+h(xp X2: xs)h(x), X4' x6)+h(X2' Xl' x6)h(x), X4' Xs)

+ (~i- + a) {g (Xl' X2' x)g (X4' Xs, X6H- g (X2' Xl' X4)g(X), Xs, X6)

h(XI' X2' X)g(X4' Xs, x6)+h(X2' Xl' X4)g(X), Xs, X6)

+h(xl' X2, Xs)g(x), X4' x6)+h(X2' XI> X6)g(X), X4, Xs)
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Razlikovacemo s1cdeca tri slucaja:

1°
~2

+!Y..= - p2
4 '

20 ~2
+!Y..= 0,

4

Prvi slucaj: W +!Y..= - p2. U ovom slucaju sistem (4.2.5) glasi
4

hex]> X2' x3)h(X4, X5' x6)+h(X2' XI' x4)h(X3' X5, X6)

+h(xl' X2' x5)h(X3, X4' x6)+h(X2' x], x6)h(X3' X4, X5)

-{k(xl' X2' x3)k(X4' X5' x6)+k(x2' x" x4)k(x3, X5, X6)

+k(x" X2' x5)k(X3' X4, x6)+k(X2' XI' x6)k(X3' X4, X5)}=0,
(4.2.6)

hex], X2' x3)k(X4' X5, x6)+h(X2' X" x4)k(X3' X5, X6)

+h(x" X2' x5)k(X3, X4' x6)+h(X2, XI' x6)k(X3' X4' X5)

+k(x" X2' x3)h(X4' X5, x6)+k(X2' X" x4)h(X3' X5, X6)

+k(x" x2, x5)h(X3' x4, x6)+k(X2' X]' x6)h(X3' X4, x5)=0,

pri cf;mu smo uvtli oznaku

(4.2.7) I. (u, v, w) = pg (u, v, w).

Stavljajuci X] o.~ X2 = X3= X4 = X5 = X6 = u, sistem (4.2.6) svodi se na

h2(u, u, u)-k2(u, u, u) ~c 0, h (u, u, u) k (u, u, u) = 0,
odakle

(4.2.8) h (u, u, u) = 0, k (u, u, u) = O.

Za XI = x2 = x3 = X4 = U, X5 00X6 = v, sistem (4.2.6) daje

h2(u, u, v)-k2(u, u, v)=O, h(u, u, v)k(u, u, v)=O,

odakle dobijamo

(4.2.9) h(u, u, v) = 0, k(u, u, v) = O.

Ako stavimo XI=X4=X5=X6=U, X2=X3=V, iz (4.2.6) nalazimo

2h2(V, u, u) + h(u, v, u)h(v, u, u)

-2k2(v, ll, u)-k(u, v, u)k(v, u, ll) = 0,
(4.2.10)

4h(v, u, u)k(v, ll, u) + h(u, v, u)k(v, u, u)

+ h(v, u, u)k(u, v, u) = O.

Medutim, stavljajuCi u (4.2.6) XI = X3= v, X2= X4= X5= X6= u, bice

(4.2.11)

h2 (v, U, ll) + 2 h (v, ll, u) h (u, v, u)

-k2(v, u, u)-2k(v, u, u)k(u, v, u) ~~ 0,

h(u, v, u)k(v, u, u)+h(v, ll, u)k(v, u, u)

+ h (v, ll, u)k (u, v, ll) = O.
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U poredujuCi (4.2.10) i (4.2.11) nalazimo da jc

h2(v, u, u)-k2(v, u, u)=O, h(v, u, u)k(v, u, u)=O,

odakle dobijamo

(4.2.12) h(v, u, u)=O, k(v, u, u)=O.

Smenom XI = X4 = V, X2 = X3 = Xs = X6 = u, sistem (4.2.6) svodi se na

h2 (u, V, u) -k2 (u, V, u) = 0, h (u, v, u) k (u, v, u) = 0,
tj.

(4.2.13) h (u, v, u) = 0, k (u, v, u) = 0.

Za svako netrivijalno resenje sistema (4.2.6) postoje bar tri realna broja
a, b, c takva da je h(a, b, c)*O.

Ako u (4.2.6) stavimo XI = U, X2= V, X3= a, X4= b, Xs = X6= c, na osnovu
(4.2.8), (4.2.9), (4.2.12) i (4.2.13) dobijamo

(4.2.14) h (u, v, c)~ -h (v, u, c), k (u, v, c) = -k (v, u, c).

KoristeCi (4.2.14), sistem (4.2.6), za x[=a, x2=b, X3=X6=C, X4=U,
Xs = v, daje

(4.2.15) h(u, v, c)=h(c, u, v), k(u, v, c)=k(c, u, v).

Najzad, stavljajuCi xl=a, x2=b. X3=XS~=C, X4=U, X6=V, sistem (4.2.6)
svodi se na

(4.2.16) h(c, u, v)= -h(u, c, v), k(c, u, v)= -k(u, c, v).

Na osnovu (4.2.14), (4.2.15) i (4.2.16), ako se stavi XI =a, x2=b, X3= C,
X4=U, Xs=V, X6=W, sistem (4.2.6) daje

h(u, v, w) = q{H, (u) F(v, w)-H, (v) F(u, w) + HI (w) F(u, v)

--K,(u)G(v, w)+K,(v)G(u, w)-K,(w)G(u, v)}

+ r{ HI (u) G(v, w)-H, (v) G(u, w) + HI (w) G(u, v)

+ K, (u) F(v, w)-K, (v) F(u, w) + K, (w) F(u, v)},

k(u, v, w)=q{H,(u)G(v, w)-H,(v)G(u, w)+H,(w)G(u, v)

+ KI (u) F(v, w)- K, (v) F(u, w) + K, (w) F(u, v)}

+ r{H, (u) F(v, w)- HI (v) F(u, w) + HI (w) F(u, v)

-K,(u)G(v, w)+KI(v)G(u, w)-KI(w)G(u, v)},

pri cemu su uvedene oznake

(4.2.17)

(4.2.18)

(4.2.19)

HI (u) = h(a, b, u), K, (u) = k(a, b, u),

F(u, v)=h(u, v, c), G(u, v)=k(u, v, c),

h (a, b, c)
q=-~

h2(a,b,c)+k2(a,b,c)
,

k(a,b, c)
r= .

h2 (a, b, c) + k2 (a, b, c)
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La XI = X4 = c, Xz= X, X3 = y, Xs = u, X6 = v, sa oznakama (4.2.19), sistem
(4.2.6) svodi se na

(4.2.20)

F(x, y) F(u, v) + F(x, u) F(v, y) + F (x, v) F (y, u)

-G(x, y) G(u, v)-G(x, u) G (v, y)-G(x, v) G(y, u) = 0,

F(x, y) G(u, v) + F(x, u) G(v, y) + F(x, v) G(y, u)

+ G(x, y) F(u, v) + G (x, u) F(v, y) + G(x, v) F(y, u) ==O.

Opste rdenje sistema (4.2.20) dato je formulama (videti: [4] i [5]):

F(u, v) = ~{H, (u), qH; (v) + rK;(v)} + ~{Kz(u), rH; (v)-qK; (v)}
(4.2.2])

G (u, v) = ~ {Kz (u), qH; (v) + rK; (v)} + ~ {Hz (u), qK; (v)-rH; (v)}.

Na osnovu (4.2.4), (4.2.7), (4.2.]7), (4.2.]8) i (4.2.2]) doijamo

(4.2.22)

(4.2.23)

2 pf(u, v, 11')

= ~ {HI (u), Hz (v), (2 p +~) H3 (11')}

-~ {KI (u), Kz (I'), 2 pH3 (11')+ ~ K3 (11')}

+ ~ {HI (u), Kz (v), 2 pK3 (11')-~ H3 (11')}

+ ~ {KI (u), Hz (v), 2pK3 (11')-~ H3 (11')},

pg (u, v, 11')

= ~ {KI (u), Kz (v), K3 (11')}-~ {HI (u), Hz (v), H3 (11')}

+ ~ {K, (u), Hz (v), H3 (11')} + ~ {HI (u), Kz (v), H3 (11')},

sa sledecim oznakama

H3 (u) = (qZ-rZ) H; (u) + 2 qrK; (u), K3 (u) = (r2-qZ) K; (u) + 2 qrH; (u).

Funkcije fig date formulama (4.2.22) i (4.2.23) zaista su resenja sis-

tema 8z. Prema tome, u slucaju ~~ + IX= - pZ (p > 0), formu]ama (4.2.22) i
4

(4.2.23) odredene su sve funkcije fig koje su resenja sistema 8z. Funkcije
Hi, Kj (i, j = ], 2, 3) koje se u tim resenjima pojavljuju su proizvoljne funkcije

koje R -+ R.

Drugi slucaj:
f32

+ IX= O. U ovom slucaju prva jednacina sistema (4.2.5) postaje
4

(4.2.24)

h(xI' xZ' x3)h(x4, xs, x6)+h(xz, XI' x4)h(X3' xs, x6)

+h(x" xz' XS)h(X3' x4, x6)+h(xz' XI' x6)h(X3, x4, xs)=O.

Opste resenje ove jednaCine, prema teoremi 4.2.] je

h (u, v, 11')= ~ {HI (u), Hz (v), H3 (11')} (Hi (i = I, 2, 3): R -+ R),
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gde su

HI (u) =
~i~,~~,~-, H2 (u) =

~~(~,~, H3 (u) ~oh (b, u, c)
h (a, b, c) h (a, b, c)

voizvoljne funkcije i a, b, e (a, b, e E R) tri realna broja takva da je h (a, b, c) 0/=O.

Ako stavimo Xl = X2 = X4 = Xs = e, X3 = U, X6 = v, druga jedp_aCina sistema
(4.2.5) daje

(4.2.25) h(u, e, v)g(e, e, c)=O.

KoristeCi relaciju h (u, e, v) = -h (u, v, c) (koja sleduje iz (4.2.24» i stav-
IjajuCi u=a, v=b, iz (4.2.25) dobijamo gee, e, e)=O.

Za Xl = a, X2= b, X3= X4= Xs= e, X6= u, druga jednaCina sistema (4.2.5)
svodi se na gee, e, u)=O.

Ako se stavi XI = a, X2= b, X3= Xs= X6= e, X4= u, ista jednaCina daje
g (u, e, c) = O.

Najzad, supstitucija XI = X4= Xs= e, X2= U, X3= a, X6°=b, svodi drugu jed-
nacinu sistema (4.2.5) na gee, u. c)=O.

Stavljajuci u drugoj jednacini sistema (4.2.5) XI = U, X = v, X3= a, X4= b,
Xs= X6= c, na osnovu prethodnih rezultata, dobijamo

(4.2.26 ) g (u, v, c) = -g (v, u, c).

Za Xl = a, X2 = b, X3 = X6 = e, X4 = U, Xs = v, ista jednacina daje

(4.2.27) g(u, v, c)=g(c, u, v).

Isto tako, na osnovu prethodnih rezultata, za XI = a, Xz = b, X3 = Xs = C,
X4=U, X6=V, druga jednacina sistema (4.2.5) svodi se na

(4.2.28) g (e, u, v) = --g (u, e, v).

StavljajuCi XI = a, X2= b, X3= e, X4= U, Xs= v, X6= w, na osnovu
(4.2.27) i (4.2.28), druga jednaCina sistema (4.2.5) postaje

(4.2.29) h (a, b, c){g (u, v, w)-H] (u) g (v, w, c) + HI (v) g (u, IV,c)

-HI (w) g (u, v, c)} + g (a, b, c) h (u, v, w)-g (a, b, u) h (v, w, c)

+g(a, b, v)h(u, w, e)-g(a, b, w)h(u, v, c)=O.

(4.2.26),

Za x]=x4=e, X2=X, X3=Y' xs=u, X6=V, i sa oznakama (4.2.19),sistem
(4.2.5) svodi se na

F(x, y) F(u, v) + F (x, u) F(v, y) + F(x, v) F(y, u) = 0,

F(x, y) G (u, v) + F(x, u) G (v, y) + F(x, v) G (y, u)

+G(x,y)F(u, v)+G(x, u)F(v,y)+G(x, v)F(y, u)=O.

Resenje ovog sistema dato je formulama (videti: [4] i [5])

(4.2.30)
F (u, v) = II {H2 (u), H3 (v)},

G (u, v) = II {K2 (u), H3 (v)} + II {H2 (u), K~ (v)-kH3 (v)},
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pri cemu je

K2 (u) =
g (a, u, c),

K; (u) = g (b, u, c), k = g (a, b, ~ .
h (a, b, c) h (a, b, c)

Na osnovu (4.2.29) i (4.2.30) dobijamo

(4.2.31) g(u, V, w)=d{Hj(u), H2(v), H3(w)}

+ d {Hj (u), K2 (v), H3 (w)}
+d{Kj(u), H2(v), H3(w)},

gde je K3(u)=K;(u)-2kH3(u), Kj(u) =
g(a,b,!!l.
h (a, b, c)

Na osnovu (4.2.4), (4.2.24) i (4.2.31) imamo

(4.2.32) feu, v, w)=d{Hj(u), H2(v), H3(W)-~K3(w)}
2

-J3-d{Hj(u), K2(v), H3(W)}
2

-~d{Kj(u), H2(v), H3(W)}.
2

Funkcije (4.2.31) i (4.2.32) zaista su resenja sistema 82,
Dakle, opste resenje sistema 82 u slucaju ~2+ 4 ex= 0 dato je obrascima

(4.2.31) i (4.2.32) gde su Hi, Kj (i,j= 1, 2,3): R-+R, proizvoljne funkcije i
k E R proizvoljna konstanta.

TreCi slucaj:
~2

+ ex= p2(p>0). UvodeCi nove funkcije M i N pomocu formula
4

(4.2.33) M(u, v, w) = h(u, v, w) + pg(u, v, w), N(u, v, w) = h(u, v, w)-pg(u, v, w)
sistem (4.2.5) postaje

M(xj, X2' X3) M(X4' xs, x6)+M(X2' Xl> X4) M(X3' xs, X6)

+M(Xl> X2' xs) M(X3' X4' x6)+M(X2' Xj, X6) M(X3' X4, Xs)

+ N(Xl> X2' X3) N(X4' Xs, X6) +N(X2' Xj, X4) N(X3' xs, X6)

+N(Xj, X2' Xs) N(X3' X4' x6)+N(X2' xl> X6) N(X3' X4, Xs)=O,
(4.2.34)

M(Xj,
X2' X3) M(X4' xs, x6)+M(X2' xl> X4) M(X3' xs, X6)

+A-/(Xj, X2' Xs) M(X3' X4, x6)+M(X2' Xj, X6) M(X3' X4' Xs)

-N(xl> X2' X3) N(X4' XS, x6)-N(X2' xl> X4) N(X3' Xs, X6)

-N(Xj, X2' Xs) N(X3' X4' x6)-N(X2' Xj, X6) N(X3' X4, Xs) = O.

Uporeau juci jednaCine sistema (4.2.34), nalazimo

M(xJ, X2' X3) M(X4' xs, x6)+M(X2' Xj, X4) M(X3' Xs, X6)

(4.2.35)
N(xJ, X2' X3) N(X4' xs, x6)+N(X2' Xj, X4) N(X3' Xs, X6)

+N(xJ, X2' Xs) N(X3' X4' x6)+N(X2, Xj, X6) N(X3' X4' Xs)=O.
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Opste resenje ovog sistema, na osnovu teoreme 4.2.1 je

M(u, v, w)=~{H!(u), Hl(V), H3(w)},
(4.2.36)

N(u, v, w) = ~ {K! (u), Kl (v), K3(w)},

gde su Hi, Kj (i, j = 1, 2, 3) proizvoljne realne funkcije.
Na osnovu (4.2.4), (4.2.33) i (4.2.36), nalazimo da je

(4.2.37) 4pf(u, V, w)=(2p-~)~{H!(u), Hl(v), H3(W)}

+(2p+~)~{K!(u), Kl(V), K3(w)},

2pg(u, v, w)=~{H!(u), Hl(v), H3(W)}

-~{K! (u), Kl(V), K3(w)}.

Funkcije (4.2.37) i (4.2.38) su resenja sistema (4.2.3).

8 I v'
{32

°
Prema tome, opste resenje sistema l' u s ucaJu -- + IX= pl (p> ), dato

4
cemu su Hi, Kj (i, j= 1, 2,3): R-+R,

(4.2.38)

je formulama (4.2.37) i (4.2.38) pri
proizvoljne funkcije.

Na osnovu izlozenog imamo sledeCi rezultat:

Teorema 4.2.2. - Opste reSenje sistema 81 odredeno je sledeCim formulama:

10 (4.2.22), (4.2.23) u slucaju
{32

+ IX= _p2
4

u slucaju
(32

+ IX= 0,
4

(p>O),

2° (4.2.31), (4.2.32)

3° (4.2.37), (4.2.38) u slucaju
[32

+1X=pl(p>O);
4

Hi, Hj (i, j = 1, 2, 3): R -+ R su proizvoljne funkclje, k (k E R) proizvoljna
konstanta.

4.3. 8istem funkcionalnih jednaCina 83

U radu [6], P. M. VASIC dokazao je sledeci rezultat:

Teorema 4.3.1. - Opste resenje funkcionalne jednaCine

(4.3.1)

= f(x!, Xl' ... , Xn-!, xn+!)f(xn, Xn+l' Xn+3' . . ., xln)

+ f(xp Xl' ..., Xn-p xn+l)f(xn+p Xn, Xn+3' ., ., Xln)

+.. .

data je sa
(4.3.2)

+ f(x!, Xl' . . . , Xn-!, xln)f(xn+l' Xn+l' . . . , Xln-!, Xn),

gde su Hi (i = 1, . . . , n): C -+ C proizvoljne funkclje.
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Sistem [unkcionalnih jednaCina

-f(x!, xz,..., xn-p xn+z)f(xnep xn, Xnf)' ..., Xzn)--' . .

-f(xp Xz' . .., Xn-p xzn)f(xn+p Xn+z' . .., Xzn-p Xn)

- g (XI' Xz, . . . , Xn-I' Xn+[)g (Xn, Xn+z' Xn+), . . . , Xzn)

- g (Xl' Xz, . . . , Xn-j' Xn+z) g (Xn+j' Xn, Xn+), .. . , Xzn) - . . .

-g(XI' Xz,..., Xn-j, Xzn)g(Xn+1, Xn+z,"" Xzn-I' Xn)}=O,
(4.3.3)

-f(xp Xz' '"
, Xn-I' Xn+z)g(Xn+I' Xn, Xn+), ... , Xzn)-' . .

-f(x[, Xz' '"
, Xn-p Xzn)g(Xn+I' Xn+z, ..., Xzn-I, Xn)

-g(Xl' Xz' .,. , Xn-I' Xn+z).f(Xn+1, Xn, Xn+), ... , Xzn)-' . .

-g (Xl' Xz' ... , Xn-j, Xzn).f(Xn+l, Xn+z, ... , Xzn-j, Xn) = 0,

gde je <Xrealna konstanta; Xi E S (i = 1, .. . , 2n); f, g: sn -+ C, S proizvoljan
neprazan skup, zvacemo: sistem 8).

U clanku [20] dokazan je sledeCi rezultat:

Teorema 4.3.2. - Opste rdenje sistema 8) U slucaju 17.<0 dato je .formulama

.f(uj, Uz, . .. , un) = 6. {HI (UI)' .., , Hn (un)} + 6. {KI (UI)' . . . , Kn (un)},

g(uI' Uz, ... , un) = i(6. {Kj (Uj), ... , Kn (un)}-6. {HI (UI)' ... , Hn(un)}).

Ako je <x>0, njegovo opste resenje dato je sa

.f(U;, Uz, . . . , un) = 6. {Hj (UI)' . . . , Hn (un)} + 6.{Kj (UI)' . . . , Kn (un)}'

g (up Uz, . . . , un) = 6. {H[ (uJ, . . . , Hn (nn)}-6. {KI (UI)' . . . , Kn (un)}'

Za !X= 0 opste resenje je

f(u[, Uz, . . . , un) = 6. {HI (UI)' Hz (Uz), . . . , Hn (un)}

g (UI' Uz, . . . , un)= 6. {Kj (Uj), Hz (Uz), H) (u)), . . . , Hn (un)}

+ 6. {HI (UI)' Kz (Uz), H) (u)), . . . , Hn (un)} + . . .

+ 6. {HI (Uj), . . . , Hn-I (Un-I)' Kn (un)}'

Funkcije Hi, Kj (i, j= 1,2, ... , n): S-+C koje se pojavljuju U opstim rde-
njima su proizvoljne funkcije.
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ON SOME GENERAL CLASSES OF FUNCTIONAL EQUATIONS

Radovan R. Janie

This paper contains the following chapters:

O. Introduction;

I. Paracyclic functional equations of the first kind;

2. Some linear functional equations which reduce to CAUCHY'Sfunctional
equation;

3. Generalizations of some results obtained by D. S. MITRINOVIC,S. B.
PRESIC and P. M. VASIC;

4. Some systems of quadratic functional equations;

5. Bibligraphy.

1. In the first chapter we consider paracyclic functional equations of the first
kind with one or more unknown functions.

Let

1° S be a non-empty set;

2° M be an additive ABELIANgroup;

3° Xi = (xi!, XiZ' ..., Xin)(XijE S, .i = I,

Q{Xr=Q;(Xr1, xr2' ..., xrn)

. . ., n; i ~ I, 2, .. .),

(i :«j),

=(xri' xr,i+1' ..., xrn' xn, ..., Xrj)

4° Cn be a cyclic operator defined by the equalities

(i>j);

(QH1 X Q
j+1-n x !' . );+1 r= i+1 r lor J~n .

The paracyclic functional equations of the first kind have the form

(1)

(2)

4. 51
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These equations were introduced by D. S. MITRINOVICwho has also given
their general solution for some special values of m, n and Pi'

In this paper equations (1) and (2) are completely solved only for m = 2.
Their general solution is given for m > 2 only when n + I;? 2 max (PI' P2' . . . , Pm)'

The equation (1) is solved under the additional condition that the equation

sZ=A (A,ZEM), for every sC:;;n(sEN), has the unique solution Z=~A.
s

All the obtained results are formulated in the twelve theorems, and some
of them are established in the paper [14], too.

2. In the second chapter we consider linear functional equations, whose
arguments ale matrices or determinants, which reduce to CAUCHY'Sfunctional
equation. All the functions, occuring in this chapter, are real functions of real
variables or real matrix-functions.

The first equation treated here is

(3) F(xl Y2-X2 y" XJ Y4-X4 YJ) = G(XI YJ-XJ Yl, X2 Y4-X4 Y2)

+ H(XI Y4-X4YI' XJY2-X2YJ),

where Xi' Yj (i,j=I,2,3,4) are real commutative nxn matrices, and F,G,H
are real m x s matrix-functions.

This equation (equation L,) has, as is proved in this paper, the general
measurable solution of the form

n

F(X, Y).~ 2: Kij Zij + A + B,
i.j~1

n
G(X, Y) = 2: Kif Zij + A,

i,j I

n

H(X, Y)~
2: Kij zwf. B,

i,j~1

where Kif (i, j = I, . . . , n), A, B are arbitrary real constant m x s matrices, and
Zij (i, j = ], .. . , n) are the elements of the matrix

II
Zij Ii

~ Z = x. Y.
Another equation (equation L2) examined in this chapter has the form

(4) Fo(x[ Yz-X2 YI' Z2 tJ -ZJ t2) + FI (Xl Z2-X2 ZI' Y2 tJ -YJ t2)

+ F2 (XI t2-X2 t], YJ Z2-Y2 ZJ) + FJ (Z2 tl -Z[ t2, X2 YJ -XJ Y2)

+ F4(YI t2- Y2 tl, X2 ZJ-XJ Z2) + Fs (Y2 z] -YI Z2' X2 tJ -xJ t2) = 0,

where Xi' Yi, Zi, ti (i = ], 2, 3) are real commutative n x n matrices, and Fr (r
= 0,

1,2, 3, 4, 5) are real m x s matrix-functions.
We have proved that the general measurable solution of the equation (4)

is given by:
n

Fo (X, Y) = - 2: Kij Zij + Ao,
i,j~1

n
Fr(X, Y) = L: Kij zwi- Ar

i,i~ I

(r = I, 2, 3, 4, 5),
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where zii (i,j = I, ..., n) are elements of the matrix
II zii II = z = X. Y, Kii (i,

j = I, ..., n) are arbitrary real constant m x s matrices and All:(k = 0, 1,2,3,4,5)
are real constant m x s matrices, satisfying the condition

Ao + Al + Az + A3 + A4 + A5 = O.

We have also considered the following equation (equation L3):

(5) Fo (~(XlI' . .., xn-I,n-I' xnn)' ~ (Yll, Yzz, . . ., Ynn))

= Fl (~(XlI' . . . , xn-I,n-l' Yln), ~ (Xnl, Yn, Y33' . . . , Ynn))
-I- Fz (~(XII' . .., xn-1,n-I' Yzn)' ~ (Yll, xnz, Y33' .. ., Ynn))

+ Fi (~(XlI' . . . , xn-l,n-I' Yin)' ~ (YlI' . . . , Yi-l,i-I' Xni, Yi+l,i+L'. . , Ynn))
+.. .
+Fn(~(XlI"'" xn-I,n-i' Ynn), ~(YlI' ..., Yn-I,n-l' xnn))'

where Fi: RZ-+ R (i = 0, I, ..., n)(n>2) are unknown functions.

We have proved that this functional equation has a general
solution given by

continuous

n

Fo(u, v) = Cuv + L Ai,
i~l

Fr (u, v) = Cuv + Ar (r~' I, ..., n),

where Ai (i = I, ..., n) and C are arbitrary real constants.

Some results concerning this equation are published in the paper [17].

Finally, we have considered the following equation (equation L4):

(6) aF(~(xlt,..., Xn-l,n-t, Xnn), ..., ~(X(m-j)n+t,I"'" Xmn,n))
mn

= L en,rF(~(X11"'" Xn-l,n-l' Xnn)"'" ~(X(m-J)nol,l"'" Xm,nn))
Il~r I-I

where F: Rm -+ R, a E R and en, r is an operator which interchanges the places
of the last row of the first determinant with the rows of the other determi-
nants which appear in the function F.

This equation is a certain generalization of the equationL3.
We have provod that if tl=m-l, then the equation (6) has the general

continuous solution

where C is an arbitrary constant.

If a = n (m-I), its general solution is a constant.
In all other cases the equation has only the trivial

F(uI' Uz, ..., um)==O.

solution:

The results concerning the equation L4, for the case a = m -I, have already
been published in the paper [18].

3. In the third chapter we giwe certain generalizations of some results
obtained by D. S. MITRINOVIC,S. B. PREihc and P. M. VASIC.
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In the first part of this chapter we give three generalizations of the
functional equation (equation F):

(7) F(xu Xl' ..., Xln-l, xln) + F(Xl' X3' X4' ..., Xln, Xl)

+ . . . + F(Xl' Xln, Xl' X3' ..., Xln-l) = 0,

where the funktion F is of the form

F (xu Xl' . . . , Xln) = {f(Xl, Xl) +f(X3' X4) + . . . +f(Xllc-l, Xllc)}

X {f(Xllc+l, Xln) + f(Xllc+l' Xln-l) + . . . + f(Xlc+n, Xlc+n+l)}

(f: Rl -+ R, n:::>2).

D. S. MlTRINOVIC, S. B. PRESIC and P. M. VASIC [1] have prevod that
the general solution of this equation is given by:

(8)

(9)

feu, v) = g (u) h (v)- g(v) h (u)

f(u,v)=g(u)=g(v) for n>2,

for n= 2,

where g, h: R -- R are arbitrary functions.
The first generalization of the equation F is the functional equation (7)

where the function F is defined by:

F (xu Xl' . . . , X2n) = {I(Xl, Xl) + f(X3' X4) + . . . +f(Xllc-l, Xllc)}

n+k-l

X 2 Ajf(X2lc+j+1' Xln-j)'
j~O

n-k-l

This functional equation (equation F 1) has for 2 Aj 'I' 0, n> 2 the fol-
j~O

lowing general solution, which depends on the nature of the coefficients Aj,

(10)
or
01)

feu, v) = g (u)-g (v),

feu, v) = g (u) h (v)-g (v) h (u),

where g, h are arbitrary complex functions.
We obtain the second generalization of the equation F by putting in (7):

F(Xl' Xl' ..., Xln)

= {I(Xl' xl)-f(X4' X3)+'
.,

-f(Xllc-l' Xllc-3)+f(Xllc-l' Xllc)}

x
n-k-l

2 Ajf(xllc+j+1, Xln-j)
j~O

for k odd,

n-k-l
X 2 Ajf(Xllc+j+l' Xln-j)

j~O
for k even.

n-k-l
We have proved that in the case of .2 Aj::f:O, n>2, this equation

J~O

(equation Fl) has the general solution of the form (10) or (11) for k=2m-l,
while for k = 2 m the general solution is (10) or a constant.
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The third generalization concerns the functional equation F for n = 2. The
equation (equation F3)

(12) f(x], Xz) g (X3' X4)+ f(xp X3)g (X4' Xz) + f(xp X4)g (Xz, X3)= 0

(f, g: CL* C) reduces to the equation F if g'==f. The general solution of (12) is

feu, v) =K] (u) Hz (v)-H] (v) Kz(u),

g (u, v) = H] (u) Hz (v) = H] (v) Hz (u),

where Hj' Hz, K], Kz: C - C are arbitrary functions.
The last generalization in this chapter concerns the equation

(13)

+ f(xp
Xz' ..., Xn-I' xn+z)f(xn+p Xn, Xn+3' Xn+4' ..., Xzn)

+.. .
+f(xp Xz, . . . , Xn-I' xzn)f(xn+p Xn+z,. .. , Xzn-p Xn)'

P. M. VASIC [6] has proved that the general solution of (13) is

(14) f(up Uz, ..., un)=A{H] (u]), Hz (uz), ..., Hn(un)},

where Hi (i = 1, . . . , n): C- C are arbitrary functions.
In this paper the author considered the equation (equation F4)

(15) rxF(x], xz' X3' ..., Xkn-], Xkn)

kn

= L: {In,rF(x], Xz' ..., Xn-], Xn, Xn+], ..., Xkn),
r=n+l

where {li,1 is an operator which interchanges the arguements which appear on
the i-th or j-th place in the function F, and

k-l
F(x], Xz, . . . , Xkn-j, Xkn) = 11 f(xni+], xni+z, . . . , xni+n),

i~O

(f: Cn-C; rxE C). This equation reduces to the equation (13) for k = 2 and
rx=1. The equation F4 is solved for rxo;z!:r(k-1) (r=2,3,...,n-I). The
general solution of the equation F4, for rx=k-1, is the function (14).

The general solution for rx= n (k -1) is given by

feu]> Uz, . . . , un) = K(u]) K(uz)' . . K(un)'
or

feu], Uz, ..., un)=O,

where K is an arbitrary function.
For rxo;z!:r(k-l) (r= 1, ..., n) the equation F4 has

feu], Uz, .. . , un)=O'

only the trivial solution

The function
n

f(u], Uz, . . . , un) = A{H] (u]), Hz (uz), . . . , Hs(us)} 11 HI (Ui)'
/=s+1
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where s= n-r+ 1 and Hi (i = 1, . .. , n-r+ 1) are arbitrary complex functions,
is a solution of the equation F4 for IX= r(k-l), (r = 2, n-l) but the
question of generality of this solution still remaines unsolved.

The results concerning the equation F4 for IX= k-l have been published in [9].

4. In this chapter three systems of quadratic functional equations are
solved. Everyone of these systems contains one functional equation, the general
solution of which is known.

The first system (system 81) contains a real parametar IX, but the general
solution does not depend on IX.This system contains the equation F.

The second system (system 82) contains two real parameters IXand ~ and
has three types of solutions depending on whether ~2+ 4 IXis positive, negative
or zero.

This system contains the equation examined by L. CARLITZ [3].
The third system (system 83) contains a real parameter and has three

types of solutions, too. It contains the equation (13).
Some of the results in connection with the systems 82 and 83 are conta-

ined in [19] and [20].

5. The Bibliography is divided in the two parts: a) Quoted papers;
b) Other literature used in this paper.
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