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0. UVOD

Ovaj rad sastoji se iz slede¢ih delova:

0. Uvod;

1. Paracikliéne funkcionalne jednadine prve vrste;

2. Neke linearne funkcionalne jednaline koje se svode na CAUCHYEVU
funkcionalnu jednacinu;

3. Generalizacije nekih rezultata D. S. MiTriNovi¢s, S. B. PRESICA i
P. M. VasICA;

4. Neki sistemi kvadratnih funkcionalnih jednadina;

5. Bibliografija.

1. U prvom poglavlju dato je dvanaest teorema koje se odnose na funk-
cionalne jednadine (1.1.1), (1.1.2) i (1.1.3). Ove teoreme dokazane su u ¢lanku [14].

2. U drugom poglavlju, na prvom mestu, posmatrane su dve linearne
funkcionalne jednacine (jednacine L, i L,) sa viSe nepoznatih pravougaonih matri¢-
nih funkcija &iji su argumenti kvadratne komutativne realne matrice. Njihovo
reSavanje svedeno je na reSavanje CAUCHYEVE matriCne funkcionalne jednacine.

U istom poglavlju reSene su jo§ dve linearne funkcionalne jednacine
(jednaCine L; i L,) &iji su argumenti determinante.

Neki rezultati koji su u vezi sa jednadinom L, objavljeni su u &lanku [18].

3. U ovom poglavlju proucavane su generalizacije nekih kvadratnih funkci-
onalnih jednaCina koje su ranije posmatrali D. S. MitriNovIC, S. B. PRESIC i
P. M. Vasi¢. Dobijeni rezultati formulisani su u obliku d&etiri teoreme.

Neki rezultati koji se odnose na teoremu 3.4.1 objavljeni su u ¢lanku [9].

4. U cetvrtom poglavlju reSena su tri sistema kvadratnih funkcionalnih
jednacina.

Prvi i treéi sistem zavise od jednog a drugi od dva realna parametra.
U zavisnosti od vrednosti ovih parametara odreden je i oblik refenja odgova-
rajueg sistema.

Neki rezultati koji su u vezi sa ovim sistemima objavljeni su u rado-
vima [19] i [20].

5. U bibliografiji literatura je podeljena na dva dela. U prvom delu
navedeni su ¢lanci koji su upotrebljeni pri izradi ovog rada, a u drugom delu
nabrojana je ostala kori§éena literatura koju nije bilo neophodno citirati u
samom radu.
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1. PARACIKLICNE FUNKCIONALNE JEDNACINE PRVE VRSTE

1.1. Oznake i objaSnjenja
Neka je
1° S neprazan skup;

2° M aditivna ABELOVA grupa;

3 X=X Xys e ooy Xp)s Y=V Vaseoos V) (X, Y, €8, 6, j=1,...
Xi= (X1 X0 o oo s X)) (y€S, j=1,..., mi=12,...,),
QI X=Q5(x,,%yy . . 2Xp)

= (X Xgris oo v s Xp) (i<j),
= (X Xty oo Xps X5 Xp, o oey X;) (i>J);

4° C, cikli¢ni operator definisan pomocéu jednakosti

C, QX =0 X (@i X=0Ql1"X za j>n—1).

, 1),

Paracikliéne linearne funkcionalne jednaline prve i druge vrste prvi je u

literaturu uveo D. S. MiTtriNoVvIC (videti: [10] i [11]).

Paraciklicne linearne funkcionalne jednaline prve vrste su jednadine oblika

(1.1.1) >rertolx, atolx,, ..., Gl QI X,) = 0.
i=1

Isto tako, D. S. MiITRINoVIC dao je jedan metod sa reSavanje ovih jed-

U ovom poglavlju nac¢i ¢emo opSte reSenje funkcionalne jednadine

(1.1.2) dh(citorx, o x,, ..., C O x,) =0,
i=1

kao i jednadine (1.1.1) u slucaju kada je m=2. U sluCaju kada je m
voljan prirodan broj odredi¢emo opste reSenje jednacine (1.1.1) i (1.1.2) samo
kada je n+1=2max(p,,p.s - -+ » Pm)-

5

nadina i za neke posebne vrednosti n, m i p; odredio opSta reSenja tih jednadina.

proiz-
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Prvo ¢éemo resiti sledeu funkcionalnu jednaéinu

k
(1.1.3) 2f(cotx, c'efy)=0 (k<)

pa na osnovu toga odrediti opSta reSenja jednadina (1.1.1) i (1.1.2) za m=2.

1.2. Funkcionalna jedna¢ina (1.1.3)
Pri odredivanju opsteg reSenja jednacine (1.1.3) moramo razlikovati slede¢ih
Sest slucajeva (videti: [14]):
1° g<2qg—-1<p=n,
2° g<p=n<2q-—1,
3° g<p<n<2q—1<2p—1,
4° g<p<2g—1<n<p+qg—1<2p—1,
5° g<p<p+q—1<n<2p—1,
6° g<p<2q—1<2p—1<n.
U d&lanku [14] dokazane su sledece teoreme:

Teorema 1.2.1. — Ako je q<2q—1<p=n, opSte reSenje jednacine (1.1.3) je
121 £(01x, oY)

min(k—r, g—1)

- Zl (=) F (@l X, Q%1 Y)

p=

q—1
+ oo (=1FQa X, QYY)

v=n—r+1

min(k—r, n—q)

+ 2 (=1'F(QX)

+ > (=1 Fiy (01 X)

v=max (n—r+1, q)

k—r
+ 2 (=D FED(0x, 01 Y)
v=n—q+1

n—1

+ 2 (—1y— P (01X, 017 Y)

v=max (n—r+1, n—q+1)
(r=1, 2,..., k),

gde je po definiciji
b
2. =0 za a>b; Quin=0m Fuin=Fn,

a

i Fl: Sp+a-1 > M proizvoljne funkcije.
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Teorema 1.2.2. — Ako je g<<p=n<2q—1, opste rés'enje Jednacine (1.1.3) je
(1.22) (01X, Q1Y)

min (k—r, n—q)

= 2 (=W F(Q X, 08, Y)

v=

n—q

+ 2 (=D)UF(QL X, Q8 Y)

v=n—r+1

min(k—r, g—1)

+ 2 (=1 F(Qa X, QL. Y, 0i7Y)

v=n—gq+1

g-—1

+ 2. (—1y="F"70 (0 x, 01" Y, 0%, Y)

el
v=max(n—r+1,n—g+1)

k—r
+ 2 (=1 F(Ql X, 017 Y)
v=q
n—1
+ S (=) FL(Q1X 017 Y),

v=max(n—r+1, q)
gdejer=1,..., ki Fl: Spva-t > M proizvoljne funkcije.

Teorema 1.2.3. — U slucaju kada je q<p<n<<2q—1<2p—1, opste refenje
jednacine (1.1.3) dato je sa

(123) f(Qfx, ofY)
min (n—p, k—r)

- 2 (=)' F(Qha X, 0L Y)

v=1

S (=1t EQL X, OF Y)

v=n-—r+1

min(k—r,n—q)

+ 2 (= 'F(Qla X, OVPX, Q% Y)

v=n—p-+

n—q

+ 2, (—1-1F(Q X, 077X, 0%, Y)

v=max{(n—p+1, n—r+1)
min (k—r, g—1)
2 DRI X, 07X, 0 Y, 01 Y)
=n-
g—1

+ 2. (—1) = F(Q7TP X, QPa X 0)'7Y, 04.,7)

v=max(n—q+1l,n—r41)

min(k—r, p—1)

+ 2 (= EE(TTX, QVaX, 07 Y)
v=gq
p—1

+ > (= F(QVTX, 0P X, 077Y)

v=max(q, n—-r+1)
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k—r
+ 2 (=1 FB(01P X, 017 Y)
v=p

n—1

+ > (=D FRI(OTT X, 07 Y),

v=max (p,n—r+1)
gde je r=1, ..., ki Fi: SPta-2 — M proizvoljne funkcije.

Teorema 1.2.4. — Opste reSenje funkcionalne jednacine (1.1.3), u slucaju kada
je q<p<2q—1<n<p+q—1<2p—1, dato je sa

(1.24)  f(07x QiY)
min{n—p, k—r)

— > (=D F(QNa X, 0Ly Y)

v=1

LS (=D E(QN X, 0741 Y)

v=n—r+1

min(k—r, g—1)

+ 2 (= FAQ5 X, Q1P X, Q8 Y)

v=n—p+1

qg—1

+ 2. (=)' FQ% X, 01X, 0., Y)

v=max (n—p+1,n—r+1}

min(k—r, n—q)

+ 2 (=1'EAQV. X, 01 X)

v=gq

n—gq

2 (= RE(QTTX, 06 X)

v=max(n—v+1, q)

min (k—r, p—1)

+ 2 (=) RO X, QX Q1Y)

v=n—q+1

p—1

+ 2. (—1y—v Fis (@1 X, 071 X, Q777Y)

v=max (n—q+1,n—r41)

k—r
+ 2 (=1l Pt x, 01t Y)
v=p
n—1

+ 2 (—1y =~ Fi (017 x, 0174 1),

v=max (p, n—r+1)
gde je r=1, ..., k i Fl: Spra2 > M proizvoljne funkcije.
Teorema 1.2.5. — OpSte reSenje funkcionalne jednacine (1.1.3), u sluéaju kada je
g<p<p+q—1<n<2p—1, dato je formulom

(125  f,(Qfx, oY)
min(¢g—1, k—7r)

= 2 (= FAQlaX, QL Y)

v=1
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q—1
+ 2 (=D UFNQY X, 044Y)

v=n—r+1

min(k—r, n—p)

+ 2 (=1 R0 X)

v=gq

n—p

+ 2 (— =1 FL(Q0,1 X)

v=max (g, n—-r+1)

min (k-—r, n—p)

S (= EAQR X, 01T X)

v=n—p+l

p—1
+ > (— 1y B2 (Q1 X, 0001 X)

v=max (n—p-+1, n—r+1)

min (k—r, n—q)

+ 2 (=R X)

v=p
n—q
+ 2. (— D= Fi) (17 X)
v=max (p, n—r+1)
k—r
D (= (e X, 01 Y)
v=n—q+t
n—1
+ > (— 1= PP x, @itY),

v=max (n—q+1, n—r+1)

gde je r=1, ..., k i Fl: SP*a2—s M proizvoljne funkcije.

1.3. Funkcionalna jednacina (1.1.2)

Stavljajué¢i u jednadini (1.1.3) k=n dobija se funkcionalna jednacina
(1.1.2). Prema tome, ako se u (1.2.1), (1.2.2), (1.2.3), (1.2.4) i (1.2.5) stavi
k=n, dobija se opste reSenje jednaline (1.1.2) u posmatranim slucajevima. Tako,
na primer, ako se u (1.2.3) stavi k=n, dobija se da je opSte reSenje funkcio-
nalne jednacine (1.1.2), u slucaju kada je g<p<n<<2g—1<2p—1, dato formulom

£ (01X, 01Y)
- ; (— D= F (@0 X, Q71 Y)

n—gq
2 (= tF(Qha X, 07T X, Q1Y)

v=n—p+1

min (n—r, g—1)

+ 2 (W F(ha X, 087X, Q4 Y, Q1Y)

v=n—q+1

qg—1
+ 2 (—1y= Fi (@87 X, Q0 X, Q17Y, Q1Y)

v=max (n—q+1, n—r+1)
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p—1
+ 2 (=1 P (i X, 92X, Q1Y)
v=gq

n—1
+ 2 (—1y— (e x, 017 Y),
v=p

gde je r=1, ..., n i F] proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

Medutim, u prethodnom odeljku nije ispitivan slu¢aj kada je g<<p<<2g—1
<2p—1<n, pa u ovom sluCaju treba naknadno odrediti opSte reSenje
jednadine (1.1.2). No, kako je to ve¢ napred refeno, ovde demo formulisati
rezultat koji se odnosi na slucaj znatno opstiji od ovoga. Naime vaZi sledeéa:

Teorema 1.3.1. — Opite resenje funkcionalne jednacine (1.1.2), u slucaju kada je
n+122max (py, ..., Pp) (M=2), dato je formulom

(13.1)  £(00 X, 0% X,, ..., Q" X,,)
=F Q"' X, 077X, .., 01T X,)
—F (03 Xy, 08X, ..., 08" X,),
gde je r=1, ..., n; F,,,=F, i F; proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

Dokaz ove teoreme je analogan dokazu teoreme 2 iz ¢lanka [13] pa ga
zato ovde nefemo dati.

1.4. Funkcionalna jednacina (1.1.1)

Pre nego $to predemo na ispitivanje funkcionalne jednacdine (1.1.1), uves-
éemo sledecu pretpostavku:
Za grupu M pretpostavlja se da u njoj jednadina sZ=A4 (Z, A< M), za

. T " 1
s<n (s < N), ima jedinstveno reSenje Z=—A4.
s
Pod ovom pretpostavkom, za m=2, vaZe sledefih pet teorema.

Teorema 1.4.1. Ako je q<2q—1<p=n, opste refenje jednacine (1.1.1), je

F(Q1x, 0iY)=F(01x, 07" Y)—F,(0:X, 03Y),

gde je F, proizvoljna funkcija sa vrednostima u M.

Teorema 1.4.2. — Ako je q<p=n<2g—1, opste resnnje jednacine (1.1.1), je
f(eix, oiY)
~F(Q1X, 017" ¥)—F (02X, 0%Y)
2q—n
[ 2 ] v+1 v
+ zl {Fv(Qn-q+v+lXa Ql Y, Qz—q+v+l Y)
V=
—F(Q1X, Qi n1 Y, Q1" )},
gde su F; (i =0, 1, ..., [Z‘IT_"]) proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.
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Teorema 1.4.3. — U sluc¢aju kada je q<p<n<2q—1<2p—1, opSte redenje
Jjednacine (1.1.1) dato je sa

f(Qix, 1Y)
=F (07X, 017" Y)—F,(05 X, 03Y)
P—aq
+ gl th(Qi’X’ Qg—p+V+l X, Q,'f_p+v+1 Y)
—F,(Q5_ii X, Q177777 X, 0"V Y))
2p—n
1]

+ Z {Fv (Q¥X7 QZ"IH-H—IX, Q‘ljip-{'q Ya QZ—IJ+V+1 Y)

v=p—g+1
—"Fv (QZ*H‘IX’ Q%P'"‘V Xa Q;—v+l Y’ QllH—q_n_v Y)},

gde su F; (izO, 1, ..., [Zp 2_"]) proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.

Teorema 1.4.4. — Opste reSenje funkcionalne jednacine (1.1.1), u slu¢aju kada
je q<p<2q—1<n<p+q—1<2p—1 dato je sa

705 x, 01Y)
—F (037" x, 01 'Y)—F, (0%, QiY)

p+q—n—1

+ Z [Fv (Q: X’ erifp+v+l X, Qg—p+v+1 Y)

v=

—F Q5 11X, Q177" X, Q4P YY)

2]

2

+ z {Fv (Q‘I)X, Qg—p+v+l X)
v=p+q-—n

—F,(Q%,,1 X, Q7" X))

gde su F; [i=0, 1, ..., 2p—n proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.
i 1/

Teorema 1.4.5. — Opste reSenje funkcionalne jednacine (1.1.1), u slucaju kada
je q<p<p+q—1<n<2p—1, dato je formulom

r(@ix, Q1Y)
~F (05 'x, 0I7'Y)—F,(Q5x, Q1Y)

[prn]
1 {Fv (Q‘; X’ Qﬁ—p+v+1 X)—FV (Q[I;—v+1 X’ Q%p—n—vX)]’

MN

—+

v

gde su F; (i=0,l, e [Zp ;n]) proizvoljne funkcije sa vrednostima u M.
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Kao i u prethodnom odeljku i ovde ¢emo posebno posmatrati sludaj kada
je g<p<2p—1<2p—1<n Naime posmatracemo slu¢aj koji znatno opstiji od
ovoga. VaZi

Teorema 1.4.6. — Ako je n+1=2max(p,, ..., Pm) (m=2), opste reSenje jed-
nacine (1.1.1) je

flet x,, o Xss -y Q9™ x,)
=FOy 'Xx,. 00 'x,, ..., 07" 'x,)
—F(Q% X, 0*X,, ..., Q5" X))+ 4,

gde je F proizvoljna funkcija sa vrednostima u M i A proizvoljan element iz M
za koji je nA=0,

Dokazi teorema 1.4.1, 1.4.2, 1.4.3, 1.4.4, 1.4.5 i 1.4.6 dati su takode
u clanku [14].



2. NEKE LINEARNE FUNKCIONALNE JEDNACINE KOJE SE SVODE
NA CAUCHYEVU FUNKCIONALNU JEDNACINU

2.1. Funkcionalna jednadina L,

Funkcionalnu jednadinu
(2.1.1) F(X17,— X315 X3Va—X4¥3) = G (X, 13— X301, Xy Y4—X4p,)
+H (X1 Y4—X4 Y15 X3¥,—X,)3),

gde su x4, y; (i, j=1,2, 3,4) kvadratne komutativne matrice reda (n,n) i F, G
i H proizvoljne matri¢ne funkcije reda (m, s), zvaéemo: funkcionalna jednacina L, .

Za funkcionalnu jednacinu L, dokazaéemo sledeé¢i rezultat:

Teorema 2.1.1. — Opste merljivo reSenje funkcionalne jednacine L, dato je
Sformulama

F(X,Y)= 2 Kyzy+A+B,
i, j=1

G(X, Y)= 2 Kyzy+4,
i, j=1

H(X, Y)= 2 Kyz,;+B,
i =1
gde su K;;, A, B proizvoljne konstantne matrice reda (m, s) i z;; elementi matrice
lzyll=Z=X"7Y.

Dokaz. Ako se u jednaCini L, stavi x,=u, x;=v, x,=x,=y,=y,=0
(0 — nula matrica), y,=y,=7 (I — jediniéna matrica), dobija se

(2.1.2) : H(u, vy=F(u, v)—A4,
gde je uvedena oznaka A =G (0, 0).
Ako stavimo x,=u, X,= —V, X,=X3=y;=y,=0, y,=y,=1, iz jednadine
L, dobijamo
(2.1.3) G(u, v)=F(u, v)—B,

pri ¢emu je B=H(O0, 0).

13
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Zamenjujuéi (2.1.2) i (2.1.3) u (2.1.1), jednaina L, svodi se na

(2.1.4) F(x Y= X215 X3V4—X4¥3) = F(x,Y3—=X391, X2V4—X4¥5)
+ F(X,Y4—X3Yy, X3V,—X,¥3)—A—B.

Ako se uvede nova matri¢na funkcija E, smenom
(2.1.5) E(u, v)=F(u, vy— A—B,
jednatina (2.1.4) postaje
(2.1.6)  E(x1y,—X, Y1, X3V4—X4Y3)

=E(X,Y3—X3Y1, X3 Va—Xy V) + E(X,¥,—X4¥1, X3¥,—X,V3).

Ako se u (2.1.6) stavi x;=y;=0 (i, j=1, 2, 3, 4), dobija se da funkcija
E ima osobinu E(0,0)=0.

Stavljajuéi x;=u, x,=x3=x,=0, y,=y,=y,;=y,=1, iz (2.1.6) imamo
E(u, 0)=0.

Najzad, za x,=X,=X,=y,=Y,=y3=0, x;=1 y,=u, jednaéina (2.1.6)
daje E(0, u)=0.

Koristeéi prethodne rezultate i stavljajuéi x,=u, x,=y,=1, y,=y,=0,
V4=V, X3, X, proizvoljni, jednacina (2.1.6) svodi se na

(2.1.7) E(u, v)=—E(uv, —1I).
Uvodeéi novu funkciju g smenom
(2.1.8) gxX)=E(x, —1),

i stavljajuéi zatim x;=y,=0, x,=x;=x,=y,=1, y;=X, y,=—7, iz jednacine
(2.1.6) dobija se CAUCHYEVA funkcionalna jednadina

(2.1.9) gX+Y)=g(X)+g(Y).

Opste merljivo redenje jednaline (2.1.9) je

(2.1.10) gX)= _21 Kyxy,

i, j=
gde su K;; (i,j=1, ..., n) proizvoljne konstantne matrice reda (m, s) i
xy (i, j=1,..., n) elementi matrice ||x; | =X.

Na osnovu (2.1.7), (2.1.8) i (2.1.10) dobijamo
@2.1.11) E(X, Y)= 2 Kyzy,
i,j=1

gde su z; (i, j=1, ..., n) elementi matrice |[z;;||=Z=X"-Y.
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Na osnovu (2.1.2), (2.1.3), (2.1.5) i (2.1.11) dobijamo

F(X,Y)= 2 Kyzy+A+B,
i,j=1
(2.1.12) GX, Y)= 2 Kyzy+4,
i j=1

H(X, Y)= 2 Kyz;+B,
1

i, j=
pri ¢emu K;; i z;; imaju ista znacenja kao u (2.1.11).

Obrnuto tvrdenje moZe se proveriti zamenom funkcija F, G i H iz (2.1.12)
u (2.1.1), na ¢emu se nefemo zadrZavati.

2.2. Funkcionalna jednacina L,

Funkcionalnu jednalinu
(2.2.1) Fo(x1y2— X005 Zats—230h) + Fi (X 2,— %, 2y, ¥y 13—)3ty)
+Fy (0 L—X 0, Y32, ,23) + F3 (221, — 2,15, X,V3—X3),)
+ P t= 1, X23—x32,) + Fs(0220—125, X, 13— X31,) =0,

gde su x;, y;, z;, t;(i=1, 2, 3) komutativne kvadratne matrice reda (n, n) i
F;j(j=0,1,2,3,4,5) proizvoljne matrine funkcije reda (m, s), zvaéemo:
funkcionalna jednacina L,.

Za funkcionalnu jednadinu L, dokazatemo sledeéi rezultat:

Teorema 2.2.1. — Opste merljivo reenje funkcionalne jednacine L, dato je for-
mulama
(2.2.2) R, Y)=— Zl Kijziy+ Ao,
i,j=
(2.2.3) Fo(X,Y)= 2 Kyzy+ 4, (r=1,2,3,4,5),
Q=1
gde su K;; (i, j=1, ..., n) proizvoljne konstantne matrice reda (m,s), z; ele-

menti matrice ||z;|l=Z=X.Y i A,(r=0,1, 2, 3, 4, 5) konstantne matrice reda
(m, s) za koje je Ay+ A, + A, + Ay + A+ A;=0.

Dokaz. Ako se sve promenljive x;, y;, z;, t; (i=1, 2, 3) zamene sa u, iz
jednaéine (2.2.1) dobija se

(2.2.4) Ay+ A +A,+A;+ A+ A;=0,

gde smo uveli oznake F;(0, 0)=4; (i=0,1, 2, 3, 4, 5).
Stavljajuéi x, =X, z;=—Y, y,=t,=1 (I — jedini¢na matrica) i zamenjujuéi
sve ostale promenljive sa 0 (0 — nula matrica), iz jednaCine (2.2.1) dobija se

(2.2.5) Fy(X, Y)+ Fy (X, Y)+ A, + Ay + Ay + A, — .
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Ako se stavi x;=—X, y;=Y, z,=1t,=—1, i ako se ostale promenljive
zamene sa 0, jednadina (2.2.1) svodi se na

(2.2.6) Fi(X, Y)+ Fy(X, —Y)+ Ay+ A, + A, + A;= 0.

Za x,=—z,=1I, y;=Y, t;= —X, a ako se sve ostale promenljive zamene
sa 0, jednagina (2.2.1) daje

2.2.7 FX, -Y)+ (X, Y)+ A+ A4, +A4,+A;=0.

Stavljajuéi x,=y,=—1I, z;=—Y, ;=X i zamenjujuéi sve ostale promen-
ljive sa 0, iz (2.2.1) nalazimo
(2.2.8) F,(X, =Y)+ F, (X, Y)+ A,+ A, + A;+ As=0.

Ako se stavi x;=Y, y,=X, z,= —I, t,=1 i ako se sve ostale promen-

ljive zamene sa 0, jednalina (2.2.1) postaje
(2.2.9) F, (X, )+ Fs(X, —Y)+A,+ A+ A, + A,=0.
Iz (2.2.5), (2.2.6), (2.2.7), (2.2.8) i (2.2.9) dobijamo
F,(X, Y)=—F X, Y)—A,—A,—A,— A,
Fi(X, Y)=—F, (X, —Y)—A,—A,—A,— A,
(2.2.10) F(X, V)= —F (X, —Y)—A,— A, —A,—A;,
F, (X, Y)=—F,(X, ~Y)—A,—A —A,— 4;,
Fs(X, Y)=F,(X, Y)—A, + A,
Na osnovu (2.2.10) i (2.2.4), jednalina (2.2.1) postaje
(22.11)  Fo(x,y,—X: 015 Z2ty—2Z3 )+ F,(x,2,—Xx,2), 1, ¥3—139,)
—F, (1 t,—X, 1, 2,0 —Z3¥,)+ F (t 2,— 1, 2, Yy X3—), X,)
+ F (31t =Y tys 2, X3—23X,)— Iy (20 Yy, — 2,y X t3—x,1,)—2 4, =0.
Ako se uvede nova funkcija F smenom
(2.2.12) F(X, Y)=F,(X, Y)—-A4,,
jednadina (2.2.11) postaje
(2.2.13)  F(x p.—xy301, L t,—230)+ F(x 2,—Xx, 2, 1, ¥,—1,),)
—F(x,t,—x, 1), 2,¥3—239,) + F(t, 2,—1, 21, ¥, X3— Y3 X;)
+ F(y t,—y,t1, X32,—%,2)—F(2,¥,— 2, V1, Xy t3—x38,)=0.
Ako se u (2.2.13) sve promenljive zamene sa u, dobija se

(2.2.14) F(0, 0)=0.
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Stavljajuéi x, = X, yzazz_l t,=Y, 1 zamenjujuéi sve ostale promenljive
sa 0, na osnovu (2.2.14), iz (2.2.13) dobijamo

F(X, Y)+ F(X, —Y)=0,
odakle
(2.2.15) FX, —Y)=—F(X, Y).

Na osnovu (2.2.15), jednaina (2.2.13) svodi se na
(22.16)  F(x,3,—X, 01, 53— 230) + F(x,2,—X,2,, L,y;—1,3,)
FEX =X, ¥:23—Y32) + F(Li 2,— 1, 21, Y, X33 %,)
+FW =Yty 23 X3—23 %) + F(2,9,—2, 1, L, X3—1,%,)=0.

Jednacinu (2.2.16) posmatrajmo je O. EM. GHEORGHIU (videti: [15]) i
dokazao da funkcija F, pored osobina (2.2.14) i (2.2.15) ima i sledee osobine

F(X, 0)=0, F(0, Y)=0, F(—X, Y)=—F(X, Y).

Koriste¢i gore navedene osobine funkcije F i stavljajuci u
(2.2.16) x,=u, z,=v, y,=t,=1I, yy=z,=t,=x,=t,=x,=y,=2,=0, dobija se
(2.2.17) Fu, vi=—F@r, —I)=G (w).

Uvode¢i funkciju G u jednainu (2.2.16) i stavljajuéi zatim

Xy=p, =z, =t,=I, X3—Y,=X;—2y=x;—1;=1,

dobija se za funkciju G sledeéa matriéna funkcionalna jednacina:
(2.2.18) G(t,—z)+G(z;—y)+G(y,—1,)=0.

Ako se u (2.2.18) stavi y,=0, z;=—Y, t,=X i iskoriste osobine funk-
cije F, pa prema (2.2.17), i funkcije G, dobija se CAUCHYEVA funkcionalna
jednacina
(2.2.19) GX+Y)=G(X)+G(Y).

U radu [15] tvrdi se da je opSte neprekidno, ogramceno, merljivo itd.
reSenje jednacine (2.2.19) dato formulom

(2.2.20) G(X)=A4-X-B,
gde je A proizvoljna konstantna matrica reda (m, n) i B proizvoljna konstantna
matrica reda (n, s).

Funkcija (2.2.20) jeste refenje jednadine (2.2.19), medutim to nije opSte
merljivo re§enje. OpSte merljivo reSenje dato je formulom (videti: [16]):

(2.2.21) G(X)= Z ER

i, j=1
gde su KU (1 Jj=1, ..., n) proizvoljne konstantne matrice reda (m, s) i
Xy (@ j=1, ..., n elementi matrice [ x5 1] = X.

2 Publikacije
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Sada, koriste¢i (2.2.21) i (2 2.17), dobijamo da je
(2.2.22) F(X,Y)= 2 Kyz;,
i, j=1
pri emu su z; (i, j=1, ..., n) elementi matrice || z;||=Z=X-7Y.
Kako je, na osnovu (2.2.12),
FX, Y)=FX, Y)+4,, FEX —Y)=—FX,Y)+4,,
to na osnovu (2.2.22), (2.2.4) i (2.2.10) nalazimo da je

n

Fo(X,Y)=— ZlKijzij+Ao,
i, j=

n

Fi(X,Y)= ZlKi,zi,-+A,,

L=

(2.2.23) k&, Y):i,lz:l Kijzi5+ 4,,

F,(X, Y)=. ZIKijzij+A3a

i, =

F(X,Y)= leijzij+A4,
i, j=

Fs(X,Y)= Zthjztj+As-
i,j=

Obrnuto tvrdenje moZe se proveriti direktnom zamenom funkcija (2.2.23)
u jednadini (2.2.1).
Time je teorema 2.2.1 dokazana.

2.3. Funkcionalna jednadina L,

Posmatrajmo funkcionalnu jednacinu
(23.1) Fo(A(xns -5 Xne1, n-15 Xan)s AQ11s Y225 <5 Yun))
=F (A, -5 X1, -1 Yin)s AXn1s Y225 o Yan))
+F(Axy,s - Xnet1, ne15 Yan)s D1s Xn2s V33 -+ Yan))
+ “ ..
FFACs oo s Xpet, 15 Yindy AOus <o os Vit 15 Xuis
Yist, i+15 -+ o0 Yan))
=+ -
FF(A(Xy1s oo or Xt nets Yan)s BDGis o5 Yaot,n-1s Xan))s

koju éemo zvati: funkcionalna jednacina L;.
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Sve funkcije koje se ovde pojavljuju su realne funkcije realnih promenljivih.
Za funkcionalnu jednaCinu L, dokazademo sledeci rezultat:

Teorema 2.3.1. — Opite neprekidno refenje jednacine L, dato je formulama
(2.3.2) Fo(u, v)=Cuv+ > A4,
i=1

(2.3.3) F(uvy=Cuw+A4, (r=1, ..., n),
gde su A; (i=1, ..., n) i C proizvoljne realne konstante.

Dokaz. Ako sve promenljive x; (i,j=1, ..., n), yq (r,k=1, ..., n)
osim Xx,, Xpps oo o5 Xnn i Yisi1s Yisz2s « o Visnn (i=1, ..., n), zamenimo sa 0 i
ako promenljive Xx;;, X,,, « .« s Xpp 1 Pis1,15 Viegzs » s Yirnn (=1, ..., n) izabe-
remo tako da bude

Xy Xay Xt mmt =% Xna =1 Viem, o =1, Yirr,1 Yisza *  Yorn—1, n—1 = (— 1)y
(s—broj inverzija permutacije (i + 1,7-+2, ..., i+ n)), iz jednadine (2.3.1) dobija se
(234) Fo(x’y)=Fi(x’y)+zAj (]zl, v I‘l),
A

pri ¢emu je uvedena oznaka A4, = F; (0, 0).

Ako se funkcije F, (r=1, ..., n), odredene sa (2.3.4), zamene u jedna-

¢ini (2.3.1), dobija se

(2.3.5) Fo(A (X115 -5 Xn—1,m-15 Xna)s A5 Y2z « o+ Yan))
=F(A(Xy1, <oy Xt 015 Vinds Aty Yags ooy Yun))
+F (A, oo Xpmt, 015 Yands B (Vits Xnzs Y335 oo o> Yan))
g
FFRA G, s X Vi) ADus o Vimr -1 Xnes

YVist, 1415 -+ 5 Yan))
_I_ . e

+F0 (A (xll’ AR xn—l,n—l’ ynn)9 A(yll, R | yn*l,n—l’ xnn))
—(n—l);“1 A4,.

Ako se uvede nova funkcija F smenom

(2.36) F(u9 V)= FO (us V)— "Z Ai’

1

jednacina (2.3.5) svodi se na

(237) F(A(xlla L) xn—l,n*l’ Xnn)a A(ylh yzz’ LR ynn))
Z-ZIF(A(XU, LR xvrl,n—l’ yin)7 A(ylla L) yi—l,i—ly xni’

yi+1, T+ly o« -0 s ynn))
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Ako se u jednacini (2.3.7) sve promenljive x;;, y;; (i,j=1, ..., n) zamene
sa u, dobija se (videti: [17]) F(0, 0)=0.
Zax”=1(l'=1, -..,n_l), x,m=u, xﬁ=0(i7éj),yrk=0(r,k=l,...,n),

jedna&ina (2.3.7) svodi se na F(u, 0)=0.

Medutim, za yp—q, ni=10=1, ..., n—1), ypp=u, y;=0, ((#)), Xp=
=0(r, k=1, ..., n), jednaCina (2.3.7) svodi se na F(0, u)=0.

Najzad, stavljajuéi x;=1(=1, ... n—2), yuy;=10=1, ... n—2),
Xn—1,m—1 =X1’ xn—.l,n= Yl’ ‘x'n,q'—l = Xz’ Xnn = Y2s Yi,n—1= Xs’ Yin= Y3’ Yan—1=
=X,, Yan=7Y,4, 1 zamenjujuéi sve ostale promenljive sa nulom, na osnovu
prethodnih osobina funkcije F, jednaina (2.3.7) dobija oblik koji glasi

(2.38) F(X,Y,—X,Y,,X,Y,—X,Y))
—F(X,\Y,—X,Y,, ,Y,—X,Y)+F(X,Y,~—X,Y,, X,Y,—X,Y,).

Stavljajuéi u poslednjoj jednalini X;=u, X,=Y,=1, Y,=Y,=0, Y,=v,
i koristeéi F(0, u) =0, dobijamo

(2.3.9) F(u, vy=—F@uv, —1)=G (uv).
Uvodeéi u (2.3.8) funkciju G odredenu sa (2.3.9) i stavljajuéi zatim
X, =Y,=0, X,=X;=X,=Y,=1, Y,=x, Y,=—y, dobija se za funkciju G
CAUCHYEVA funkcionalna jednadina
G(x+y)=G(x)+G),
dije je opite neprekidno reSenje
(2.3.10) G(@)=Ct,
gde je C proizvoljna realna konstanta.
Na osnovu (2.3.10), (2.3.9), (2.3.6) i (2.3.4), dobijamo
Fy(u,vy=Cuv+ A4; (i=1,...,n),
(2.3.11)
Fyu,v)=Cw+ 3 A4,,

r=1

gde su 4; (j=1,...,n) i C proizvoljne realne konstante.
Posmatrajmo sada identitet

(2.3.12) X1y X12 Trc Xin 0 0 - 0
X21 X312 X2n 0
xn—l,l xn_l,z xn—l,n 0 0 0
Xn1 Xn2 Xan Xn1 Xn2 Xnn =0.
Yn Y1z Yin Y Y Yin
Y2 Y22 Yan Y  Va Yan
Yn1 Yna Yun Yn1 a2 Ynn
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Ako se determinanta identiteta (2.3.12) razvije po LAPLACEovVOM pravilu
1 tako dobijenom identitetu doda i oduzme zbir z A;, zakljuCuje se da su

i=1
funkcije (2.3.11) zaista reCenje jednaline L.

Ovim je teorema 2.3.1 u potpunosti dokazana.

2.4. Funkcionalna jednadina L,
Neka je

A(Xgys Xgs1,25 « v s Xgrk—2, k1> Xrk» Xitk, k+1s + o« 5 Xpti—1,n)

=| *n Xi2 v Xin
Xi+1,1 Xit1,2 Xi+1,n
Xitk—2,10 Xitk—2,2 Xidk—2,n
b
Xry Xry Xrn
Xitk " Xitk,2 Xitx,n
Xp+i—1,1 Xati—1,2 Xnt+i~1,n

i 0,; operator koji je definisan na sledeéi nalin:
en,m+jF(A (i1 oo s Xpmt, n=1> Xnn)s <o« 5 A(xrnﬂ,h cees Xepag—1,4-1>
Xrp+§,7s xrn+j+1 25 ERUIIC ] x(r+1)n,n)’ vee s A(x(m-l)nﬂ,(s DRI xmn,n))
=F(A (X115 o ov s Xpe1, 1> Xepijm)s o+ o s A(xrn+1,1’ voes Xpptg—1, -1
Xngs Xpntjsl, j+1s <+ > X rDnm)s - > A (Xm—vynt1,15 -+ > Xmn,n))-

Funkcionalnu jednacinu
(2.4.1) aF(A(xyy, o s Xneq, n—1> Xnn). o+ s DXm—vnt1. 1> <« +s Xmn,n)

mn
= Zlen,rF(A(xll’ cevs Xpot,n—1s Xna)s - s A(x(m—l)n+1,1’ covs Xmn,n))
r=n-

(F:R™ — R; o« € R), zvalemo: fukcionalna jednadina L,.

Dokazaéemo sledeéi rezultat:

Teorema 2.4.1. — Opste neprekidno refenje funkcionalne jednaline L,, u slucaju
a=m—1, je
(2.4.2) Flu,uyy ooy u)=Cuju, ... u,.

Ako je a=n(m—1), njeno opste reSenje je

(2.4.3) F(uy, u,, ..., uy,)=const.
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U svim ostalim slucajevima opste reSenje je
(2.4.4) F(uy, uy, ..., u,)=0.

Konstanta C, koja se pojavijuje u opsStem reSenju, je proizvoljna realna
konstanta.

Dokaz. U sludaju a=m—1, teorema 2.4.1 dokazana je u d&lanku [18)].
Zato ¢emo odmah preéi na dokaz teoreme 2.4.1 za a=n(m—1). Lako se
proverava da je konstanta jedno reSenje jednadine (2.4.1) ako je a=n(m—1).
Sada ¢femo dokazati obrnuto, tj. da je svako reSenje jednaline (2.4.1) za
a=n(m—1), konstanta.

Ako stavimo X, =4 (=0, 1, ...,m—1), x5 ;=1(k=0,1,...,m—1;
j=2,3, ..., n), jednaCina (2.4.1) svodi se na

n(Mm—1)F(u,tyy .o tty)=(mM—1)Fu, uy, ..., up)+@—1) (m—1)F(0,0,...,0),

odakle
Fuy, uy, ..., uy)=F(@0,0, ..., 0)=const.

Za xy=u (=1, ..., mn; j=1, ..., n), iz jednaCine (2.4.1), dobijamo
n(m—1)F(0, 0, ..., 0)=n(m—1)F(0, 0, ..., 0),
odakle zakljuujemo da F(0, 0, ..., 0) moZe biti i razliito od nule.

Time je teorema 2.4.1 dokazana i za a=n(m—1).
Predimo sada na sluéaj kada je a=m—1 i aztn(m—1).
Stavljajuéi x;=u (i=1, ..., mn; j=1, ..., n), iz jednaCine (2.4.1) do-
bijamo
aF(0,0, ..., O)=n(m—1)F(,0, ..., 0).

Kako je a=n(m—1), zaklju€ujemo da mora biti

(2.4.5) F@,0, ..., 0)=0.
AKo stavimo X4y, = Uy ((=0,1, ..., m—1), Xppsy ;= 1(k=0,1,...,m—1;
j=2,3, ..., n), jednaCina (2.4.1) svodi se na

24.6) [a—(mM—DIF(u, ty, ..., ty)=@n—1) (m—1)F(0,0, ..., 0).
Kako je astm—1, na osnovu (2.4.5) i (2.4.6) dobijamo
F(uy, uy, ..., Uy)=0.

Ovim je teorema 2.4.1 dokazana i za a£m-—1 1 axn(m—1).
Prema tome, teorema 2.4.1 je u potpunosti dokazana.



3. GENERALIZACLE NEKIH REZULTATA D. S. MITRINOVICA,
S. B. PRESICA I P. M. VASICA

3.1. Funkcionalna jednaclina F,
Posmatrajmo funkcionalnu jednacinu
(3.1.1)  F(x;, X35 X35+« s Xomeqs Xau) + F(Xp, X3y X4y ooty Xpp X5)
o FF (X, Xy Xps o e e s Xypey Xpp1) =0

koja je ciklitna po promenljivim x,, X3, ..., X351, X5p-
Funkcionalnu jednadinu (3.1.1), gde je

(3J42) F(xl,x25x3’---9 x2n—1,x2n)
={f(x1, X))+ (x5, X))+ -+ - +f (15 X21)}
X {Sf (Xape1s Xon) T Kopras Xon—1) + =+ * + (Xgins Xpen1)}

zvaéemo: jednacina F.

Za jednadinu F, D. S. MiTriNovIC, S. B. PRESIC i1 P. M. Vasi¢ dokazali
su sledeéi rezultat (videti: [1]):

Teorema 3.1.1. — Opste reSenje jednacine F je
(3.1.3) S, V=g h(M)—g M) h(@)  za n=2,
(3.1.4) f(u, v)=gw)—g ) za n>2,

gde su g, h: R—~R proizvoljne funkcije.
Funkcionalnu jednaginu (3.1.1), gde je

(3.1.5) F(x, X, X35 v v Xap—15 X27)

={f(x1s %) +F (x5 X+« -+ + (515 X22)}

n—k—1
X Z Ajf(x2k+j+19 xz'n-j)’
j=0
fC—>C4,cC(j=0,1,...,n—k—1) takvi da je
n—k—1
(3.1.6) z A;#0,
=0

zvatemo: jednadina F,.

23
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Za jednalinu F, dokazademo sledeli rezultat:

Teorema 3.1.2. — Opste reSenje funkcionalne jednacine ¥, u slucaju n>2, dato
Jje formulama

(3.1.7) S, v)=gw)—g()

ili

(3.1.8) f(u, v)=g(w) h(n)—g () h(w),

gde su g, h: C—C proizvoljne funkcije.
Dokaz. D. S. MitrINovIC, S. B, PrReSIC i P. M. Vasi¢ (videti: [1], [5]
i [7]) dokazali su da je funkcija (3.1.7) jedno reSenje jednacline F,.

Sada ¢emo dokazati obrnuto, tj. da svako reSenje jednaline F, ima oblik
(3.1.7) ili (3.1.8).

Ako se u jednalini F; sve promenljive x; (i=1, 2, ..., 2#) zamene sa u,
na osnovu (3.1.6), dobija se
(3.1.9) f(u, uy=0.

Za svako netrivijalno reSenje jednadine F, postoji bar jedan par brojeva
a, b takvih da je

(3.1.10) f(a, b)-0.
S obzirom na to da je n>2, razlikovaemo sledea tri slucaja:
1° k=1, 2° l<k<n—1, 3° k=n—1.

Prvi slu¢aj: k=1. Na osnovu uslova (3.1.6) postoji bar jedan koeficijent
Ay, Ayy o ooy Apy oo Ay, koji je razliCit od nule. Neka je A4,(£0) koeficijent
¢iji je indeks najmanji.

Ako zmenimo, u sluCaju kada je 0<<2r<mn—3, sve promenljive x,,
Xps eves Xopeis Xop OSIM X5, Xpy3, Xpp—yp S@ @, 1 ako stavimo Xx,=5, X,;3=14,
X, n—r =V, jednadina F, svodi se na jednadinu

(3.1.11) A [f(a, b) f(u, v)+[(a, b) f(a, W) +1(b, a) f(a, V)]
+ Aypnilf(a w) f(@, V) +(u, @) f(a, V)] =0.

Ako u (3.1.11) stavimo v=a dobijamo f(a, u)= —f (4, a), pa se na osno-
vu toga (3.1.11) svodi na
f(ua V)=g(u)“_g(v),

gde smo stavili g(u)=f(u, a).

Medutim, ako u jednaCini F,, u slufaju kada je 2¢r>n—3 1 3r#£2n—4,
sve promenljive X, X,, X3, ..., Xpp-1> Xpp OSIM X,, X,\3, X,,_, Zamenimo sa a,
i ako stavimo x,=b&, x,,3=u, X,,—, =V, dobijemo jednainu

(3.1.12) A, [f(a, b) f(u, v)+[(a, b) f(a, W)+ (b, a) f(a, v)]
+ Ay n—ar-alf (@ W) fa, V) +f(a, u) f(v, a)] =0.
Za v=a (3.1.12) daje f(a, v)= —f(u, a) pa na osnovu toga (3.1.12) postaje

S (u,v)=gw)—g®),
gde je g(w)=S(u, a).
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Neka je sada 3r=2rn—4 i neka pored koeficijenata A4,, koji je razli¢it
od nule, postoji i koeficijent A;(s>r) koji je takode razliCit od nule. Tada,
stavljajuéi x, =5, Xg3=U, X,,. 4=V, i zamenjujuéi sve ostale promenljive sa a,
jednacina F, postaje

(3.1.13) Aslf(a, b) f(u, v) +f(a, b) f(a, W)+ (b, a) f(a, V)]
+ Ay uysslf(a, 1) f(a, V) +f(a, v) f(, )] =0.

Stavljaju¢i v=a iz (3.1.13) dobijamo f(a, u)= —f(u. @) i na osnovu toga

(3.1.13) se svodi na
S, v)=gw)—g@),
gde smo stavili g(u)=f(u, a).

Medutim, ako su svi koeficijenti 4,, A, ..., A,—, osim A, jednaki nuli,
tada se, zamenjujuéi u jednadini ¥, sve promenljive Xx;, X, X3, ...y Xop_1, Xop
osim  X,, Xpu3, X;n—p S@ @ 1 stavljajuéi x,=b, x,3=1u, X,,_,=V, jednalina F,
svodi na

(3.1.14) A, [f (@, b) f(u, v)+f(a, v) f(v, b)+ f(a, v) f(b, )] =0.
Ako se u (3.1.14) stavi v=>5 bide

(3.1.15) f(b, uy=—f(u, b).
Na osnovu (3.1.15) iz (3.1.14) dobija se
S, v)=g @) h(v)—g®) h(u),

pri Cemu je gu)=/(a, u), h(u)=f(b, w)/f(a, b).

Drugi slucaj: 1<k<n—1. U ovom sluéaju iz uslova (3.1.6) zakljulujemo da
bar jedan od koeficijenata Ay, 4, 4,5, ..., 4,, ..., Ay, mora biti razli€it
od nule. Neka je 4,(#0), kao i u prethodnom sluéaju, koeficijenat ciji je
indeks najmanji. Razlikovaéemo sledece tri moguénosti

a) r=0, by O<r<n—k—1, ¢) r=n—k—1.

U sludaju kada je r=0 (tj. 4,540), ako se stavi x, =x5=+ -+ =Xx,, =X, =4,
x,=b, x;=u, iz jednaine F, dobija se f(a, u)= —f(u ,a). Stavljajuéi x5=xs=
==X, =X =4, X,=U, X3=V, X,=b, jednadina F, dobija oblik koji glasj

(3.1.16) Ay[f (b, a) f(u, v) +£(b, a) f(a, u)+f(a, b) f(a, v)]
+A0[f(ay u) f(aa V) _}’f(a’ u) f(V, a)]
+ 4,1/ (b, @) f(au)+f(a, b) f(a, w)]=0.
Na osnovu f(a, u)=—f(u, a), (3.1.16) postaje
, S ) =g ) —gO),
gde je g(u)=f(u, a).
Zamenjujudi, u sluc¢aju kada je O<r<<m—k—1, sve promenljive x;, x,,
X35 euvs Xopeys Xz OSIM X, 1 X3 82 a 1 stavljajuéi x,=b, x,.;=u, jednadina
F, svodi se na

Arf(aa b) [f(a’ u) +f(u7 0)]=0,
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odakle
3.1.17) fla, wy=—f(u, a).
Ako se pak sve promenljive x;, X,, X3, ..., X3p_1, X, OSIM X,, X3, X,i4

zamene sa a i ako se stavi x,=u, x;=V, X,.,=D>b, jednaCina F, dobija oblik
koji glasi

(3.1.18) A1 [f(a, b) f(a, u)+ £ (b, a) f(a, u)]
+A,[f (b, a) f(u, v) + (b, a) f(a, w)+f(a, b) f(a, v)]=0.
Na osnovu (3.1.17) i (3.1.18) dobija se
Sfu, v)y=g@)—g ),
pri ¢emu je uvedena oznaka g(u)=f(u, a).

Najzad, u slucaju r=n—k”—1, stavljajuéi x, =b, Xy g3 =V, Xpgr=U |
zamenjujuéi sve ostale promenljive sa g, jednaCina F, svodi se na jednacinu

(3.1.19) Apy— f(a, ) [f (u, V) +f(a, )+ f (v, a)]
+An—k*1f(b> a) [f(as V) +fl(v5 a)]:o'
Iz (3.1.19) za v=a dobija se f(a, u)=-—f(4, @), pa na osnovu toga
(3.1.19) postaje
, £, V) =g @—g ),
pri éemu je g(u)=rf(u, a).
Tredi slucaj: k=n—1. U ovom slu€aju imamo
F(xy, X35 X35 <05 Xap1s X2p)
={f(x1> X))+ (x5, X))+ - -+ +(Xan-3s Xap2)} Ao S (X3n1s X20)-
Iz uslova (3.1.6) sleduje A4,#0. Jednadina F, moZe se tada podeliti sa
Ay, pa se u tom slutaju dobija funkcionalna jednaCina ¢&ije je opSte reSenje
(videti: [2]):
f(u’ V) = g(ll) —& (V)’

gde je g proizvoljna funkcija.
Prema tome teorema 3.1.2 je dokazana.
n—k—1
Primedba. Ako je > A;=0, funkcija (3.1.7) je reSenje jednaline F,, ali
j=0
ostaje otvoreno pitanje opStosti tog reSenja.

3.2. Funkcionalna jednacina F,

Funkcionalnu jednadinu (3.1.1), gde je
(3.2.1) F(x), X3, X3, vy Xapeys X2m)

={f (15 )= (g5 x3) 4+ - =S (K2gmas Xap3) TS (K21 X310}
n—k—1
x Z A (X2 kejets X2n—j) za k neparno,
i=o
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={f(x, x)—f(xgs x3) 4 o (pmss Xop—2) —f X2k X25-1)}

n—k--1
X Z A; f (X2 g+jers X2n—5) za k parno,
i=0
[ C2—>C 4;€C (j=0,1,..., n—k—1) takvi da je
n—k—1
3.2.2) Z A;#0,
j=0
zvatemo: jednacina F,.
Teorema 3.2.1. — Opste resenje jednacine ¥, u sluéaju k=2m—1 dato je
formulama
(3.2.3) S, v)=gu)—g®),
ili
(3.2.4) fuv)y=g@)h(v)—g () h(w).

U slucaju k=2m opste reSenje ove jednacine je jedna konstanta ili funk-
cija (3.2.3).

Funkcija g i h: C—C, koje se pojavijuju u opStim reenjima su proizvoljne
Sfunkcije.

Dokaz. Potrazimo prvo opSte reSenje jednadine ¥, u slu€aju k=2m—1.

Stavljajuéi x;=u (i=1, ..., 2n), iz jednaline F, dobijamo
(3.2.5) f(u, uy=0.
Za X =Xy,=u, x;=v (j=2,...,2n—1), na osnovu (3.2.5) jednalina
F, svodi se na
(3.2.6) ko 4112 ) + £, 0) £, 0] =0,
ili, na osnovu uslova (31.2.2),
(3.2.7) fru,v)+ fu,v)f(v,u)=0.
Permutovanjem u i v, poslednja jednakost postaje
(3.2.8) Srv. wy+f(u,v) f(v, u)=0.

Sabiranjem (3.2.7) i (3.2.8) dolazimo do
. [/ @) +f(, W) =0,
j.

(3.2.9) f, w)y=—f(u,v).

Koristeéi se relacijom (3.2.9), jednadinu F, moZemo svesti na jednacinu
F,, ¢ije je opste reSenje. prema teoremi 3.1.2, dato formulama

(3.2.10) Su,v)=gu)—g (),

ili

(3.2.11) fu,v)=g @) h(»)—g @) h(u).
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Buduéi da funkcije (3.2.10) i (3.2.11) zadovoljavaju jedna&inu F, (pro-
verava se kao u slu¢aju jednadine F,), teorema 3.2.1 jc dokazana za sluaj
k=2m—1. .

Sada ¢emo- preéi na dokaz teoreme 3.2.1 za slucaj k=2m.

Sve funkcije f: C*—> C mozemo podeliti na dve klase:

Klasa K, svih funkcija f za koje vaZi f(u, u)=0;

Klasa K, svih funkcija /" za koje vaZi f(u,u)#0.

Potrazimo prvo opSte reSenje jednadine F, za slu€aj k=2m u klasi
funkcija K.

Stavljajuéi x; =x,,=u, x;=v{(j=2, ..., 2n—1), na osnovu pretpostavke
S (u,u)=0, iz jednaline F, dobijamo relaciju (3.2.6), odakle, na osnovu uslova
(3.2.2), dolazimo do (3.2.7). Permutujuéi promenljive u i v, iz (3.2.7) dobijamo
(3.2.8). Sabiranjem (3.2.7) i (3.2.8) dobijamo (3.2.9), tako da se u ovom slu-
faja jednacina F, svodi na jednacinu F;. Prema tome, opSte reSenje jednacine F,
za sluéaj k =2m u klasi funkcija K, dato je formulom (3.2.10).

PotraZzimo sada opite refenje jednadine F, u klasi funkcija K,. Buduci
da je tada f(u,u)=£0, postoji bar jedan broj ¢ (¢ € C), takav da je f(c,¢)=#0.

Za x,=u, x;,=c¢ (i=2, ..., 2n), jednaéina F, svodi se na
(3.2.12) flu,e)=«a,
gde smo stavili f(c, ¢)=«.
Stavljajuéi x,=u, x,=v, x;=c (i=3, ..., 2n) 1 koriste¢i (3.2.12), iz

jednacine F, dobijamo
n—k—1

2 4@ w1 =0,
odakle, na osnovu uslova (3.2.2)
(3.2.13) fw,v)=f(c,v).

Ako se u (3.2.13) stavi u=v dobija se f(v,v)=f(c,v), §to zajedno sa
(3.2.13) daje

(3.2.14) S v)y=f,v)=f(c,v).

Na osnovu uslova (3.2.2) medu koeficijentima A,, 4,, ..., 4., ..., Ayp—s—
postoji bar jedan koji je razliCit od nule. Neka je A4, (#0) koeficijent C¢iji je
indeks najmanji.

Ako u jednadini F,, sve promenljive X, X;, X3, ..., X351, X5, OSIM

X, 1 Xp.3 zamenimo sa ¢ i ako stavimo x,=x,;=u, na osnovu (3.2.12) i
(3.2.14), dobijamo

AT [f(C, u) —~f(C, C)]z = 0:

odakle

(3.2.15) f(c, u)=a.
Na osnovu (3.2.15) iz (3.2.13) dobijamo

(3.2.16) f(u, v)=a.

Ovim je teorema 3.2.1 dokazana,
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Primedba. Funkcije (3.2.3) i (3.2.16) su reSenja jednacine F, i u slufaju kada je
n—k—1
j=0
ali ostaje otvoreno pitanje opStosti tih reSenja.

3.3. Funkcionalna jednacina F,
Funkcionalna jednatina F ako je n=2 glasi
(3.3.1) Sy %) f(xs, x) +F (xps x3) f (X4, X)) (X1, X4) f(x5, X3)=0.
Njeno opste reSenje prema teoremi 3.1.1 je (videti takode: [8])
f(u, v) = H(u) K(v)— H®) K (u).
Ovde éemo dati jednu generalizaciju jednaline (3.3.1).
Funkcionalnu jednacinu /
(3.3.2) SOy x;) (x5, X))+ (x5 X3) 8(xs, X3) +S (x5 x4) g(X5, X3) =0
[ C*->C, zvaéemo: jednacina F,.
Za jednaCinu F, dokazademo sledeéi rezultat:

Teorema 3.3.1. — Opste resenje jednacine ¥, dato je formulama
(3.3.3) S, vy =K, (u) H,(v)— K, (u) H,(v),
(3.3.4) g(u, v) = H, () Hy(v)— H,(¥) Hy (),

gde su H,, H,, K,, K,: C—~>C proizvoljne funkcije.

Dokaz. Trivijalno re$enje jednaline F, sadrzano je u formulama (3.3.3)
i (3.3.4). Za svako netrivijalno reSenje postoje bar dva para brojeva (a, b) i
(c, d) (a, b, ¢, d=C) takvi da je f(a, )0 i g(c, d)70.

Ako u jednacini F; stavimo x, = a, x, = xy = x, = b, dobijamo f(a, b) g (b, b) =0,
tj.
(3.3.5) g(b, b)=0.

Stavljajuéi x,=a, x,=x;=>5, x,=u, jedna¢ina F;, na osnovu (3.3.5) svodi
se na g(b, u)+g(u, b)=0, odakle

Za x,=a, x,=b, x;=u, x,=v, jednatina F; postaje
(3.3.7) S(a,b)g(u,v)+f(a,u) g(v,b)+f(a,v)g(b,u)=0.

Uvodeéi oznake f(a,u)/f(a,b)=H,(u), g (b, u)=H,(u), na osnovu (3.3.6)
i (3.3.7) dobijamo
(3.3.8) g(u,v)=H,(u) H, (v)— H, (v) H, ().

Ako sada stavimo x,=u, x,=v, X;=c¢, x,=d, iz jednaine F;, na osnovu
(3.3.8), dobijamo
(3.3.9) Sfu,v)= K, (u) Hy(v)—H, (v) K, (),
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gde smo uveli oznake

K (u) _ H( (C)f(ll, d)_Hl (d)f(u! C) K (u) _ HZ (c)f(u, d)'—Hz (d)f(ua C)
‘ g(c,d) C g(c,d) '

Ovim je teorema 3.3.1 dokazana.

3.4 Funkcionalna jednacina F,

U radu [6] P. M. VasIC je dokazao da funkcionalna jednadina

SO, Xa oony Xpots X)) (Xpers Xnaos Xpazs ooes Xop)
=f(X15 Xas vevs Xnmis X)) S (Xns Xpizs Xpizs - -vs Xop)
+ Xy, Xy ooy Xpmts Xpa) S (Kpe1s Xpy Xpizr v es Xog)
e e e s
+f(x1’ X27 v xn—I’ xzn)f(xnﬂa x’n+2’ cr e xzn—l’ xn)

ima opSte reSenje dato sa
f(ul’ u27 tre un): A{Hl (u1)7 Hz(“z)’ Ty Hn (un)}
gde su H;(i=1, .., n): C—C proizvoljne funkcije.

U ovom odeljku da¢emo jednu generalizaciju ovog rezultata P. M. VASICA.

Neka je 0, ; operator koji vrdi razmenu argumenata na i-tom i j-om
mestu u funkciji F, tj. neka je

0 5 F (X1, ooy Ximis Xgs Xgrts ovns Xjmis Xjy Xjugs e Xy)
=F(.Xl, ey Npgs x]', Kitls vo o X]'—l’ Xis x]'+1, ce ey Xn).
Posmatrajmo funkcionalnu jednaéinu

(3.4.1) a F(x,, X5, X3, .y Xgg)

kn
= Z len,rF(xl’ Xys wvns Xpois Xps Xpits o5 Xgn),
r=n-—+
gde je
k—1
Fxy, x5 000, xkn):rlof(xniﬂ’ Xuiizs <> Xngen)
ie

(f: C">C, o parametar iz C) koju ¢emo zvati: jednacina F,.
p 4

Za jednatinu F, nismo mogli da dobijemo opste refenje u sludaju
a=r(k—1) (r=2, ..., n—1). Rezultati koje smo dobili u vezi ove jednacine
sadrZani su u sledecoj teoremi.

Teorema 3.4.1. — Opste reSenje jednacine ¥, u slucaju o« =k—1 je
(3.4.2) Sy, vy oo, ug)=A{H (), Hy (1), ..., H, (uy)}.
Ako je a=n(k—1), njeno opste reSenje dato je sa

(34.3) _f(ula Uyy «vny un) :K(ux)K(uz) e K(Un),
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(3.4.4) Suy, uyy e, uy)=0.
Za atrk—1) (r=1, ..., n) opste resenje je (3.4.4).

Funkcije K, H, (i=1, ..., n): C—C koje se pojavijuju u opstim rese-
njima su proizvoljne funkcije.

Dokaz. U slutaju a=k—1, teorema 3.4.1 dokazana je u Clanku [9]. Zato
¢emo odmah pre¢i na dokaz teoreme 3.4.1 za a==n(k—1). Podelimo sve funk-
cije f1 C? — C na dve klase: Klasu K, u kojoj je f(u, ..., u)5%0 i klasu K,
u kojoj je f(u, ..., u, uy=0.

Za funkcije iz klase K, postoji bar jedan broj a(a < C), takav da je
fla, a, ..., a)=0.

Ako u jednaini F, stavimo x,,;=u a ostale promenljive zamenimo sa
a dobijamo

(3.4.5) fla, ..., a u a, ..., a)y=f(a, a, ..., a, u).

Stavljajuéi. x,.;=u, Xx,;=v(j>i) i zamenjujuéi sve ostale promenljive sa
a, iz jednacine F,, na osnovu (3.4.5), dobijamo

(3.4.6) fla, ..., a, u, ..., v, ..., a):f(a’a’""a’")ﬂa’a""’a'v).
fla,a,...,a

Pretpostavimo da je

(3.4.7) Sla, . ., Uy, ooy G Uy o, Gy o, U, Gy .., )

k
Hf(a, a, ..., a, u)
ol

n f(a, a, ..., a)k!

Ako se stavi X, ; =y, Xpiiy=Uy, ..., Xniiy =Ugs Xnvig | =Uk 1, i ako
se ostale promenljive zamene sa a, jednadina F, svodi se na

(3.4.8) Kf(a, ....a)f(a, ..oty ooy @ llyy ovvy iy Upy Gy oy Upygyeee,d)

=1, . ..oa,u)f(@ .. Uy ey Uy Uy, Q)
@ @ u) (@, Uy, Gy Uy ey Uy e, @)
Hf(a, oo @ ) f(@ Uy, Uy ey e Uy e, Q).

Na osnovu induktivne pretpostavke (3.4.7), iz (3.4.8) sleduje da je

(3.4.9) A G P 7 N 7 SN AR |
k1

Hf(a,a,...,a,ui)
- fla, a,...,afF '

Prema tome dokazali smo matematickom indukcijom da vaZzi formula
(3.4.9) za svako k<<n.
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Stavljajuéi x;=a (i=1, 2, ..., n), Xp=u; (j=1, 2, ..., 1) Xyps=a
(s=1,...,n(k—2)), iz jednacine F, dobija se
(3.4.10) nf(a, a, ..., a)f(u, ty, ..., ty)

=f(a’ ceey 4, ul)f(aa uZ’ u3; e v un)
+f(a> LI a’ uz)f(ul’ a’ u35 u45 e e un)
4.

+f(a, .o, a, uy) f (U, Uy ey Uy, Q).

Na osnovn (3.4.9), (3.4.10) se svodi na

I:Ilj'(a, a, ...,a, u;)
(3.4.11) Sy thyy o ) =

Uvodeéi oznaku f(a, ..., a, w)/V f(a, a, ..., a* ' = K (u), dobijamo da
funkcija f u slu€aju a=n(k—1) zaista ima oblik (3.4.3).

Potrazimo sada opS3te reSenje funkcionalne jednacine F, u klasi K,. Do-
kaza¢emo prvo sledecu lemu:

k J j U' : 29 * ey ¥p—1 j dnaka un,
)ada je 12 u u 4
f‘(”l > u29 ooy un) = O.

Dokaz leme 3.4.2. Neka je E,_ =(l, 2, ..., n—1) i S, jedan podskup
skupa E,_,, koji sadrzi m elemenata (l<<m<n—1).

U klasi funkcija K, vaZi f(u,, u,, ..., uy,)=0.

Pretpostavimo da je
(3.4.12) SO vy oo Vs Uy) =0,

gde je \
Vi=1uy, @ S Sm)’

=Y; (ie En—l\Sm)-
Dokaza¢emo da je tada i
(3.4.13) Sy, wyy ooy Wy, Uy)=0

gde je
Wy=Uy (€ Sn),

=i (S Ep S

Zamenjujuéi x,, ,=x; (m=0, 1, ..., k—1) u jednaini F, i stavljaju¢
Xx;=w;, na osnovu pretpostavke (3.4.12) dobijamo

(k_‘l) (n_m) [f(wl: Was oo Wy un]k:():

odakle, buduéi da je k>2, m<n, dobijamo (3.4.13). Prema tome, lema 3.4.2
je dokazana indukcijom, !
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Stavljajuéi xup,.;=u; (m=0, 1,..., k—1) 1 vodeéi raCuna o dokazanoj
. lemi, iz jednaCine F, dobijamo

(k—D(n—D[f(u, 4y, ..., u)F=0.
Buduéi da je k>1 i n>1, odavde neposredno dobijamo da funkcija f u
klasi funkcija K, ima oblik (3.4.4).

Lako se proverava direktnom zamenom u jednalini F, da funkcije (3.4.3)
i (3.4.4) zadovoljavaju jednaCinu F, u sludaju a=n(k—1).

Time je teorema dokazana i za sluaj a=n(k—1).

Predimo sada na dokaz teoreme u sluCaju azr(k—1)(r=1,..., n).

I u ovom sluéaju vazi lema 3.4.2.

Stavljajuéi xppe=x; (m=0,1, ..., k—1) i vodeéi rauna o gore pome-
nutoj lemi, iz jednadine F, dobijamo

[a— (k=D (xp5 x5, -, ) =0.

Kako je a¥k—1, odavde neposredno dobijamo tvrdenje teoreme za
sluéaj afr(k—1) (r=1, 2,..., n).

Prema tome, teorema 3.4.1 je u potpunosti dokazana.

Primedba. Funkcija

(3414) .f(ul’ uza L] un) :A{Hl (ul)a H2(“2)9 L] Hs(us)} fI Hl (ui)a
i=s+1

gde je s=n—r+1, H;(i=1, ..., n—r+1) proizvoljne kompleksne funkcije, je
refenje jednaine F, ako je a=r(k—1). Ali ostaje otvoreno pitanje opStosti
ovog reSenja.

Ima jednadina &ija su opSta reSenja data sa (3.4.14). Posmatrajmo funk-
cionalnu jednacinu

(3.4.15) 21(x;, X5, X3) [ (X4, X5, X6) =F(Xy, X5, x) F(x3, X5, X¢)
F(xy, X5, Xs) f(x4, X5, Xg) + (X1, X5, Xg) (X4, X5, X3).
Dokazacemo da ova jednaCina ima opSte reSenje oblika (3.4.14).
Za X=X, =X3=X,=Xs=X¢=u, iz (3.4.15) dobija se f(u, u, u)=0.
Ako se stavi x;=x,=X,=X5=u, X;=Xx,=V jednacina (3.4.15) svodi se na

2f2 (us U, V) :fz(ua u, V),
S, u, v)y=0.

Za svako netrivijalno reSenje jednacine (3.4.15) postoje bar tri kompleksna
broja a, b, ¢ takva da je f(a, b, ¢)=£0.

Stavljajué¢i x,=a, x,=b, x,=xs5=c, X;=Uu, xXs="v, na osnovu prethodnih
rezultata, iz (3.4.15) dobijamo

f(u’ c, V) = _f(c, u, V).

odakle je

3 Publikacije
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Za x,=a, x,=b, Xx;=¢, X;=U, Xs=V, Xg=W imamo
(3.4.16) 2f(a, b.c) f(u,v, w)=f(a, b, w) f(c, v, w)

_f(a’ b, V) f(cs u, W) +f‘(a’ ba W) f(ua v, C)'
Ako se u (3.4.16) stavi w=¢, dobija se

f(a’ b’ C) f(u, v, C) :f(a’ bs u) f(C, v, c)—f(a, b’ V) f(C, U, C).

Ako se pak stavi u=c¢, dobija se

f(a, ba C) f(C, v, W) :_f(a7 b’ W) f(C, v, C),
pa na osnovu toga (3.4.16) postaje

S(us v, wy=H,(u) H,(v) H,(w)—H, (v) H,(u) H,(w),
pri ¢emu su uvedene oznake

;E"av‘;‘; = H, (W), f(e, u, )= Hy ()
Dakle, imamo
S, v, w) = A{H, (w), H, (v)} H, ().
Isto tako za r=n funkcija (3.4.14) svodi se na (3.4.3). Ako se uzme da je
1 HG)-1,
i=n+1
tada se (3.4.14), za r=1, svodi na (3.4.2).

Sve ovo sugerira da se postavi sledeca hipoteza:

Hipoteza 3.4.1. — Opste reSenje jednacine ¥,, u slucaju o =rk—1) (r=1, ..., n)
dato je formulom (3.4.14).



4. NEKI SISTEMI KVADRATNIH FUNKCIONALNIH JEDNACINA
4.1, Sistem funkcionalnih jednaéina S,

Neka je
F(x,, X3y X35 covy Xopys Xam)

={f0xy, %) +f(x3, X)+ -+ - (1, Xa0)}

XA SXoks1s Xom) T Kokias X2q—a) + = 0+ +f(Xpsns> Xpenr0}s
G(X)y Xy X35 «ovy Xopoys Xap)

={g(x1, X;) + (X3, X))+ « -+ +&(Xp-15 X2}

x {8 (X2pt1> X20) 8 (Xakes Xon—) + ¢+ + & (Xpsns Xgrar)}s
H(x, X5, X3, o0y Xopt> Xop)

= {15 x2) +f (x5, X))+ -+ F (g1, X20)}

X {8 (Xaks1s X20) + & (Xaps2s Xpm—t) + + * + + & (Xpin s Xppens1)}3
K(x,, Xy, X3, vy Xopys Xap)

={g(x1, X)) +8(x3, X+ - =+ +&(Xap—1> X21)}

<A S Xagsrs Xaw) T/ Kapins Xop—) + - =+ S Kkrns Xpsnen)}s

gde su f, g R>— R, proizvoljne funkcije i n>2.
Sistem funkcionalnih jednacina

F(x;, %y, X35 «ovy Xopeis> Xon) FF (X, X3, Xgy oo oy Xppy Xp)+ ¢ = -

+ F(Xy, Xaps Xas oo vs Xapegs Xopq) S8R a{G (X1, X5, X3, ooy Xyp—y, Xag)

F G(Xys Xyy Xgy vvvy Xogy X)) 4+ oo + G (X, Xy X2 vvvs Xopes Xap—y)} =0,
H(x;, X5y X35 ooy Xype1> Xan) FH, X35 X4y oovy Xops Xp)+ 0 0

+I-I(xla xzns xz’ ] xzn*2> x2n—1)+K(x1’ xza X3, cre x2n~—19 xzn)

+ K (X, X3y Xgy ovey Xogps X))+ oo F KXy, Xaps X5 o vvs Xopgs> Xgp—1) =0,

gde je o realan broj, zvacemo: sistem S,.
Za sistem S, dokazafemo slede¢i rezultat:

3 35



36 Radovan R. Jani¢

Teorema 4.1.1. — Opste resenje sistema S, dato je formulama
(4.1.1) Su, v)=p@)—p©),
(4.1.2) gu, v)=qw)—q),

gde su p i q proizvoljne realne funkcije.
Dokaz. Razlikovaéemo tri sluéaja:
1° «<<0, 2° =0, 3 a>0.

Prvi slucaj: «<<0. U ovom sluCaju sistem S; glasi

F(xy, Xpy ooy X)) FF(Xy, X35 oovs Xopy Xp)+ # 0
-+ F(Xl, xzn’ xz’ AR ] xzn—l)—G(xl’ xz, ] xm)
—G(X1, X3y covy Xopy Xy)— o —G (X, Xapy Xps oovs Xog—y)=0,
(4.1.3)
H(xla Xy e xzn)+H(xla X35, ooy Xops x2)+ ttt
FH (X, Xaps Xgs vevs Xag 1) FK(X5 X35 200y Xay)
F K0y, X3, ciny Xaps X))+ 00 FK(X), Xop, Xas oiiy Xop—y)=0.
Ako se u sistemu (4.1.3) promenljive x; (i=1,2,..., 2n) zamene sa v,
dobija se
S, wy—g*(u, wy=0, 2f(u, u) g (u, u)=0,
odakle je
(2.1.4) S, wy=0; g, uy=0.

Za svako netrivijalno refenje sistema (4.1.3) postoji bar jedan par realnih
brojeva a, b takvih da je f(a, b)#0.

Neka je k=1. Ako se izvr8i supstitucija xs=x4= - =X, =X, =X,=4a,
xy=5, x,=u, na osnovu (4.1.4) sistem (4.1.3) postaje

f(a’ b) [f(u’ a) +f(a’ u)]"‘g (a’ b) [g (u’ a) +g(a, u)] =0,
(4.1.5)

g(a, B)[f(u, @)+ f(a, w]+S(a, b)[g (u, a) +g(a, )] =0.

Kako je
f*(a, b) +g*(a, b)#0,
iz (4.1.5) sleduje

(416) f(a= u)= _f(u’ a)9 g(a9 u) =—§ (ua a)'

Stavljajuéi u sistemu (4.1.3) Xxs=X5= - - - =Xy, =X,=a, X, =V, X;=b, X, = u
na osnovu (4.1.4) i (4.1.6), dobija se

Sa, )[f (u, V)—f(u, )+, a)]

—&(a, b)[g W, v)—g (u, A) +g (v, D] =0,
g(a, b)[f(u, V—f(, @) +f(, a)]

+f(a, b)[g (u, v)—g W, @) +g (v, )] =0,
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odakle
f(u9 V)—f(u, [l) +/‘(V, a) :Oa
i g(u’ v)—g(u, (Z) +g(v9 a) = 0,
ty.
S, v)y=p@@)—p (),
(4.1.7)

g(u, V) =qw)—q(),
gde su uvedcne oznake p(u)=f(u, a), q(u)=g (u, a).

Posmatrajmo sada sluCaj kada je 1<k<n—1. Za x,=x5=- - =x,,=
=x,=a, x,=b, x;=u, sistem (4.1.3) postaje

Sfla, B[ f(a, w)+f(u, 9)l—g(a, b)[g(a, w) + g (u, @)] =0,

. g(a b)[f(a, w)y+f(u, a)l+f(a, b)[g(a, u)+g(u, a)]=0,
tj.
(4.1.8) fla, u)y=—f(u, a), g(a, )= —g (u, a).

Stavljajuél xs=xs= -+ =X, =X;=a, X,=U, X;=V, X,=b, na osnovu
(4.1.4) i (4.1.8) sistem (4.1.3) dobija sledeéi oblik

f(a, DY [ f(u, v)—f(u, a) +1(v, a)]
—& (‘15 b) [g (u, v)‘"g (ll, (1) +& (2 a)}= 0,

g(a’ b) [fu’ V) _f(u’ a) +f.(v’ (1)]

+f(a, b)[g (u, v)—g (u, @) +g (v, )] = 0.
1z (4.1.9), zbog f?(a, b) + g*(a, b)#0, dobijamo
S, v)=p@)—p ),

(4.1.9)

(4.1.10)
g, V)=qu)—q @),

pri demu je p (W) =f(u, a), g(u)=gu, a).

Najzad, posmatrajmo sluaj kada je k=n—1. Ako sve promenljive x,,
Xys X3y eves Xppeys Xpq, OSIM X, 1 X,,, zamenimo sa a4, i ako stavimo x,=u,
X,n=Db, sistem (4.1.3) svodi se na

f(a, b)[f(a, u) +f(u, a)]—g (a, b)[g(a, u) + g (u, @)} =0,

g(a5 b) [f(a’ u) +f(u’ a)] +f(a’ b) [g(a’ u) +& (us a)] =0.
Iz (4.1.11) imamo
(4.1.12) fla, uy=—f(u, a), g(a, u)=—g W a).

Ako se u sistemu (4.1.3) izvrZi supstitucija x;=x,=-: - =x,, ,=x,=4a,
X,=V, Xy =b, X,,=u, na osnovu (4.1.12), dobija se

f(as b) [f(ua v)—f(u, ll) +f(v’ a)]
—8 (05 b) [g (u’ V)—g (u’ a) +8g (V, a)] = 0,

g @ b)[f(u, v)—f(u, @) +1(v, )]
+f(a, b)[g (u, v)—g (u, &) +g (v, @)] =0.

(4.1.11)

(4.1.13)
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Iz (4.1.13) nalazi se
S, v)=p@)—p©),

g, v)=q(w)—q(v),

(4.1.14)

pri ¢emu su uvedene oznake p (u)=f(u, a), q(u) =g (u, a).

Prema tome, dokazali smo teoremu 4.1.1 u slucaju kada je a<CO.
Drugi slutaj: oo=0. U ovom slucaju sistem S, svodi se na

Fxp, Xy X5y oon s Xopyg, Xag) FF O, X5, Xy ooy Xypy X))
+ o F(X), Xypy Xpy ooy X)) =0,
(4.1.15)
H(x, Xy voo s X)) FH ), Xy, 000y Xogyy Xp)+ -0 o
4 H(x|, Xops X5s ooy Xope ) K (X, X5y ooty Xyp)
FK (X, X35 00, Xgp, X))k KX, Xy, Xpy eeey Xap =0

Opéte redenje prve jednaline sistema (4.1.15) je (videti: [1] i [21):
(4.1.16) S, v)=p@@)—p©),

pri cemu je p(u)=/f(u, a).

Ako se u drugoj jednacini sistema (4.1.15) stavi x, =5 a sve ostale pro-
menljive x;(i=2,3,...,2n) zamene sa a (a, b realni brojevi, takvi da je
f(a, b)s£0), dobija se

Sf(a, b)g(a, a)=0,
odakle

(4.1.17) g(a, a)=0.

I sada ¢emo razlikovati tri slucaja:

a) k=1; by 1<k<n—1; ¢) k=n—1,

U sluCaju kada je k=1, stavljajuéi xs=x4=--.=x,,=Xx=a, x,=v,
x3=b, x,=u, druga jednalina sistema (4.1.15), na osnovu (4.1.16) i (4.1.17),
postaje
(4.1.18) fla, byg(u, v) +f(a, b)g(a, u) +f(b, a) g (a, v)

+8(a, b)f(u, v)+g(a, b)f(a, u)+ g (b, a)f(a, v)
+f(a, v)yg(a, u)+f(a, vyg(u, a)=0.

Ako se u (4.1.18) stavi v=a, na osnovu (4.1.17), dobija se g(a, u)
= —g(u, a), pa se na osnovu toga (4.1.18) svodi na

gu, v)=qw)—q ),

gde smo uveli oznaku q(u)=g(u, a).
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Ako, u slufaju kada je l<k<m—1, sve promenljive x;, x,, X3, ...,
Xap—1) Xap OSIM X, 1 x; zamenimo sa a, i ako stavimo x,=b, xy=u,, druga
jednadina sistema (4.1.15) postaje

J(a, b)[g(a, u)+ g (u, a)] =0,

odakle g(a, )= —g(u, @). Za Xs=Xg= - -+ =Xy =X, =0, Xy=U, X3=V, Xy=b,
na osnovu g(a, u)= —g(u, a) i (4.1.16), druga jednadina sistema (4.1.15) dobija
sledeéi oblik
g, V)= qu)—q ),
gde je q(u) =g (u, a).
U sluCaju k=n—1, za x3=x,= =X, =X,=4, X,=U, X,,=b, na
osnovu (4.1.16), iz druge jednacine sistema (4.1.15) dobija se

g(a, u)= —g(u, a).

Stavljajuéi x;=xX,=+ -+ =Xyp =X, =4, X, =V, X,_; = b, X,, =u, na osnovu
(4.1.16) i g(a, u)+g(u, a)=0, iz druge jednacine sistema (4.1.15) nalazimo da je
g(u, V) =q)—q @),

pri ¢emu smo stavili q(u)= g(u, a).
Dakle, teorema 4.1.1 je dokazana i u slucaju kada je «=0.
Tredi slucaj: o>0. U ovom slucaju sistem S, glasi

F(xy, X5, X35 ooy X))+ F(xy, X35 X4y ooy Xopy Xp)+ - ¢
F F(xp, Xams Xas vovs X)) F G (X1, X5, X35 oovy Xop)
F G (X X35 Xgy vvns Xap, X))+ 00 o +G(X, Xppr Xg5 ovve X35 1)=0,
(4.1.19)
H(x, X5y X35 ooy Xon) FH(X, X3, X4y ooy Xppy Xp) 4 o o
T H (X Xops X250 oo s Xop—) FK(x), X5 X35 200y Xpp)
F K (X5 X35 X4y oo Xags X))+ oo 0 KX, Xaps Xpp «ovy Xppq)=0.

Uvode¢i nove funkcije s i ¢+ pomoéu formula
s(u, v)=f(u, v)+ g u, v),

(4.1.20) A
t(ll, V) :.f(u’ v)—g (ll, V),

sistem (4.1.19) postaje
S(xu Xys X35 +vvs x2n)+S(x19 X3s Xgy oovs Xops x2)+ Tt
+8(X), Xaps Xay vovy Xape) FT(X), X5y X3y ooty Xap)

FT(Xy, X3, Xgy oovs Xaps X))+ 000+ T(Xy5 Xops Xp5 vy Xppy) =0,
(4.1.21)
S(xy, Xy5 X35 ooy Xpp) FS(Xy5 X35 Xgs ovs Xppy Xp) 0 0

+S(x1’ Xams Xz5 ¢ v xzn—l)—T(xhxb X35 oens xzn)

—T(xp, X3 X4y ooy Xpps Xp)— =+ —T(X;, Xy, X3, e0n Xp5—1) =0,
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gde smo uveli oznake

S(x1, Xpy X35 ovvy Xap—ys Xap)

={s(x;, X)) +50x3, X+ - - - +8(Xppy5 X2p)}

XAS Kz gars X20) +8(Xapz> Xan—)+ * + 0 + 5 (Xpans Xpen+1)}s
T(xyy X35 X35 vy Xapoys X20)

={t(xy, X)) HE(x3, X))+ - - HE(X g5 Xop)}

X (X pe1X20) FE(Xagizs Xon—0) + o o+ HE(Xpins Xgens)}

Uporedujuéi jednaine sistema (4.1.21), nalazimo

S(X1, X35 X35 o vvs Xopnoys X20) FS(X, X35 X5 ooy Xag, X3)
o B S(X Xy Xy ey Xopas Xp5-) =0,
(4.1.22)
T(xla X2, xJ’ et xzn—l, in)+T(x1: X3, x4’ L] xzn, xz)
+ oo+ (X, Xaps Xas o evs Xap—zs Xpn—y) = 0.

Opste reSenje sistema (4.1.22) je (videti: [1] 1 [2]):
s(u, v) =m@u)—m(),
t(u, v) = h () —h(v),

gde su m i h proizvoljne realne funkcije.
Na osnovu (4.1.20) i (4.1.23) dobijamo

S, vYy=puw)—p©»),
g, v)=qm)—q ),

pri ¢emu su uvedene oznake

(4.1.23)

P~ Im@)+h@) g~ L m@—hGl

Ovim je teorema 4.1.1 dokazana i u sluaju kada je «>0.
Time je teorema 4.1.1 u potpunosti dokazana.

4.2. Sistem funkcionalnih jednacina S,

L. CARLITZ u svom radu [3] A special functional equation posmatrao je
funkcionalnu jednaéinu

(421) f(x17 xz, X3)f(x4, X5, x6) +f(x2’ xls X4)f(X3, xS’ xﬁ)
+f(xps X2, X5) [ (X3, X45 X6) +1 (X, X1, X6) (X3, X4, X5)=0.
gde je f: C*—C,
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U navedenom radu on je dokazao sledcéi rezultat:
Teorema 4.2.1. — Opste reSenje funkcionalne jednacine (4.2.1) glasi
4.2.2) S, v, wy=A{H, (v), H,(v), H; (W)},
gde su H;(i=1, 2, 3): C— C, proizvoljne funkcije.
Sistem funkcionalnih jednadina
S(xp, x5, X3) f(x4, x5, X6) + 15, X1, X4) f (x5, X5, X)
S (X15 X2, X5) (X35 X4 X6) +f (X, X1, X6) f(X3, X4, X5)
+oa{g (xy, X5, X3) 8 (x4, X5, X6} + 8 (X5, X1, X3) 8 (X3, X5, X¢)
423 +8(Xy, Xy, X5) 8 (X3, X4, X6) +8(Xy, Xy, X6) & (X3, X4, X5)} =0,
@23 S(x1s x5, x3) 8 (x4, X5, Xg) T (x5, X1, X4) 8 (X3, X5, Xg)
+ (x5 X5, X5) 8 (X3, X4, X6) +1 (5, Xy, X6) 8 (X3, X4, X5)
+8(x), X3, X3)f (x4, X5, X6} + 8 (x5, X1, X) (X3, X5, X)
+g(xy, Xy, X5) f(X3, X4, X6) +8 (X5, X1, X6) [(X3, X4, X5)
+B{g (x15 X35 x3) 8 (X4, X3, Xe) + 8 (X2, X1, X4) § (X3, X5, X)
4.8 (x5 X3, Xs5) 8(X3, X4, Xg) + 2 (Xy, X;, X¢) & (X3, X4, xs)}:O
(f, & R*—>R, a, B € R date konstante), zvaéemo: sistem S,.
Ako uvedemo funkciju / relacijom
(4.2.4) B(u, v, W)= f(u v, W)+ ‘23 g, v, W),
sistem jednacina (4.2.3) svodi se na
h(xy, x5, x3) B (x4, X5, X6) -+ A (X5, X, X4) B (X3, X5, X)
+h(x;, X, X5) h(X3, X4, X6)+ h (xy, X1, X6) B (X3, X4, Xs5)

2
+(94 +a){g(x19 xZ’ X3)g(X4, XS’ x6)+g(x29 xl, x4)g(x3, X5, xﬁ)

42.5) + 8 (x15 X35 X5) (X3, X4, X6) + & (X2, X1, X6) & (X3, X4, X5)} =0,

@2 h(xy, X3, X3) 8 (X4, X5, X) + h (X, X1, X4) 8 (X3, X5, Xg)
+h(xy, x5, Xs5) 8(X3, X4, X))+ R (x5, X1, X6) 8 (X3, X4, X5)
+8(x,, X35 X3) h (x4, X5, Xe) + & (X2, Xy, X4) h (X3, X5, X¢)

+8(x1, Xp5 Xs5) B (X3, X4, X6) + & (X2, Xy, Xg) B (X5, X4, X5)=0.
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Razlikovaéemo sledeca tri slucaja:

g B &
1° ;+a=—P21 2° Z‘!’O(:O, 3° :‘FO{ZPZ (p>0)’

Prvi slucaj. %+a: —p2 U ovom slucaju sistem (4.2.5) glasi

h(xy, X5, X3) K (X4, X5, X6) + R (X5, X1, X) B (X5, X5, X¢)
+ h(xl s x29 XS)h(x37 X45 x6)+h(x25 X, x6)h(x39 X4, xS)
—{k (s x5 X3) K (X45 X5, X6) + K (X, X5 X4) k (X3, X5, X6)

Tk (xp, Xy, X5) k(X35 X4, X6) + K (X5, X, Xe) K (X35 Xy, X5)} =0,
(4.2.6)
h(xl’ Xz, x3)k(x4, xS’ X6)+h(X29 x19 X4)k(X3, XS’ x6)

Fh(xp, X2, X5) Kk (X3, X45 X6) +h(Xp, X115 X6) K (X3, X4 Xs)
4ok (xp, X5y X3) B (X4, X5, Xe) + K (X5, X, X)) B (X5, X5, X4)
+h(xy5 X3, Xs) R (X3, X4y X6) + K (X5, X15 X) B (X35 X4, X5)=0,
pri ¢emu smo uveli oznaku
(4.2.7) k (u, v, w)=pgu, v, w).
Stavljajuéi x, = x, = x;=x, = X5 =X =u, sistem (4.2.6) svodi se na
R, u, w)—k2@, u, uy=0, h(u, u, W)k (u, u, u)=0,
odakle
(4.2.8) h(u, u, u) =0, k(u, u, u)=0.
Za x,=Xx,=X;=X,=U, Xs=Xq="v, sistem (4.2.6) dajc
P, u, v)— K>, u, v)=0, h(u, u, vk, u, v)=0,
odakle dobijamo
(4.2.9) h(u, u, v)=0, k(u,u,v)=0.
Ako stavimo x;=Xx,=Xs=Xg=1u, X,=Xx;3;=V, iz (4.2.6) nalazimo
2h2 (v, u, u) + h(u, v, ) h(v, u, u)

—2k2(v, u, u)—k(u, v, wyk (v, u, u) =0,
(4.2.10)
4h (v, u, Wk (v, u, )+ h(u, v, Wk, u, v

+h@, u, Wk, v, u)=0.
Medutim, stavljajuéi u (4.2.6) x, =x;=v, X,=X,=Xs=Xg=1u, bie
o, u, u)+ 200, u, wh(u, v, u)

—k2(v, u, u)—2k (v, u, uyk (u, v, u) =0,
(4.2.11)
h(u, v, kv, u, wy+h (v, u, Wk (v, u, u)

+h(v, u, wyk(u, v, uy=0.
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Uporedujuéi (4.2.10) i (4.2.11) nalazimo da je
P, u, w)—k*(v, u, u)=0, h(v, u, wk (v, u, u)=0,

odakle dobijamo
(4.2.12) h(v, u, u)=0, kv, u, u)=0.

Smenom x; =x,=v, x,=X;=X;=xs=1u, sistem (4.2.6) svodi se na
‘ R, v, )—k?(u, v, u)=0, h(u, v, k(u, v, u)=0,
j.
(4.2.13) h(u, v, y=0, k(u, v, u)=0.

Za svako netrivijalno reSenje sistema (4.2.6) postoje bar tri realna broja
a, b, ¢ takva da je h(a, b, ¢)==0.

Ako u (4.2.6) stavimo Xx,=u, X,=v, X;=4a, X,=b, Xs=Xxs-=c¢, na osnovu
(4.2.8), (4.2.9), (4.2.12) i (4.2.13) dobijamo

(4.2.14) h(u, v, ¢y=—h(, u, ¢), k@u,v,c)=—k(, u, c).

Koristeéi (4.2.14), sistem (4.2.6), za x,=a, X,=b, X;=xs=c, X,=u,
xs=v, daje

(4.2.15) hu, v, cy=h(c, u,v), k(u, v, c)y=kl(c, u, v).

Najzad, stavljajuéi x,=a, x,=b. X;=X5=c¢, x,=u, xs=v, sistem (4.2.6)
svodi se na

(4.2.16) hie, u,vy=—h(, ¢, v), k(c, u,v)=—k(u, c, v).

Na osnovu (4.2.14), (4.2.15) i (4.2.16), ako se stavi x,=a, x,=b, x;=c,
X,=U, Xs=V, xXo=Ww, sistem (4.2.6) daje

(4.2.17) h(u, v, wy=q{H, () F(v, w)—H, (») F(u, w) + H, (W) F (u, v)
— K w)G@, w)+ K, ()G (u, w)—K,(w)G (4, v)}
+r{H,(w)G (v, w)—H, (") G(u, w) + H(W)G (u, v)
+ K (u) F(v, w)—K, (v) F(u, w) + K, (W) F(u, v)},

(4.2.18) k@, v, w=q{H WG, W)—H, (v)G(u, w)+ H, (W) G(u, v)
+ K, (W) F(v, w)— K, (v) F(u, w) + K, (W) F(u, v)}
+r{H, (W) F(v, w)—H, () F(u, w) -+ H, (W) F(u, v)
—K WG, w+ K (G, w)—K, (W) G(u, v)},

pri ¢emu su uvedene oznake
H (w)="h(a, b, u), K, (w)=k(a, b, u),

(42 1 9) F(u’ v) =h (u’ v, C), G (”’ V) = k(u’ Vs C),

_ h(a, b, c) e k(a,b, o)
k2 (a,b,c) +k>(a, b,c)’ k2 (a, b, ¢) +k*(a,b,¢)

q
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La x,=x4=¢, X,=X, X3=Y, Xs=U, X¢="V, sa oznakama (4.2.19), sistem
(4.2.6) svodi se na

F(x, ) F(u, v) + F(x, W) F(v, y) + F (x, V) F (3, u)

—G(x, )G U, vV)—G(x, )G (v, »)—G(x, v)G(y, u)=0,
(4.2.20)
F(x, »))G(u, v) + F(x, )G (v, )+ F(x, v)G(y, u)

+G(x, y) F(u, v)+ G(x, u) F(v, ) + G(x, v) F(y, u)= 0.
Opste refenje sistema (4.2.20) dato je formulama (videti: [4] i [S5]):

F(u, v)=A{H, (w), qH; )+ K3 M} + A{K, (), rHy (v)—qK; Q)
(4.2.21)
G (u, v) = A{K, (), gH3(¥)+rK3s (")} +A{H, W), ¢K3(»)—rH3 ()}

Na osnovu (4.2.4), (4.2.7), (4.2.17), (4.2.18) i (4.2.21) doijamo
(4.2.22) 2 pf(u, v, w)
=A{H, (), H,(v), 2p+B) Hs(w)}
—A{K, (), K, (v), 2pH;(w)+ B Ky (W)}
+A{H, (), K,(v), 2pK;s(w)—B H; (W)}
+ MK, (), Hy,(v), 2pKy(w)—B Hy (W)},
(4.2.23)  pg(u, v, w)
=A{K, (u), K;(v), K;(w)}—A{H, (w), H,(v), Hy(w)}
+ A{K, (W), H,(v), H;(w)}+A{H, ), K,(»), H;(W)},
sa slede¢im oznakama
Hy ()= (4~ ) H () + 2qrK5 @), Ky () = (P —q%) K () + 2 grH3 (u).
Funkcije f i g date formulama2(4.2.22) i (4.2.23) zaista su reSenja sis-
tema S,. Prema tome, u sluaju —4—+<x:—p2(p>0), formulama (4.2.22) i

(4.2.23) odredene su sve funkcije f i g koje su reSenja sistema S,. Funkcije
H;, K; (i, j=1, 2, 3) koje se u tim reSenjima pojavljuju su proizvoljne funkcije
koje R— R.

2
Drugi slucaj: %+a:0. U ovom slutaju prva jednalina sistema (4.2.5) postaje
h(xl s X2 x3)h (X4, Xss x6)+h(x25 X1s X4)h (X3, Xs, x6)
+h (x5 Xy, X5) B (X3, X4, X6) +h (x5 X1, X6) h (X5, X4, X5)=0.

Opste reSenje ove jednaline, prema teoremi 4.2.1 je

(4.2.24)  h(u, v, w) = A{H, (), H,(v), H,(w)} (H, (i=1, 2, 3): R— R),
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gde su
ha, b, u)
H )="@29 " p
1 @) h(a, b, ¢ 2 (u ha, b, c)

_ht@ u 0

, Hy)=h(b, u o)

proizvoljne funkcije i a, b, ¢ (a, b, ¢ € R) tri realna broja takva da je h(a, b, ¢)5#0.
Ako stavimo x; =X, =X,=Xs=c¢, X;=u, Xxs=7v, druga jedpalina sistema

(4.2.5) daje

(4.2.25) h(u, c,v)g(c, ¢, ¢)=0.

Koriste¢i relaciju h(u, ¢, v)=—h(u, v, ¢) (koja sleduje iz (4.2.24)) i stav-
ljajuéi u=a, v=>», iz (4.2.25) dobijamo g(c, ¢, ¢)=0.

Za x;=a, x,=b, x;=x,=x5=¢, xg=u, druga jednalina sistema (4.2.5)
svodi se na g(c, ¢, u)=0.

Ako se stavi x,=a, x,=b, X3=x5=x5=c, X,=u, ista jednabina daje
g, ¢, c)=0.

Najzad, supstitucija x, =x,=X5=c¢, X,=u, x;=4a, X¢=>b, svodi drugu jed-
naCinu sistema (4.2.5) na g(c, u. ¢)=0.

Stavljajuéi u drugoj jednadini sistema (4.2.5) x,=u, x=v, x;=a, x,=b,
Xs=Xg=¢, na osnovu prethodnih rezultata, dobijamo

(4.2.26) g(u, v, c)y=—g, u, c).
Za x,=a, X,=b, X3=x¢=c, X;=u, Xs=V, ista jednaina daje
(4.2.27) g, v, c)=g(c, u, v).

Isto tako, na osnovu prethodnih rezultata, za x,=a, x,=b, x;=x5=¢,
x,=u, x¢=v, druga jednaCina sistema (4.2.5) svodi se na

(4.2.28) gle, u,v)y=-—-g(u, c, v).

Stavljajuéi x,=a, x,=b, x;=c, x,=u, x5=v, x¢=w, na osnovu (4.2.26),
(4.2.27) i (4.2.28), druga jednacina sistema (4.2.5) postaje

(4.2.29) h(a, b, ){gw,v,w)—H g, w, )+ H (g, w, c)
—H Wg,v,c)}+gla, b, O hu,v,w—ga, b, wh(v, w, c)
+ga, b, vh(u, w, c)—g(a, b, wyh(u, v, ¢)=0.

Za xX;=Xx4=C, X,=2X, X3=), Xs=U, X¢=V, 1 sa oznakama (4.2.19), sistem
(4.2.5) svodi se na

F(x, y) F(u, v) + F(x, ) F(v, y) + F(x, v) F(p, u)=0,

F(x, ) G(u, W+ F(x, )G (v, y)+ F(x, v) G(y, u)

+G (X, ) Fu, )+ G(x, u) F(v, y) + G (x, v) F(y, u)=0.
ReSenje ovog sistema dato je formulama (videti: [4] i [5])

Fu, v)= A {Hz (w), H, (V)}’
(4.2.30)
G (u, v)=A{K, (), Hy()}+A{H, (), Ks()—kH; ()},
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pri Cemu je
K@=5%29 gl w=gb, u ), k=225

h(a, b, ¢)’ h(a, b, ¢)
Na osnovu (4.2.29) i (4.2.30) dobijamo
(4.2.31) g, v, W)= A{H, (w), H, (v), Hy(w)}

+A{H, (w), K,(»), H;(w)}
+ A{K, (), H,(v), Hy(w)},

ede je Ky(u) = K5 (u)—2kH, (), K,(4) - L2219
h(a, b, c)

Na osnovu (4.2.4), (4.2.24) i (4.2.31) imamo
(4.2.32) F(u, v, W)= A{H, (4), H,(), H, (w)—% K, (W)}

__S_ A{H, (), K, (), Hy(w)}

_% A{K, (), H,(v), Hy()} .

Funkcije (4.2.31) 1 (4.2.32) zaista su reSenja sistema S,.

Dakle, opSte reSenje sistema S, u slufaju f2+4a=0 dato je obrascima
(4.2.31) i (4.2.32) gde su H;, K; (i, j=1, 2, 3): R—R, proizvoljne funkcije i
k € R proizvoljna konstanta.

Tredi slucaj: %Jroc: p2(p>0). Uvodeéi nove funkcije M i N pomocu formula

(4.2.33) M(u,v,w)=h(u, v, w)+pg(u, v,w), N(u,v,w)=h(u,v,w)—pgu,v,w)
sistem (4.2.5) postaje

M(xl’ x29 x3) M(X4, x59 x6)+M(x29 xl, x4) M(x.‘n xS’ x6)
+M(xy, x5, X5) M (x5, x4, X6) + M(X,, X;, Xg) M(x3, X4, Xs)
+ N(xy, Xy, X3) N(x4, X5, X6) + N (X3, Xy X4) N(X3, X5, Xg)

+ N(x;5 X5, X5) N(x3, X4, X6) + N(X,, X1, X6) N(x3, X4, x5) =0,
(4.2.34)
M(xy, x5, X3) M(xy, X5, X6) + M (X3, X1, X4) M(x3, X5, X¢)

+M(x), X3, Xs5) M (X35, X4, Xg) + M (X, X;, x5) M (x5, X4, X5)
—N(x1, X3, X3) N(x4, X5, Xs)—N (x5, X, xg) N(x3, X5, X¢)
—N(xy, X5, X5) N(x35, x4, X6)—N (x5, X1, X¢) N(x3, X4, X5)=0.
Uporedujuéi jednadine sistema (4.2.34), nalazimo
M(xy, x5, x3) M (x4, X5, X6) + M (x5, Xy, X3} M(x5, X5, X¢)

+ M(xy, X3, X5) M(X3, X4, X6) + M (X,, X1, Xg) M(x;, X4, X5)=0,
(4.2.35)
N(xla x2’ X3) N('x4’ x57 x6)+N(x2, xn x4) N(X3, xs, x6)

+N(x1, X5, X5) N(x3, X4, Xg) + N(X;, X1, Xg) N(x3, X4, X5)=0.
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Opste reSenje ovog sistema, na osnovu teoreme 4.2.1 je

M(u’ v, W) - A{Hl (u)’ HZ (V), H3 (W)},
(4.2.36)
N(u, v, w)=A{K (), K, (), K;(w)},

gde su H;, K; (i, j=1, 2, 3) proizvoljne realne funkcije.
Na osnovu (4.2.4), (4.2.33) i (4.2.36), nalazimo da je

(4.2.37) 4pf(u, v, w)=(2p—B)A{H, (), H,(v), Hy(w)}
+2p+BA{K, (w), K, (), K5 (W)},
(4.2.38) 2pg(u, v, w)=A{H,(u), H,(v), H;(w)}

—A{K, (w), K, (v), Ky (w)}.
Funkcije (4.2.37) i (4.2.38) su refenja sistema (4.2.3).

. v 2
Prema tome, opSte reSenje sistema S,, u sludaju %+oc: 2 (p>0), dato

je formulama (4.2.37) i (4.2.38) pri ¢emu su H;, K; (i,j=1, 2, 3): R—>R,

proizvoljne funkcije.
Na osnovu izloZenog imamo sledeéi rezultat:

Teorema 4.2.2. — Opste reSenje sistema S, odredeno je slededim formulama:

1° (4.2.22), (4.2.23) u slucaju %2”: —p2 (p>0),

2° (4.2.31), (4.2.32) u slucaju %-Fot:(),

3° (4.2.37), (4.2.38) u slucaju %—i—a:pz (p=>0);

H;, H; (i,j=1, 2, 3):R—>R su proizvoljne funkcije, k (k< R) proizvoljna

konstanta.

4.3. Sistem funkcionalnih jednadina S,

U radu [6], P. M. Vasi¢ dokazao je sledeéi rezultat:

Teorema 4.3.1. — Opste reSenje funkcionalne jednacine
(431) f(xla x2, LIRS ] xn—la xn)f(xn+1 xn+29 ey xzn)
:f(xla xza ML xn—]’ xn+1)f(xn9 xn-i-29 xn+3; e xzn)
+f(x1, xZ’ MR | xn_l’ xn+2)f(‘x7b+1, xn’ x’n+35 LA | xzn)
+ .
I Xas ooy Xnmys X)) K s Xpazs <+ o5 Xan—i> Xn)s
dato je sa
(4.3.2) Sy, uy,y oo u) =A{H, (w), Hy(uy), ..., Hy(uy)}

gde su H; (i=1, ..., n):C —C proizvoljne funkcije.
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Sistem funkcionalnih jednacina

SO Xy ooy Xy X)) Xy Xpaas oo s Xop)
—S (X Xy oo Xy X ) S (Kns Xnazs Xpags vy Xon)
—f (X5 Xas ooy Xnys Xpaa) [ (Xnigs Xps Xnigs o vvs Xon)— -
—f(Xp5 Xps ooy Xneps X2n) S (Xpiy> Xpias - -5 Xopeys Xn)
+sgna{g (X, X3y ooy Xpmys X)) & (Xpips Xnazs + « o5 Xam)
—8 (X, Xgs oo Xpaps Xpr1) 8 (X5 Xz Xtz oo o5 Xap)
—8 (X Xas vy Xpoys Xpa2) 8 (Kpays Xns Xpags ovns Xog) = = -
—& (X5 X35 ooy Xpois X2n) 8 (Xna1s> Xnvzs -+ 5 Xan—1s Xn)} =0,

(4.3.3)

S X5 Xps oo v s X5 Xu) 8 Xyt Xpags « oo s X2)
—f (X, X5 oo Xpots X)) 8 (Xns> Xz Xpazs « - X2)
(X Xps ooy Xpo1s Xn12) 8 Kpars Xy Xnizs cve s Xop)— - * +
S (X5 Xas ooy Xnmgs X20) 8 (Xntts Xpazs -+ s Xamets Xp)
+8 (X015 Xps ooy Xpogs Xp)f (Kt Xz « oo 5 Xa)
=& (X5 Xos oo s Xy Xne ) (K> Xpizs Xpizs oo e s Xop)
—8 (X0 X5 ooy Xpgs X)) S (Knsts Xps Xpazs oo v s Xpp)— =+ -
—8 (X1, X25 oo s X5 X2n) S (Xnais Xnszs « -+ 5 Xag—1s X)) =0,

gde je « realna konstanta; x, €S (i=1,...,2n); f, g:S*—> C, S proizvoljan
neprazan skup, zvaéemo: sistem S;.
U ¢&lanku [20] dokazan je sledeéi rezultat:

Teorema 4.3.2. — OpSte reSenje sistema S; u slucaju «<<0 dato je formulama
S, tyy oo u))=N{H (), ..., Hy(uy)} + A{K, (), ..., K, (u,)},
Uy, sy oo ) =i (A{K (W), - Ky ()} —A{H (), ..., Hy(up)}).

Ako je a>0, njegovo opite resenje dato je sa
Sy tyy ooy ug)=A{H (w), ..., Hyup)}+AK (), ..., Ky (g}
gy, uyy oo )= AN{H (), ..., Hy(n,)}—A{K, (), ..., K, (us)},

Za o« =0 opste reenje je
Sfuys sy oo uy)=A{H (), H,(w,), ..., H, ()}
g(uy, Uy, oo uy) =A{K (), Hy(uy), Hy(u3), ..., H,(u,)}
+A{H (w), K (w,), Hy(3), ..., Hy(up)} + - - -
+A{H (u), ..., Hy (Up—y), K, u,)}.

Funkcije H;, K; (i, j=1,2,...,n): §>C koje se pojavljuju u opstim rese-
njima su proizvoljne funkcije.



5. BIBLIOGRAFIJA

5.1. Citirani radovi

{1] D. S. MiTRINOVIC, S. B, PRESIC et P. M. VasiC, Sur deux équations fonctionnelles
cycliques non linéaires, Bulletien de la Société des mathématiciens et physiciens de la R. S.
de Serbie 15 (1963), 3—6.

[2] D. S. MiTrinovIC et S. B. PRESIC, Sur une équation fonctionnelle cyclique non liné-
aire, Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences de Paris 254 (1962), 611—613.

[3] L. CARLITZ, A special functional equation, Publikacije Elektrotehni¢kog fakulteta
Univerziteta u Beogradu, serija: Matematika i fizika, N 97 (1963), 1-—3.

[4] P. M. VasIC, Sur un systéme d’équations fonctionnelles, Glasnik Matemati¢ko-fizicki
i astronomski (2) 18 (1963), 229—233.

[5]1 P. M. VasIC, O nekim kvadratnim funkcionalnim jednadinama, Fublikacije Elektro-
tehni¢kog fakulteta Univerziteta u Beogradu, serija: Matematika i fizika, Ne 131 (1964), 1—55.

[6] P. M. Vasi¢, Equation fonctionnelle d’un certain type de déterminants, Publications
de I'Institut mathématique de Belgrade 2 (16) (1962), 65—70.

[7]1 D. S. MITRINOVIC et P. M. Vasi¢, Quelques équations fonctionnelles non linéaires g
proprietés curieuses, Publications de [UlInstitut mathématique de Belgrade 3 (17) (1963),
105—114.

[8] D. S. MITRINOVIC et S. B. PRESIC, Sur une équation fonctionnelle cyclique d’ordre
supérieur, Publikacije Elektrotehnitkog fakulteta Univerziteta u Beogradu, serija: Matematika
i fizika Ne 70 (1962), 1—2.

[9] P. M. Vasi€ et R. R. JANIC, Sur un équation fonctionnelle k-tieme degre, Publica-
tions de I'Institut mathématique de Belgrade 8 (22) (1968), 124—129.

[10] D. S. MrtriNovi¢, Equations fonctionnelles linéaires paracycliquesde premiére
espéce, Publications de 'Institut mathématiquz de Belgrade 3 (17) (1963), 115—128.

[11] D. S. MITRINOVIC, Sur les équations fonctionnelles linéaires paracycliques de seconde
espéce, Glasnik MatematiCko-fizi¢ki i astronomski (2) 18 (1963), 177—181.

[12] P. M. Vasi¢ et R. Z. PorRDEVIC, Sur I'équation fonctionnelle cyclique généralisée,
Publikacije Elektrotehnickog fakulteta Univerziteta u Beogradu, serija: Matematika i fizika
Ne 136 (1965), 33—38.

[13) D. Z. DokoviC, Generalisation of a result of Aczél, Ghermanescu and Hosszii,
Publications of the Mathematical Institute of the Hungarian Academy of Sciences, vol 9,
ser. A, fasc. 1—2, 1964, 51—59.

[14] P. M. Vasié, R, R. JaNI¢ et R. Z. DORBEVIC, Sur les équations fonctionnelles
linéaires paracycliques de premiére espéce, Publikacije Elektrotehnitkog fakulteta Univerziteta
u Beogradu, serija: Matematika i fizika Ne 137 (1965), 39—50.

[15] O. EM. GHEORGHIU, Sur une équation fonctionnelle matricielle, Comptes rendus des
séances de I’Académie des Sciences de Paris 256 (1963), 3562—3563.

[16] A. KUWAGAKI, Sur I’équation fonctionnelle de Cauchy pour les matrices, Journal of
the Mathematical Society of Japan 14 (1962), 359-—-366.

[17] P. M. Vasi¢ et R. R. JANIE, Sur une équation fonctionnelle oir interviennent les
déterminants, Matematicki vesnik 4 (19) (1967), 325—328.

4 Publikacije 49



50 Radovan R. Jani¢

[18] P. M. Vasi¢ et R. R. JANIC, Sur une équation fonctionnelle linéaire, Publikacije
Elektrotehni¢kog fakulteta Univerziteta u Beogradu, serija: Matematika i fizika Ne 205 (1967),
21—24.

[19}] R. R. JANIC, Sur un systéme d’équations fonctionnelles, MatematiCki vesnik 2 (17)
(1965), 63—68.

[20] R. R. JANIC, Sur un systéeme d’équations fonctionnelles qui généralisé une équation
de P. M. Vasié, Publications de I'Institut mathématique de Belgrade 6 (20) (1966), 107—114.

5.2. Ostala literatura

[1] J. AczEL, Lectures on Functional Equations and Their Applications, New York 1966.

[2] M. GHERMANESCU, Ecuatii functionale, Bucuresti 1960.

[3] M. Kuczma, A Survey of the Theory of Functional Equations, Publikacije Elektro-
tehni¢kog fakulteta Univerziteta u Beogradu, serija: Matematika i fizika Ne. 130 (1964), 1—64.

{4] D. S. Mitrinovi¢ i D. Z. DokoviC, Cikli¢ne funkcionalne jednadine, Matematitka
biblioteka Ne. 22: Izabrana poglavlja iz matematike II, Beograd 1962, p. 5—23.

[5] D. S. MitriNovi¢ i D. Z. Dokovi¢, Neki nereieni problemi u teoriji funkcionalnih
Jjednac¢ina, MatematiCka biblioteka Ne. 25: Neki nere¥eni problemi u matematici, Beograd
1963, p. 153—168.

[6] O. EM. GHEORGHIU, Sur un systéme d’équations fonctionnelles qui généralise I'équation
fonctionnelle de D. S. Mitrinovié, étudiée aussi par J. Aczél, Publikacije ElektrotehniCkog
fakultcta Univerziteta u Beogradu, serija: Matematika i fizika Ne. 37 1960.



Summary

ON SOME GENERAL CLASSES OF FUNCTIONAL EQUATIONS
Radovan R. Janié

This paper contains the following chapters:
0. Introduction;
1. Paracyclic functional equations of the first kind;

2. Some linear functional equations which reduce to CAucHY’s functional
equation;

3. Generalizations of some results obtained by D. S. MITRINoVIC, S. B,
PrESIC and P. M. VasSIC;

4. Some systems of quadratic functional equations;
5. Bibligraphy.

1. In the first chapter we consider paracyclic functional equations of the first
kind with one or more unknown functions.

Let
1° S be a non-empty set;
2° M be an additive ABELIAN group;

3% Xi=(Xi15 Xg25 -+ s Xu) (x5€S, j=1, ..., m i=1,2,..),
Q{XrZQ::(xrl’ Xras oo vs Xpp)
:(xrz" Xr,gt1s =+ o5 xrj) (lS]),
:(xri’ Xp,gt1s = oo Xpps Xp1s oo v xrj) (i>j);

4° C, be a cyclic operator defined by the equalities
COIX,-0tix,  (QHiX, =0l "X, for j=n).

The paracyclic functional equations of the first kind have the form

) SACTIONX, CTIOT X, L, €O Xy =0,
i=1

2 SHECTeN X, CToNx,, .., € QI X,) = 0.
i=1

4+ 51
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These equations were introduced by D. S. MITRINoVIC who has also given
their general solution for some special values of m,n and p,.

In this paper equations (1) and (2) are completely solved only for m=2.
Their general solution is given for m>2 only when n+ 1=2max(py, ps, - .+, Pm)-
The equation (1) is solved under the additional condition that the equation

sZ=A(A,Z< M), for every s<n(s€ N), has the unique solution Z = 1 A.
)

All the obtained results are formulated in the twelve theorems, and some
of them are established in the paper [14], too.

2. In the second chapter we consider linear functional equations, whose
arguments are matrices or determinants, which reduce to CAucHY’s functional
equation. All the functions, occuring in this chapter, are real functions of real
variables or real matrix-functions.

The first equation treated here is
(3) F(x, y,—=X 15 X3 4= X4 ¥3) = G (X1 y3—X3 Y1, X, Y4—X4 1)
+ H(X Y4—X4 Y15 X3 Y2—X, V3),
where x;, y; (i, j=1,2,3,4) are real commutative n x n matrices, and F, G, H

are real m x s matrix-functions.

This equation (equation L,) has, as is proved in this paper, the general
measurable solution of the form

iJj—=1

G(X, Y): Z Ki] Z”+A,

ij 1
n
H(X,Y)-= z K zy;+ B,
il
where K; (i,j=1,...,n), A, B are arbitrary real constant m x s matrices, and
2y (I,j=1, ..., n) are the elements of the matrix ||z;,||-Z=X 7.
Another equation (equation L,) examined in this chapter has the form

4 Fo(x, v, =X 01, 23—z ) + Fi (X 2,—X, 2\, y, ti—y;3 1)
+ B (X =X, 1, ¥32,— 0, 23) + F3(2, 6, —2, 1y, X, y3—X3 ¥,)
+F b=y 1y, X, 23—x3 ) + Fs (0, 20— 31 23, X, ty—x3 1,) =0,

where x;, y;, z;, 1; (i=1, 2, 3) are real commutative n x n matrices, and F,(r=0,
1,2,3,4,5) are real m x s matrix-functions.
We have proved that the general measurable solution of the equation (4)
is given by:
FO(Xa Y)T - Z Kl] Zl']'+A0’

i,j=1

F.(X,Y)= Z Kijzy+A4, (r=1,2,3,4,5),

ij=1
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where z;;(i,j=1, ..., n) are elements of the matrix [z,||=Z=X-Y, K;(,
j=1, ..., n) are arbitrary real constant m x s matrices and A4, (k=0,1,2,3,4,5)
are real constant m x s matrices, satisfying the condition

A+ A+ A4, + A+ 4,4 A5=0.
We have also considered the following equation (equation L,):

(5) FO (A (xll’ 4 xn*l,?rlf xnn)’ A(y“’ yZZ’ AR ynn))
= F1 (A (xll’ cees Xp—1,m—15 yln)’ A (xnl’ Yoz2s Vazs v ey ynn))
+ Fz (A ('\‘ll’ coes Xpy—f, -1 y2n)7 A(yH’ Xnas Vizs cons ynn))
+ F (A, -y Xn—1,n-15 Yin)» AWy, ... s Yiet,i—1s Xuts Viet,i+1s < s Yan))
+ P
+Fp(A(xy, e, Xp—1,n~15 Yan)s Ay vy Yn—1,n—1> Xnu))s
where F;: R®— R(i=0, 1, ..., n)(n>2) are unknown functions.

We have proved that this functional equation has a general continuous
solution given by

Fo(u,v):CqurZAi, F.(uv)y=Cu+ 4, (r=1, ..., n),
i=1

where A;(i=1, ..., n) and C are arbitrary real constants.
Some results concerning this equation are published in the paper [17].
Finally, we have considered the following equation (equation L,):

(6) a F(A(xy, .-, Xn—t,n—is Xnn)s « =+ » A(x(m—l)nﬂ,l, cees an,n))

mn

= Z en,rF(A (X115 v o5 Xpetmets Xnnds <+ -0 A (Xn-vynii,1 « -+ > Xm,nn))

n-=ril

where F:R™—> R,a € R and 0, , is an operator which interchanges the places
of the last row of the first determinant with the rows of the other determi-
nants which appear in the function F.

This equation is a certain generalization of the equation L,.

We have provod that if «=m—1, then the equation (6) has the general
continuous solution

F(ul, Upy ooy um)=Cu1u2' C o Up,
where C is an arbitrary constant.

If «=n(m—1), its general solution is a constant.
In all other cases the equation has only the trivial solution:

Fuy, uyy ..., uy)=0.

The results concerning the equation L,, for the case « =m— 1, have already
been published in the paper [18].

3. In the third chapter we giwe certain generalizations of some results
obtained by D. S. MiTrINoVI¢, S, B. PRESIC and P. M. VasiC.
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In the first part of this chapter we give three generalizations of the
functional equation (equation F):

(7 F(xy, X0 ooy Xonets Xon) T F (X0, X3, Xgs o ooy Xppy X5)
oo F(X), Xopy X5 Xy o v vy Xppey) =0,

where the funktion F is of the form

F(xy, X, o ooy Xpn) ={ (X1, X,) (35 X) 4+« -+ + (X1 X0}

XS Kapers X2n) HF Kapazs Xammi) + 0 0+ Okrns X )}

(f: R=—> R, n2).

D. S. MiTrINOVIC, S. B. PRESIC and P. M. Vasi¢ [1] have prevod that
the general solution of this equation is given by:
8) S =g@ho)—gMh(  for n=2,
%) fu,v)=g@)=g () for n>2,

where g, A: R— R are arbitrary functions.

The first generalization of the equation F is the functional equation (7)
where the function F is defined by:

F(xi, Xy oons Xag) = {00, X))+ S (X35 X))+ -+« 4 f (Xppmis Xop)}
n+k—1
X _Z A f (Xokji1s Xan—p)-
n—k—1

This functional equation (equation F,) has for ZA #0, n>2 the fol-

lowing general solution, which depends on the nature of the coefficients 4;,
(10) Su,v)y=gw)—g ),

or

(1) S, v)=g@) h(v)—g (v) h(w),

where g, h are arbitrary complex functions.
We obtain the second generalization of the equation F by putting in (7):

F(x;, x5, o005 Xy)

={f(x1, x))—=f(xy, X))+« o+ —f (Xap—p» Xop—3) T F (Xap—15 X210}
n—k—1

x ZO A f(Xopijors Xoneg)  for k odd,
&

=1 (x1s X)) —=f(Xgy X3) A+ =+ o (Xak—3s Xoge2) — (Xas Xop—1)}
n—k—1
P ZO A f (Xapsge1s Xon—g) for k even.
i=
n—k—1
We have proved that in the case of Z A;#0, n>2, this equation

(equation F,) has the general solution of the form (10) or (11) for k=2m—1,
while for k=2m the general solution is (10) or a constant.
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The third generalization concerns the functional equation F for n=2. The
equation (equation F,)

(12) S (x15 %) 8 (x5, X) +S (x1, X3) 8 (X4, X)) +S (x5 X4) 8 (x5, X3) =0

(f, g: C?— C) reduces to the equation F if g=/. The general solution of (12) is
S, v) =K, (w) H,(v)—H, (") K, (),
g (u, v)=H, (v) H, (v) = H, () H, (u),

where H,, H,, K|, K,: C— C are arbitrary functions.
The last generalization in this chapter concerns the equation

(13) SO X0 o ooy Xpegy X0) [ (Xt Xpaas Xutss -+ o5 Xop)
=f (X0 %05 oo s Xnegs Xp)S (Kns Xnazs Xnass o5 Xon)
F (X5 Xa5 ooy Xnys Xpi)) S (Xpags Xns Xpi3s Xptge o o5 Xom)
4o
X Xps o oos Xpegs Xon) S (Xnars Xpags « oo Xop—1s Xp)
P. M. Vasi¢ [6] has proved that the general solution of (13) is
(14) Sy gy o un) =A{H, (), Hy(uy), ..., Hy(uy)},

where H, (i=1,...,n):C— C are arbitrary functions.
In this paper the author considered the equation (equation F,)

(15) a F(x,, X35 X3, oo vy Xgn—ys Xgn)
kn
= 2 O F(X1s X35 ooy Xpmgs Xns Xprgs + e+ 5 Xpn)s
r=n+1

where 0, ; is an operator which interchanges the arguements which appear on
the i-th or j-th place in the function F, and
k=1
F(xy, X35 ooy Xpnts Xpn) = H S nirs Xngrzs « oo s Xngin)s
i=0
(f: C*—>C; a € C). This equation reduces to the equation (13) for k=2 and
o=1. The equation F, is solved for az#r(k—1) (r=2,3,...,n—1). The
general solution of the equation F,, for a=k-—1, is the function (14).
The general solution for a=n(k—1) is given by

Sy, uyy ooy uy))=K@) K(y) - - - K(u,),

Sy, uyy ooy uy)=0,
where K is an arbitrary function.
For as%r(k—1) (r=1, ..., n) the equation F, has only the trivial solution

Suy, uyy ..., ty)=0.

or

The function

f(ul, Ups v vs un)zA{Hl(ul)’ Hz(uz)’ o Hs(us)} ﬁ Hl (ut)’
i=s+1
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where s=n—r+1 and H; (i=1,..., n—r+1) are arbitrary complex functions,
is a solution of the equation F, for a=r(k—1), (r=2, .... n—1) but the
question of generality of this solution still remaines unsolved.

The results concerning the equation F, for « = k— 1 have been published in [9].

4. In this chapter three systems of quadratic functional equations are
solved. Every one of these systems contains one functional equation, the general
solution of which is known.

The first system (system S,) contains a real parametar «, but the general
solution does not depend on «. This system contains the equation F.

The second system (system S,) contains two real parameters « and B and
has three types of solutions depending on whether $2+ 4« is positive, negative
or zero.

This system contains the equation examined by L. CaArrITZ [3].

The third system (system S,) contains a real parameter and has three
types of solutions, too. It- contains the equation (13).

Some of the results in connection with the systems S, and S, are conta-
ined in [19] and [20].

5. The Bibliography is divided in the two parts: a) Quoted papers;
b) Other literature used in this paper.
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