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239. SUR UNE INEGALITE DE LOCHS*

Ilija Lazarevic

o. G. LOCHS (Monatshefte fur Mathematik, 58 (1954), 118 -122) a de-
montre, entre autre l'inegalite suivante

(1) sin x cos x-th x< 0 (x>O).

Dans cette demonstration l'auteur s'appuie sur certaines egalites entre.les
fonctions trigonomctriques et hyperboliques utilisant l'amplitude de GUDERMAND.

Dans cette Note est d:mnee une demonstration elementaire de l'inegalite
(1). Y sont demontrees egalement d'autres in<Sgalitesqui sont en relation avec (1).

1. Nous demontrerons tout d'abord l'in~galite suivante

tgx-shx>O (0<x:'(7tj2).

fonction f(x)=tgx-shx (0<x:'(7tj2) et ses deux derivees

f' (x) = (cos x)-Z-ch x,

f" (x) = 2 (cos X)-3 sin x-sh x

>2tgx-shx (0<x:'(7tj2).

Etant donne que sh ~ < 7t, et que les fonctions 2 tg x et sh x 'sont con-
2

vexes pour 0<x<7tj2, on a

sh x<!h
(TC/2)

x< 2 x< 2 tg x
TC/2

D'apres (3) et (4), on a, pour 0<x:'(7tj2,

(2)

Considerons la

(3)

(4) (0 < x:'(7tj2).

f"(x»O ~ f'(x»f'(O)=O

~ f(x»f(O) =0,

ce qui termine la demonstration de (2).
Pas sons a la demonstration de l'inegalite (1),

la forme
qui peut etre mise sous

(5) ( ) sin 2 x
1g x =-<

2 thx
(x>O).

--~-

* Recu Ie I juillet 1968. Presente Ie 15 juiIlet 1968. par P. M. Vasic.
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Etant donne que th x>th ~ = 0,65... >.! (x>~ ) et sin 2 x::::;;1, il est suf-
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fisant de demontrer (5) pour 0<x::::;;1t/4.
On a, d'apres (2), g( +0)= 1,

' ( ) 2ccs2xthx-sin2x(chx)-Z cos2x(sh2x-tg2x)
0g x = = - <

2 thZx 2 shzx
(0<x::::;;1t/4)

et par consequent g(x)< 1 (0< x::::;;1t/4), c.q.f.d.
Remarquons que pour x<O est valable l'inegalite contraire de (1).

2. Par integration dans les limites de 0 it x ( < 1t/2), de l'inrgalite (2)
et en prenant en consideration que lei fonctions obtenm.s dans Ie resultat sont
paires, nous pouvons ecrire

(6) secx~e"hZ-l (-1t/2::::;;x::::;;1t/2),

ou Ie signe d'egalite est valable seulement pour x = O.

De fa~on analogue, moyen ant l'integration de 0 it x (x> 0), de l'inegalite
(1) on obtient

(7) exp
(~

sin 2x ) ~ ch x,

et cete inegalite est val able pour chaque x et elle devient une egalite pour x = O.
De (6) et (7) resulte

exp(~ sin2x )::::;;Chx::::;;1-logcosx ( -1t/2~x~1t/2).

Comme echZ-l ~ch x et sec x~ I, il resulte de (6)

(sec x)a~eChZ-l~chx (a~ 1; -1t/2::::;;x~1t/2).

Etant donne que pour la fonction Iji(x) = (sec x)a_echz-l, qui est en
relation avec (8), on a

Iji' (x) = a sin x (cos x)-a-l-sh XechZ-l,
Iji"(x) = a (cos x)-a + a (a+ 1) sin x (cos x)-a-2-(ch x+ Sh2x) echZ-l,

d'ou Iji(0) = 0, Ij/ (0) = 0, Iji"(0) = a-I, on voit que la valeur a = 1 est la meil-
leure possible pour que l'inegalite (8) rut valable.

La premiere partie de cette Note repond, en fait, au probleme 115, pose
dans Ie journal Matamaticki vesnik, 4 (19) (1967), p. 454, par D. S. MITRINOVIC.
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