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. 239. SUR UNE INEGALITE DE LOCHS*
Ilija Lazarevic
0. G. LocHs (Monatshefte fiir Mathematik, 58 (1954), 118 —122) a de-
montré, entre autre l'inégalité suivante
) sin x cos x—th x <0 (x>0).

Dans cette démonstration I'auteur s’appuie sur certaines égalités entre. les
fonctions trigonométriques et hyperboliques utilisant Pamplitude de GUDERMAND.

Dans cette Note est donnée une démonstration élémentaire de I’inégalité
(1). Y sont démontrées également d’autres insgalités qui sont en relation avec (1).

1. Nous démontrerons tout d’abord I'in2galité suivante
(2) tgx—shx>0 (0<x<m/2).
Considérons la fonction f(x)=tgx—shx (0<x<m/2) et ses deux dérivées
I (x)=(cos x)"2—ch x,
3 S (x)=2(cos x)"?sin x—sh x
>2tgx—shx 0<x</2).
Etant donné que sh g <, et que les fonctions 2tg x et shx 'sont con-

vexes pour 0<x<7t/2 on a
sh (m/2)

/2

€] sh x<<-~ x<2x<2tgx 0<x<n/2).

D’aprés (3) et (4), on a, pour 0<<x<{w/2,
f'®)>0 = f1(x)>f'(0)=0
= f(x)>f(0)=0,
ce qui termine la démonstration de (2).
Passons & la démonstration de ['inégalité (1), qui peut étre mise sous
la forme

) g(x)=

sin2 x
2thx

<1 (x>0).

* Recéu le 1 juillet 1968. Présenté le 15 juillet 1968. par P. M. Vasic.
55



56 Ilija Lazarevi¢

Etant donné que th x>th %z 0,65.. .>% (x>%) et sin2x<1, il est suf-
fisant de démontrer (5) pour 0<x<(m/4.
On a, d’aprés (2), g(+0)=1,

2ces 2xthx—sin2x(chx)—2 =c052x(sh 2x—tg2x)<0 (0<x</4)
2th?x 2sh?x

g'(x)=
et par conséquent g(x)<1 (0<x<~n/4), c.q.fd.
Remarquons que pour x<<0 est valable I'inégalité contraire de (1).

2. Par intégration dans les limites de 0 & x(<=/2), de Il'infgalité¢ (2)
et en prenant en considération que les fonctions obtenues dans le résultat sont
paires, nous pouvons écrire

(6) sec x> esh?-1 (—n/2<x<1t)2),
ol le signe d’égalité est valable seulement pour x=0.

De fagon analogue, moyenant lintégration de 0 i x (x>0), de P'inégalité
(1) on obtient

@) exp (% sin2 x) <chux,

et cete inégalité est valable pour chaque x et elle devient une égalité pour x =0.
De (6) et (7) résulte

exp (% sinzx)éch x<1—logcosx (—n/2<x<n/2).

Comme eh?-1>chx et secx>=1, il résulte de (6)
®) (sec x)2=e2%-1>chx (a=1; —w/2<x<w/2).

Etant donné que pour la fonction ¢ (x)=(secx)¥—eB?-1, qui est en
relation avec (8), on a

¢’ (x)=asinx (cos x)~%! —sh x e ¥-1,

§”" (x) =a(cos x)~*+a(a+ 1) sin x (cos x)~*2—(ch x + sh2 x) e» 71,

d’od $(0)=0, ¢’ (0)=0, ¢ (0)=a—1, on voit que la valeur a=1 est la meil-
leure possible pour que l'inégalité (8) fat valable.

La premiére partie de cette Note répond, en fait, au probléme 115, posé
dans le journal Matamaticki vesnik, 4 (19) (1967), p. 454, par D. S. MITRINOVIC.





