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237. NICHTLINEARE ZYKLlSCHE
FUNKTIONALGLEICHUNGSSYSTEME*

Octavian Em. Gheorghiu

D. S. MITRINOVIC und S. B. PRE!iIc [1] haben in ihrer Arbeit von 1962
die allgemeine L6sung, ausgedriickt durch beliebige Funktionen, folgender quad-
ratischen Funktionalgleichung ausgefiihrt:

(1) f(XI' x2)f(X3' x4)+f(XI' x3)f(X4' x2)+f(xl> Xj)f(X2' X3)=0.

Die L6sung ist folgende:

x,yES;

f(x, y) = A (x) B(y)-A (y) B(x);

A (x), B(x) - beliebige Funktionen.

(2)

Verallgemeinerungen dieser Funktionalgleichung (1) wurden von L. CARLITZ
[2], P. V ASIC [3] usw. studiert.

1. In diesem Paragraphen nehmen wir folgendes nichtlineares zyklisches Funk-
tionalgleichungssystem an, das drei unbekannte Funktionen mit zwei Verander-
lichen enthalt:

/"2.1;4 + fl3 'h2 + fl4 -f23 =Sf12 '1;4 = 0

S F12' F34 + F12 .1;43+2
a + FI3 -f423+2a + FI4 .f233+2a + F34 -f123+2a

(3)

+ F42 '/"33+2U + F23 '/"43+2a + (3 + 2 a)f12 '/..3 -f14 134 'h2 .f23

X [f122 -f3l +fl2 ./..3 -f34' h2 + /..l' h22]a = 0,

S G12 . G34 + S G12 . [F34 + h43+2ap+2b + (3 + 2 b). [F12 + f123+2a]

X [Fl3 + /"33+2 a] . . . [F23 + f233+2a] [(F14 + fI43+2a)2 (F23 + f233+2a)2

-(F12 + /..23+2a) (Fl3 + fl33+2a) (F34 + h43+2a) (F42 + f423+2a)]b = 0,

wobei a E {D, 1, 2}; bE {O, 1, 2} und Xt E S. Die unbekannten Funktionen
f, F, G: S2 -- (K; +; .) erfiillen keine Regularitatsbedingung auf der Menge S2,

. Vorgelegt am 10. Mai 1968 von P. M. Vasic.

39



40 Octavian Em. Gheorghiu

aber der Wertevorrat ist ein Schiefkorper mit den Operationen + und. . 1m Sys-
tem (3) wurden folgmde Bezeichnungen verwendet

fij =f(Xi' Xj); Fij=F(Xi' Xj); Gij ==G (Xi' Xj) (i, j= 1,2, 3, 4).

Die erste Funktionalgleichung von (3) ist eigentlich die Gleichung (1),
mit der allgemeinen Losung die in (2) angeftihrt wurde. Die Funktion f(x y),
erftillt die Bedingung
(4) feu, u) == 0; f(x, y) +fey, x) = O.

Die Funkticnen F(x, y) und G (x, y) erftillen auch dieselben Bedingungen,
was aus der zweiten bzw. dritten Gleichung des Systems (3) hervorgeht indem
man XI= X2= X3= X4= u#- 0 oder nur X2= X3 ar..nimmt.

In der zweiten Gleichung van (3) hat man !lj3+2a und deshalb wird die
Funktionalgleichung (1) zur dritten, ftinften und siebLnten Potenz erhoben und
man bekommt:

f123. /:'43+ 1;33. f423+ 1;43. h33 = 31;2.1;3.1;4' f34' 1-.2. f23'

(5)

5
1;25. /:'45 + 1;35. f425 + 1;45. h35 = 2 1;2 . 1;3 . 1;.4.1;4.1-.2 .f23

X [1;22./142 + 1;l' 1-.22+ 1;42. h32],

7
1;.27.1;47 + 1;37. f427 + 1;47. h37 = -; 1;2.1;3.1;4.1;4.1-.2' h3

X [1;22. 1;42 +1132. 1-.22 + 1;42. h32]2.

Wendet man die Formeln (5) auf die zweite Funktionalgleichung von (3)
an, so erhalt man folgende Gleichung:

(6) (F12 + fI23+2a) (F34 + f343+2a)+ (F13 + 1; 33+2a)(F42 + 1-.23+2a)

+ (F14 + f143+2a)(F23 + f233+2a)= O.

VerHihrt man [}mlich mit der flnkticnalgJeichung (6) wie mit der vor-
hergehenden letzten Gleicht:ng aus (3), w elMlt rr.Lll folgende entgilltige
Gleichung:

[G12 + (F,12 + f123+2a)3+2b] [G34 + (F34 + f343+2a)3+2b]

+ [G13 + (F13 + fI33+2a)3+2b] [G42 + (F42 + f423+2a)3+2b]

+ [G14 + (F14 + 1;43+2a)3+2b] [G23 + (F23 + h33+2a)3+2b] = O.

Wir haben folgenden Satz: Die Funktionalgleichungssysteme (3) mit drei
unbekannten Funktionen f, F, G: 52 ~ (K; +; .), mit a E {O, 1, 2) und bE {O;
1, 2} sind aquivalent mit dem aus (1), (6), (7) gebildeten System; die allgemeine
Losung, bestehend aus den beliebigen Funktionen A (x), B (x) D (x), E (x), M (x),
N (x) ist folgende:

I

A (x)
(8) f(x, y) =

A (y)

(9) F (x y) =!
D (x),

ID(y)

G (x. ) =
1

M (x)
Y

M (y)

(7)

(10)

B(x)

I 'B(y)
E(x)

I

-
I

A (x)
E(y) A (y)

N(x)

1

_
,

. D(x)

N(y) D(y)

B (x)

1

3+2a

B(y)
,

E (x)

/

3+2b .
E(y)

a E {O, 1, 2}

b E {O, 1, 2},
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2. Die von L CARLITZ [2] angenommen Funktionalgleichung

f(x, y, z)f(u, v, w) +fey, x, u)f(z, v, w)

+f(x, y, v)f(z, u, w)+/(y, x, w)f(z, u, v)=O

hat im K6rper der komplexenzahlen Q folgende allgemeine L6sung:
A (x) B (x) C (x)

f(x,y,z)= A(y) B(y) C(y) ,

A (z) B (z) C (z)

wobei A (x), B (x), C (x): Q -+ Q, beliebige komplexe Funktionen sind.
'

In diesem Paragraph en nehmen wir folgendes System von Funktionillg-
leichungen mit zwei unbekannten Funktionen '

(11)

(12)

f(x, y, z); F(x, y, z): Q x Q x Q -+ Q an:

Sf(x, y, z)/(u, v, w) '---=f(x,y, z)f(u, v, w) + fey, x, u)f(z, v, w)

+f(x, y, v)fez, u, w) + fey, x, w)f(z, u, v)= 0,

(13) S F(x, y, z) F(u, v, w)+ S [F(x, y, z)f3 (u, v, w) + F(u, v, w)f3 (x, y, i)]

+ 3f(x, y, z)/(y, x, u)/(u; v, w)f(z, v, w)

x [f(x, y, v)f(z, u, w) + fey, x, w)/(z, u, v)]

+ 3/(x, y, v) fey, x, w)f(z, u, w)f(z, u, v)

x [f(x, y, z) feu, v, w) + fey, x, u)f(z, v, w)]= o.
Die erste Gleichung von (13) ist (11) und hat als allgemeine L6sung (12).

Die zweite Gleichung aus (13) wird auf die Form:

(14) S [F(x, y, z) + f3 (x, y, z)] [F(u, v, w) + f3 (u, v, w)] = 0

gebracht, indem man folgende IdentiHit in Betrachtzieht:

a3 + b3 + C3+ d3 = 3 ab (c + d) + 3 cd (a + b), wenn a+ b+ c+d=O.

Es ergibt sich der Satz: Das Funktionalgleichungssystem (13) mit zwei
unbekannten Funktionen f, F: Q x Q x Q -+ Q ist aquivalent mit dem aus (II),
(14) gebildeten System und hat im K6rper der komplexen Zahlen folgende
allgemeine L6stmg:

(15) f(x, y, z) =

A (x) B (x) C (x)

A (y) B (y) C (y) ,

A (z) B(z) C(z) I

D (x) E(x) H(x)'

D(y) E(y) H(y) -

D (z) E (z) H (z)

A (x) B(x)

A (y) B(y)

A (z) B(z)

C (x) 3

C(y)

C (z)

(16) F(x, y, z) =
('
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bestehend aus sechs beliebigen komplexen Funktionen yon einer komplexen
Veriinderlichen.

3. D. Z. DOKOVIC, S. B. PRESIC, R. Z. DORBEVIC und P. M. VASIC [4], [5],
[6, S. 38], [7] haben die allgemeine stetige Lasung folgender zyklischen Funkti-
onalgleichung untersucht

m+n

L C(-I F( (XI + X2 + . . . + Xm, Xm+1 + Xm+2 + . . . + xm+n) = 0
;=1

(m+n>2)

(17)

wobei mit "C" die zyklischen Vertauschungen bezeichnet wurde.
Wir nehmen hier nur folgende besondere zyklische Funktionalgleichung an:

FI (XI' X2 + X3) + F2 (X2' X3 + XI) = F3 (X3' XI + X2)'

Ihre allgemeine stetige Lasung ist folgende:

FI (x, y) = (2x-y)f(x+ y) +g. (x+ y),

F2 (x, y) = (2 x- y)f(x + y) + g2 (x + y),

F3 (x, y) = (y-2x)f(x+ y) + gl (x+ y) + g2 (x+ y),

(18)

wobei J, gl, g2: R -+ R reeIIe stetige beliebige Funktionen sind.
In diesem Paragraphen lasen wir folgendes Funktionalgleichugssystem:

FI,n(XI, X2+x3)+nFI,n-I(XI, X2+X3)F2,I(X2' X3+XI)

(19) +(;)FI,n-3(Xl' X2+X3)F2,3(X2, X3+XI)+" .

+ (;) FI,n-p (XI' X2 + X3) F2,p (X2, X3 + XI) + . . .

+F2,n (X2' X3 + XI) = F3,n (X3' XI + X2)' fUr n = 1, 2, 3, 4, 5.

Es enthiilt 15 unbekannte stetige Funktionen FI,n, F2,n, F3,n:Rx R-+R.
Die erste Gleichung des Systems enthiilt die unbekannten Funktionen FI,I (x, y);
F2,1(x, y); F3,. (x, y) die durch (18) ausgedriickt sind, weil diese Gleichung
mit der Gleichung (17) zusammenfiillt. Zieht man die erste Gleichung des
Systems im Betracht, dann erhiilt die zweite Gleichung die Form:

(20) [FI,2(Xl' X2+X3)-FI,12(XI' X2 +x3)]+[F2,2 (X2' X3+Xl)-

-F2,12(X2' X3+XI)]=[F3,2(X3' XI + x2)-F3,12(X3' XI +X2)]'

Sie ist yon der Form (17) und ihre allgemeine La3ug ist (18). Zieht
man nun die zwei vorgehenden Gleichungen in Betracht, so bekommt die dritte
Gleichung des Systems folgende neue Form:

(21) [FI,3-3 FI,2' FI,I + 2 FI}] + [F2,3-3 F2,2'F2,I+ 2 F2}]

= [F3,3-3 F3,2' F3.1+ 2 F3}].
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Sie hat die Form (17) und daher ist ihre allgemeine Losung durch (18)
ausgedriickt. Verwendet man die oben erwahnten Gleichungen, so kann die
yierte Gleichng des Systems unter folgende Form gebracht werden:

(22) [Ft,4-4 Ft,J' Ft.t + 12 Ft,2' Ft,!2-3 F!,22_6 F!,!4)

+ [F2,4-4 F2,J' F2.! + 12 F2,2' F2,!2-3 F2,22-6 F2,!4)

= [F3,4-4 FJ..,' FJ,! + 12 FJ,2' FJ,(2-3 FJ,22-6 FJ,!4).

Man stellt fest, dass sie die Form (17) hat und ihre allgemeine stetige
Losung durch (18) ausgedriickt ist. Ahnlich wird auch die letzte Gleichung
des Systems (19) auf die Form (17) gebracht:

(23)
2

L: [Ft,s-5 Ft,4' Ft,! + 20 Ft,J' Ft,!2-60 Ft,2' Ft,!J + 30 Ft,22. Ft,t
i=1

-10 Ft,J' Ft,2 + 24 Ft"S) = FJ,s- 5 F3,4' FJ,! + 2J Fj,J' Fj,!2

-60 FJ,2 . FJ,!3 + 30 F3.22. F3,!-1 0 F3,3' F3,2 + 24 F3.!s.

Ihre allgemeine stetige Losung ist auch durch (18) ausgedrtiskt.

Ais Schlussfolgerung haben wir den Satz: Das Funktionalgleichungssystem
(19) yon 5 Gleichungen ung 15 unbekannten Funktionen Ft,n (x, y): R x R -- R,
wobei i = I, 2, 3 und n = 1, 2, 3, 4, 5 ist aquivalent mit dem System gebildet
aus den Gleichungen (17) (2 J), (21), (22), (23) und ihre allgemeine reelle und
stetige Losung hangt yon 15 beliebigm rt;ellen und stetigen Funktionen yon
einer reellen Veranderlichen ab:

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

Ft,1 (x, y) = (2 x- y)f(x + y) + gt (x + y) (i = 1, 2),

FJ,! (x, y) = (y- 2 x)f(x + y) + g! (x + y) + g2 (x + y);

Ft,2 (x, y) = (2 x-y) I (x+ y) + ht (x + y) + Ft} (x, y) (i = 1, 2),

F3,2(x, y)= (y-2x) I (x+ y) + h! (x+ y) +h2 (x+ y) + F3}(x, y):

Ft,J (x, y) = (2 x- y) m (x+ y) +kt (x + y) + 3 Ft,2' Ft,!-2 Ft,!3 (i= 1, 2).
F3,3(X,y) = (y-2x) m(x+ y) +k!(x+ y) + k2(x+ y)+ 3FJ,2' F3,!-2F3};

Ft,4 (x, y) = (2x-y)p (x+ y) + Ut(x+ y) + 4 Ft,3' Ft,!
-12 Ft,2' Ft,!2+ + 3 Ft/ + 6 Ft,t4

FJ,4(x, y) = (y-2 x)p (x + y) + U!(x + y) + U2(x+ y) + 4 FJ.J. F3,!
-12 F3,2' F3/ + 3 F3,22 + 6 F3};

(i= 1,2),

Ft,s (x y) = (2 x-y) q (x+ y) + Vt(x + y) + 5 Ft,4' Ft,!-20Ft,3' Ft,!2

+ 60 Ft,2' Ft}-30 Ft,/' Ft,! + 10Ft,J' Ft,2-24 Ft,!s (i = 1,2),

F3,s (x, y)=(y-2x) q(x+ y) + VI(x + y) + V2(x+ y) + 5 F3,4' F3,1
-20 F3,3' F3} + 60 FJ,2' FJ}-30 FJ,22.FJ,! + 10 F3,3' FJ,2-24 FJ/'
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4. Wir nehmen folgendes zyklisches nichtlineares Funktionalgleichungssystem an:

FI.I + F2.1= F3.1+ F4.1;

m(2m-4)(2m-5) ] m- 3 3X FI.12. F2.12 +
3

[FI.I + F2.1 2 6. FI.I . F2.1 + F2.2

(29)

= F3.2 + 2 m [F3.1+ F4.lpm-2. F3.1' F4.I-m (2 m-3) [F3.1+ F4.lpm-4

m~m-~~m-~ mX F3.12. F4.12 +
3 [F3.1+ F4.1]2 -6. F3.13. F4.13 + F4.2;

FI.3 + (3 + 2 a) [FI.2-FI.12m] [F2.2-F2.12m] [FI.2 + F2.2-FI.12m-F2.12m]

X {[Fl.2--FI.12mp + [FI.2-FI.12m]. [F1.2-F1.12m] + [F1.1-F2.12mp} + F2.3

= F3.3 + (3 + 2 a) IF3:2-F3.12m] [F4.1-F4.12m]

X [F3.1 + F4.1-F3.12m-F4.12m]. {[F3.2- F3.12mp

+ [F3.2-F3.12m]. [F4.2--F4.12m] + [F4.1- F4.12mF} + F4.3;

wobei m = 1, 2, 3 und a = 0, 1, 2 reelle und ganzzahlige Parameter sind. Wir
setzen voraus, dass die unbekannten Funktionen Fi.l (x, y): R x R -+ R mit

i= 1, 2, 3,4 und j= 1,2, 3 nur stetig sind, und die Argumente in (29) zyklisch
aufdnanderfolgen:

(30)
F =F (X,+X.~2X,x.

x ).
3.1 3.1 1 2 '

I ,
- X,x.

F -F (X.+X,-2X,x. )4.1 - 4.1 1 2 '
x2

- xJx, -
(j= 1,2,3).

Damit man die allgemeine reelle und stetig Losung des Systems (29)
bestimmen kann, bringt man durch algeraische Operationen die zweite Gleic-
hung auf folgende Form:

(31) (m= 1,2,3).

we1che offenbar auf die erste Gleichung des Systems (29) gebracht werden
kann. Wenn wir von der Form (31) ausgehen, deren Funktionen in der dritten
Gleichung von (29) vOIkommen, und zieht folgende algebraische IdentWit in
Betracht

(u + v)3+2a= u3+2a+ v3+2a+ (3 + 2 a) uv (u + V)[U2+ uv + v2]a (a = 0, 1, 2),

dann erhaIt die dritte Gleichung von (29) die kanonische Form:

(32) FI.3 - (FI.2 - FI.12 m)3+2a + F2,3 - (F2.2 - F1.12 m)3+2a

= F3,3-(F3.1-F3.j2m)3+2a + F4.3-(F4.2-F4.j2mp+2a

(m= 1, 2,3; a= 0, 1,2).
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Wir haben nun das System (29) auf folgendes iiquivalentes System
reduziert:

FI,I + Fl,l = F3,I + 4,1;

FI,l-FI,llm+ Fl,l-Fl,llm= F3,l-F3,llm+ F4,l-F4,llm;

F1,3-(FI,l-FI,llmp+la + Fl,3-(Fl,l-Fl,llm)3+la

= F3,3-(F3,l-F3,llmp+la + F4,3-(F4,l-F4,llm)3+la

(m= 1,2,3; a= 0, 1,2).

Urn die erste Gleichung zu losen, fiihren wir neue Veriinderliche [8] ein:

xj=f(uj)=I:gt;JUJ' UjE(-~, -:)u(-:, ~); j=I,2,3,4,

ebenso die neuen Funktionen:

FI,I [f(UI + Ul)' f(U3)] = GI,I (UI + Ul' U3)'

Fl,l [f(Ul + U3)' f(U4)] = Gl,l (Ul + U3' U4),

F3,1[f(U3+1l4)' f(UI)]=G3,I(U3+U4, UI),

F4,I [f(U4 + UI), f(Ul)] = G411(U4+ UI, Ul)'

(33)

(34)

(35)

und erhalten

(36) GI,I(UI+Ul' U3) + Gl,l (Ul+U3' U4)=G3,I(U3+U4, UI)+G4,I(U4+UI, Ul)'

Diese Funktionalgleichung wurde von D. Z. DOKOVIC in seiner Dokto-
rarbeit [6, S. 42] untersucht, deren allgemeine, reelle, stetige Losung nur von
beliebige Konstanten abhiingt:

(37)

G1,1 (u, v) = at Ul + (al - al) Vl - 2 al uv + bu + cv + p,

Gl,l (u, v) = az ul + (al + az) Vl+ 2 al uv + du + ev + q,

G3,I (u, v) =ar Ul + (al-al) vl-2 al uv+ (c+ d) U+ (b+ c + d-e) v+ r,

G4,I (u, v) = al Ul+ (al +al) vl+ 2 al uv+ (e-d-c) u+ (b+d) v+ p+ q-r.

Durch Umkehrung der Substitution (34) und zuriickkommend auf die
Funktionen FI,I (x, y); Fl,l (x, y); F3,I (x, y); F4,I (x, y) erhiiIt man folgende
stetige Losung fUr die Funktionen der ersten Gleichung (29) oder (33):

FI,I (x, y) = al (arc tg ~ )l
+ (a( - al) (arc tg ~ )l

x-I y-I

- 2al arc tg ~-. arc tg ~- + b . arc tg-~
x-I y-I x-I
y

+ c . arc tg -- + p,
y-I

Fl,l (x, y) = al (arc tg ~ )l
+ (al + al) (arc tg ~ )l

x-I y-I

~- 2al. arctg ~.arctg-~+d. arctg~-
x-I y-l x-I

(38)

y
+e. arctg --+ q,

y-I
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(38)

F3.1(x, y) = al (arc tg ~ )2
+ (al-a2) (arc tg ~ )2

x-I y-I

x y x
- 2 a2 arc tg - .arc tg - + (c + d) .arc tg -'x-I y-I x-I

+(b+c+d-e).arctg ~+r,
y-I

F4.1(x, y)=a2 (arctg~ )2
+ (al +a2) (arc tg~ )2

x-I y-I

x y x
+ 2al arctg -. arctg -+ (e-d-c) arctg -

x-I y-I x-I

+(b+d)arctg ~+p+q-r,
y-I

wobei aI, a2, b, c, d, e, p, q, r beliebige reelle Konstanten sind und

x,yE(-oo, I)U(I, + 00).

Die zweite Gleichung aus (33) oder die Gleichung (31)
der Substitutionen

ergibt mit Hilfe

eine Funktionalgleichung in H, welche (38) als Losung hat So erhiiIt man
fUr die Funktionen der zweiten Gleichung aus (29) oder aus (33) folgende
Ausdrlicke:

FI.2(x, y) = a3(arc tg ~ )2
+ (a3-a4) (arc tg ~ )2

x-I y-l
x y x

- 2 a4 arc tg -. arc tg - + bl arc tg -
x-I y-I x-I

+ C1arc tg ~ + PI + [al (arc tg ~ )2

y-I x-I

(
y

)2 X y
+ (a1-a2) arctg- -2a2' arctg -.arctg-y-I x-I y-I

x y ]2 m
+b.arctg -+c.arctg -+p ,

x-I y-I

F2.2 (x, y) = a4(arc tg _~ )2
+ (a3+ a4)(arc tg ~ )2

x-I y-I

x y x
+ 2a3 .arc tg -. arc tg - + dl . arc tg-

x-I y-I x-I

+ ((Iarc tg ~ + ql + [a2 (arc tg ~ )2

y-V x-I

+(al +a2) (arctg~ )2
+ 2al arctg~. arctg~

. y-I x-I y-I
x y

]
2m

+d.arctg-+e.arctg-+q ,
x-I y-I

(39)
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(39)

F3,Z(x, y) = a3 (arc tg ~ )Z
+ (a3-a4) (arc tg ~ )Z

x-I y-I

x y x
-2a4 arc tg-' arc tg-- + (Cl + dl) arctg-

x-I y-I x-I

+ (b1 + CI+ d,-e,) arc tg ~ + r1 + [al (arc tg ~ )2

y-I x-I

(
y

)2 x y
+(al-az) arctg- -2azarctg--'arctg-

y-I x-I y-I

x y
]

zm
+(c+d)arctg-+(b+c+d-e).arctg-+r ,

x-I y-I

F4,z(x, y)=a4 (arctg~ )Z

+ (a3 +a4) (aIctg~ )2

x-I y-I
x y x

+ 2 a3arc tg --. arc tg - + (e,-d,-c,) arc tg-
x-I y-I x-I

+ (b, + d,) arc tg ~ + PI + ql-rl + [az (arc tg ~ )Z

y-I x-I

+ (al + az) (arc tg L_ )2
+ 2al arc tg ~ . arc tg -2'-

y-I x-I y-I
x y ]zm

+ (e-d- c) arc tg -- + (b + d) arctg -- + P + q-r ,
x-I y-I

wobei a3, a4, b" ct, d], e], PI' ql' r[ neben denen aus (38) beIiebige reelle
Konstanten sind; m = I, 2, 3 und x, y E (- 00, I) U (I, + 00).

Die dritte Gleichung aus (33), welche eigentlich die Gleichung (32) ist,
wird ahnlich gelost, und die unbekannten Funktionan haben folgenden Ausdruck:

FI,3(X, y) =as (arc tg~ )Z
+ (as-a6) (arctg~ )Z

x-I y-I
x y x

- 2 a6arc tg - . arc tg - + bz arc tg '---
x-I y-I x-I

+ Czarc tg ~ + pz + [a3 (arc tg ~ )2

y-I x-I

(
y

)z x y
+(a3-a4) arctg- --2a4arctg-.arctg-

y-I x-I y-I

+ b, .arc tg~ + ci arctg~ +PI ]
3+2a,

x-I y-I

FZ,3(x, y) = a6 (arc tg ~ )Z
+ (as + a6) (arc tg ~ )2

x-I y-I

x y x
+ 2 as arc tg ~. arc tg - + dz arc tg-

x-I - y-I x-I

+ ez arc tg ~ + qz+ [a4 (arc tg ~ )2

y-I x-I

+ (a3 + a4) (arc tg ~ )2
+ 2a3 .arc tg ~. arc tg ~

y-I x-I y-I
x y

]
3+211

+d, arctg--+e1 arctg-+Ql ,
x-I y-I

(40)
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(40)

-2a6' arctg~~. arc tg ~+ (Cz+dz) arctg~
x-I y-I x-I

+ (bz + Cz+ dz-ez) arc tg ~ +'z + [a3 (arc tg ~ )z
y-I x-I

+ (a3-a4) (arctg~ )Z-2a4' arctg~. arctg~
y-I x-I y-I

x y
]

3+2a
+ (c[ +d[) arctg ~+(b[ + c[ +d[-e[) arctg~+'[ ,

x-I y-I

F4,3(X, y) =a6 (arctg ~' )
z

+ (as +a6) (arc tg ~ )z + 2as arc tg~
x-I y-I x-I

x arctg~+ (ez-dz-cz) arctg~+(bz +dz) arctg~
y-I x-I y-I

+ pz + qz-'z + [a4 (arctg~ )Z
+(a3 +a4) (arctg-~ )Z

x-I y-I

wobei die Parameter a=O, 1, 2 und as, a6, bz, cz, dz, ez, pz, qz, 'z neben
denen aus (39) beliebige reelle Konstantcn sind und x, y E R"'{I}.

Somit gelangen wur zu folgendem Satz: Die Funktionalgleichungssysteme
(29) von drei Gleichungen und 12 unbekannten Funktionen Fi,j (x, y): (R
"'{I})2-+R mit i= 1, 2, 3, 4; j= 1, 2, 3 und m= 1, 2, 3; a=U, 1, 2 ist
aquivalent mit dem System (33); ihre allgemeinen reellen und stetigen Losungen
hangen nur von reellen beliebigen Konstanten ab und sind durch (38), (39),
(40) ausgedrlickt.
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