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219. DOPUNE KAMKEOVOM DELU. XIII.
O KRITERIJUMIMA INTEGRABILNOSTI RICCATIEVE JEDNACINE

D. S. Mitrinovi¢ 1+ P. M. Vasié
(Primljeno 5. januara 1968)

0. U ¢&lanku [2], pored ostalog rezimirali smo rezultate iz Elanka [1]. U ovoj
Noti, kao i u nekoliko narednih koje ¢e izi¢i pod istim naslovom, pokazademo
kako su mnogi kriterijumi o integrabilnosti Riccatieve jednacine, publikovani
posle objavljivanja &lanka [1], samo partikularni sludajevi stavova iz [1]. Pri
analiziranju ovih kriterijuma ne¢emo se drZati hronolo$kog reda. Naravno, ovde
¢e biti obuhvadeni i kriterijumi o integrabilnosti linearnih diferencijalnih jed-
natina drugog reda, s obzirom da se one jednostavnim transformacijama svode
na Riccatievu jednadinu.

S obzirom da su neki kriterijumi dati za Riccatievu jednadinu u kano-
niénom obliku a neki za Riccatievu jednadinu u opStem obliku, pomenucemo
dva nadina pomocu kojih se Riccatieva jednadina moZe svesti na kanonini
oblik (videti, na primer, [1]). Transformacije koje ¢emo koristiti podesne su,
izmedu ostalog, i zbog toga §to se ne menja nezavisno promenljiva, veé samo
funkcija.

Prvi nacin. Riccatieva jednadina

©.1) gsz(x) Y21 B(x) Y+ C(x)
X
smenom funkcije
(0.2) Y_—l—l<A +£)
A 2\4% 4

svodi se na kanoniéni oblik

0 Bl lp LAY Ly Lt LY e
dx 4 4 20 2 4 2\4

Drugi nacin. Riccatieva jednadina (0.1) smenom funkcije

(0.4)
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svodi se na kanoniéni oblik

1 1 ’\2 1 C’ !
(0.5) ‘iy-+y2:732+—<g) +iB'_B__1<Q> —4C.
dx 4 4\c/ 2 2°c 2\cC

Primetimo da na ove nadine moZemo na kanonini oblik svesti i neke
degenerativne sludajeve Riccatieve jednaline (0.1). Tako se u sluaju C=0
(Bernoullieva jednadina) moze primeniti transformacija (0.2) a u sluaju 4=0
(linearne jednadina) transformacija (0.4). U ovim sludajevima dobija se kano-
niéni oblik Riccatieve jednafine koja se moZe integraliti pomolu kvadratura.

1. U c¢lanku [3] dat je sledec¢i kriterijum o integrabilnosti linearnih diferen-
cijalnih jednaéina drugog reda:
Linearna diferencijalna jednacina
dzw dw
1.1 e+ G -+ H(w=0
(1.1) GO T H©
intergrabilna je pomoc¢u kvadratura ako su funkcije G i H oblika
12 2 ’ 2
LSOy FED GOF
J() af*  F(f)
gde su F i f (f'(x)#0) proizvoljne funkcije.
Ovaj kriterijum izveden je na slede¢i nacin.
Jednagina (1.1) transformacijom

(1.2) G(t) =

(1.3) x=[e —lowar dgr y(x)=w(1)
prelazi u jednadinu o
(1.4) (x)2;1;2—+Hu:0.
Ako se pode od integrabilne jednadine
d’u  d*F
(L1.5) F(x) dxzr_ﬁcrz")ic;u:o

(Jedno njeno partikularno reSenje je u— F(x)), koja pripada tipu (1.4), zaklju-
cuje se da ¢e jednacina (1.1) biti integrabilna ako su funkcije G i H oblika (1.2).
Ako se od linearnih diferencijalnih jednaéina drugog reda pomoéu smena

u—=exp ([ ydx), w=exp ([ zdt) prede na Riccatievu diferencijalnu jednaginu,
gore izloZeni rezultat svodi se na sledece.

Ako se pode od integrabilne diferencijalne jednadine

, F// (x)
1.6 + =
(1.6) y F )
wer e . .. F'(x) . ..
éije je jedno partikularno reSenje y= = , 1 uvedu transformacije

X
1

(.7 x=f(), y(x)=z()

@’
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dobija se Riccatieva jednacina
., J'@)  @F) (S OF
dt /() f*  F(f)

koja je takode integrabilna.

Iz ovoga se vidi da je pomenuti kriterijum specijalan slucaj stava 1
(videti {1} ili [2]). Zaista, stavljajudi u formulama (2.5) iz [2] P=f, Q:f 1( ),
"t

1

R=0,1iu(1) g=1—;u, dobijamo kriterijum iz [3].

2. U clanku [4] polazeéi od jednaline

2.1 flyﬁ—d—x:O
dw  dw

i uvodedi transformacije

__e
(2.2) Y x=9 (1)
autor dobija integrabilnu Riccatievu jednadinu
2.3) %Z;+P(t)y2+Q(t)y+R(t):0,
gde je
Py YO 0 OYOFO o [POFO 160 D=9 OS0),

o ()’ 10) o(t)

Pokaza¢emo da je ovaj rezultat partikularan sludaj jednog od rezultata
iz ¢lanka [1]. Jednalini (2.1), na osnovu formula (0.4) i (0.5) odgovara kano-
niéni oblik

d
2.9 @ 2 =0,
dx
gde je yzi. Na osnovu ovoga, transformacije (2.2) glase
u
1 t
y= — V4 +f—() .
e @
Prema tome, ovo je partikularan slucaj stava 2 iz flanka [2], §to se vidi
ako se se u pomenutom stavu stavig=0, ¢ =P, i=Q, ——=R.
P

U vezi sa ¢lankom [4] primetimo takode i sledeée. Transformacije koje
autor ¢lanka [4] koristi (npr. transformacije (2.2)) naziva dvostrukim jer polazi od
jednacCina u kojima figuri§u dve funkcije (1 i x) i jedna nezavisno promenljiva (¢).
Medutim u svim jednalinama koje ovaj autor posmatra, jedna promenljiva
figuriSe samo prividno. To je slutaj sa promenljivom ¢ u jednadini (2.1)
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(ova jedna¢ina se moZe napisati u obliku ;;—: 1). Isti je slucaj i sa drugom
X

jednadinom koju autor uzima kao primer:

du dv du

P

ax  ax 4% _B_y (A, B=const).
dv dv
dx dx

Ova jednaCina takode se moZe napisati bez promenljive x u obliku

b4 g,
dv dv

Prema tome, u oba sludaja to su uobifajene transformacije jedne funk-
cije i jedne nezavisno promenljive jednom novom funkcijom i jednom novom
nezavisno promenljivom.

3. U d&lanku [S] autor polazi od diferencijalne jednadine

dy

3.1 ;;ff(X)y”g(x)erh(x)

i uvodi transformaciju

(3.2) y-RKZEG® Gk const).
k,z+ F(x)

Ovom transformacijom dobija se jednadina
k,F—k,GYz' + (k2 f+k k,g+k?W)22+Q2fk G+k,gG+k gF+2k, hF
+k F' —k,GYz+(GF'—FG'+ fG*+ g FG+ hF?)=0.
Ova jednadina ¢ée biti integrabilna ako je, na primer,
k2f(x)+k k,g(x)+k2h(x)=0,
a tada ¢ée biti integrabilna i jednalina (3.1).

Ako jednainu (3.1) svedemo na kanoniéni oblik

dy
Zt+yl=g(x
dx yi=e)

pomocu transformacije (0.2), formula (3.2) postaje

k 1f 1 1f 1
e YL e\z— Gf—— L F— " gF
( k> 27 zg)z k, f 2 f 28

z+F

Prema tome, ovo je specijalan sludaj transformacije (2.4) (videti [2]) koja
uspostavlja vezu izmedu dve integrabilne Riccatieve jednadine.
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. COMPLEMENTS AU TRAITE DE KAMKE. XIIL
DES CRITERES D’INTEGRABILITE DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE
DE RICCATI

D. S. Mitrinovic et P. M. Vasié

L’article [2] contient, entre autre, un résumé de l'article [1]. Dans cette
Note, ainsi que dans plusieurs d’autres que serons publiés succésivement sous
le titre indiqué plus haut, nous montrerons le fait que de nombreux cas
d’intégrabilité de 1’équation de Riccati, obtenus apreés la parution de article [1],
ne sont que des cas particuliers des critéres trouvés dans [1].

Cette Note analyse les ,,nouveaux” critéres obtenus dans [3], [4] et [5],
en faisant voir qu’ils sont contenus dans [1] comme des cas trés particuliers.

Correction. Dans larticle [2] aux formules (1.8), (2.19), (2.22) et (2.31) plu-
sieurs fautes d’impression se sont glissées qui ne se trouvaient pas dans l’ar-
ticle original [1]. Voici la forme correcte des formules en question:

g CoF, (%) + G, (x)
CH, (x) + K, (x)
_g—h y g 1 ¢

h y—h h 2g—h

(1.8) (F,K,—H,G,#0; C,, constante d’intégration).

2.19) y

(h+0).
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dy 3 I g /(l 3 gl 2
2.22 Ly —_—— =+ — ) — <~—) .
@2 Ziyioge 2« ( Ve =
(2.31) (QT—R)* F (2)

=(P'Tg—P'QR—QT'—R)(P'Tg—P'QR—Q'T)
—(P'g—(Q'—P'Q) (P'T’g—P'R*+ RT'—R'T) +(QT—R)
x(Q'T+QT —P'Tg—P'T'g—P?Tg’ + P"QR+ P'Q'R+ P'QR)
i (Pg—Q'—P'OY
P'—Q—PQZ
' Pe-0—Pe) G (Pe—Q'—P'0Y)
— TR :
Pg—Q'—P'Q: Pg—Q'—P'Q}

+{(QT—R) (P'Tg—P'QR—-0'T)

+= (QT—R)2 [



