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217. GENERALISATION D'UNE INEGALITE DE HENRICI

D. S. Mitrinovic et P. M. Vasic

(Re9u Ie 20 mars 1968)

Notations. Soient
I

Gn (a) = (fI ak)'"
k=1

ou a = (ai' . . . , an) et p = (PI' . . . , Pn), avec n> I, sont deux suites de nom-
bres reels positifs.

1. Nous allons tout d'abord demontrer Ie resultat suivant:

Proposition 1. Dans Ie cas OU
-n I

n+1 ( )
- n+1

et an;;;, Pn a\ . . .an-\
'on a

(1)
n n-l

Pn(a;p)- ;;;.Pn-\ (a; p)-~~-
I + Gn(a) 1+ Pn Gn-I (a)

avec l'egalite si et seulement si
1 n

( )n-I - n- 1an = al. . . an-\ Pn .

Proposition 1'. La proposition 1 reste en vigueur si tous les signes ;;;., apparais-
sant dans la proposition 1, on remplace par <:.

Preuve. Considerons la fonction f, definie par

n

(
n -

)
I/n'

I + TI ak
k=1
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ainsi que les derivees:

(2)

(3)
n

1-2n 2-2n I
- -- -n -(I +n)an n (al' . .an-I)n

I
(l +(al' . .an)n)3

En posant an=xn(x>O) et al.. .an-I=IXn(IX>O), I'equation f'(an)=O
prend la forme suivante

(l-n) an
X

IXPn2 X2n-IX2 p" xn+I-Pn xn-I + IX= O.

Elle n'a que deux racines positives en x, it savoir
I

- (IX )
n-I

xl- - ,
Pn

I
-n+1

Par suite, les zeros uniques positifs de f' en an sont:

n I

(an)1 = Pn
- n-I(al . . . an-li=-l,

-n --I

(an)z=Pnn+i(al' . .an-I)n+l.

D'apres (3), on a

f" «an)l) =
n-I

Pnz
n

I 1

I- p n-=t (a ...a .) -,,-1
n I n-I

I I
(l + Pn-n-l(al' . . an-I)

- n-I)3

1 1

I
- n+ I ( n+ 1

-Pn al . . . an-I)

I I

(l +Pn-I+n (al . . .an-If+ 1)3

On a, de meme,

f(O) =Pn-I (a; p) + I-n, f( + 00) =Pn-I (a; p),

n-I
f«an)l) =Pn-I (a; p) - ~-~---. I

1+ Pn
I-n

Gn-I (a)

I I

( ) -n-I -n-Ial. . . an-I <Pn et
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Donc,

Par suite, la fonction I a au point (an)2 un maximum et au point (an)t
un minimum.

Sous la condition an> (an)2' on a I(an) > I( (an)t)' ce qui est precisement
I'inegalite (I).

Dans Ie cas ou at . . . an-t <Pn, on 0btient

alllsi que
1 I

( ) -n-i -n-I
al . . .an-t > Pn ,

I I

( )n+1 n+1al. . . an-I <Pn ,

ce qui conduit a

Par consequent, la fonction I a dans Ie cas considere un maximum au
point (an)I et un minimum au point (an)2'

Sous la condition an«an)2' on a l(an)</((an)t) ce qui demontre la
proposition 1'.

Si al. . . an-t = Pn, on a alors (an)1= (an)2' et dans ce cas an = (an)t = (an)2
est un point d'inflexion de f Etant donne que an= (an)t = (an)2 est Ie zero
unique de f' et que I est une fonction continue en an (>0) et qu'en outre
I (0)<I ( + (0), il en resulte que I est une fonction croissante dans (0, + 00 ).

Par consequent l'inegalite (1) est valable pour an>Pn-l. Pour an<Pn-t
on a l'inegalite contraire.

Avec ceci les propositions 1 et l' sont completement demon trees.
n

2. Si I'on pose PI = . . . =Pn= I, Pn(a; 1)=Pn(a) et Qn(an)= , on
1 + Gn(a)

obtient un resultat qui s'enonce comme suit:

Proposition 2.

I
( )

- n+1Si al . . . an-I> 1 et an > at' . . an-t , on a

Pn (a)- Qn (a) > Pn-t (a)- Qn-I (a).
I

Dans Ie cas ou al. . . an-I < 1 et an < (at' . . an-t) n+l,

contra ire
on a I'inegalite

Pn (a)-Qn (a) <Pn-I (a)-Qn-t (a).

Par application repetee de la proposition 2, on obtient:

Proposition 3. Dans Ie cas ou ai, . . . , an sont tels que

(4)
k

T1 ai> 1
i~1

(pour k= 1, ... , n-l),

on a
(5)
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Dans Ie cas ou

(6)
1

k
(

- k+2TIa;.;;;1 et aHl.;;;al",ak) (pourk=l,..., n-1),
i=1

on a /' inegalite contraire

Pn (a).;;; Qn (a).

Les conditions (4) (respectivement (6»
dans Ie cas ou al,..., an:> 1 (respectivement
inega1ites suivantes sont valab1es:

(7)

sont verifiees, par exemple,
ou ai"", an,;;;1). Alors, les

Pn (a):> Qn (a)

Pn (a).;;; Qn (a)

avec a1,.,., an>l,

avec al,.,.,an<1.

Les deux dernieres inega1ites sont dues it. P. HENRICI (voir: Elemente
der Mathematik 11 (1956), p. 112).

3. Giniralisation.
nie par

Envisageons au lieu de 1a fonction f 1a fonction g, defi-

(8)
An

1+Gn(a)'
ou A est un nombre reel.

Puisque
, ( ) Pn AIXxl-ng an =- +--

(1 + Pn xn)2 (1 + IXX)2

avec an=xn(x>O) et a1,. .an-l =IXn (IX>O), 1es zeros de la fonction g sont
definis par

IXAPn2 X2n-1X2 Pn xn+1 + 2 IX (A-l)Pn xn-Pn xn-I +-IXA= 0,

Cette equation en x peut avoir au plus zero, deux ou quatre racines
positives suivant que A';;;0, 0 < A';;;1 ou A> 1. Pour A';;;0, la fonction g,
definie par (8), est decroissante, ce qui conduit, par exemple, it. l'inegalite
suivante

(A .;;;0),

c'est-a-dire
n

Pn(a;p) - ';;;Pn-l (a; p) + I-n.
1 + Gn(a)

Le cas A= 1 est completement resolu dans cette Note, II reste it. etudier
les cas O<A< 1 et A> 1.

4. Remarque. Les resultats contenus dans cette Note se rattachent it. ceux
obtenus dans les articles:

D, S. MITRINOVIC et P. M. VASIC, Une classe d'inegalites oil inter-
viennent les moyennes d'ordre arbitraire, ces Publications, NQ 159- NQ 170
(1966), 1-8,

P. S. BULLEN, Some more inequalities involving the aritmetic and geome-
tric means, ces Publications, NQ 181 - N!! 196 (1967), 61-66.


