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215. GENERALISATION D'UN PRO CEDE FOURNISSANT DES
INEGALITES DU TYPE DE RADO

D. S. Mitrinovic et P. M. Vasic

(Rec;u Ie 1 decembre 1967)

o. Soient p= (pppz, ..., Pn), q= (qp qz, , qn), a= (ap az, ..., an) des
suites des nombres positifs.

Introdusisons les notations suivantes:

n

Pn=LPi,
i~1

n

Qn= L qi,
i=1

n-1

Qn-l = L qi;
i~1

I n-1
An-l (a; q) = L qi ai;

Qn-l hi

1
n-I Pi ) Pn-l

Gn-l (a;p) = CfT ai .'
i=1

11 en resulte que:

A ( . ) Qn-l
A ( . ) +

qn
n a,q =~ n-l a,q ~an,

Qn Qn

Pn Pn~t

Gn(a;p) = a/;; Gn-l
(a;p)-p;,-.

Cet article contient certaines generalisations de quelques inegalites,
demontrees dans [1] et [2].

1. Generalisant une inegalite due a RADO, no us avons demontre l'inegalite
suivante [1]:

(1.1) QnAn(a;q)-A
qn

PnGn(a;p)
Pn
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--- - ---

Dne autre generalisation de l'inegalite de RADOa ete donnee par BULLEN
[2], a saVOlr

ql1 Pn

(1.2)

qn Pn-l

:> Qn-! {An-! (a; q)-(Gn-! (a;p»pn Qn-I}.

L'inegalite qui sera prouvee dans Ie present article contient les inegalites
(1.1) et (1.2). En fait, nous allons demontrer Ie resultat suivant:

Thioreme 1. Soient A et fL deux nombres reels tels que )'fL> O. Dans Ie cas oil
fLPn-Pn<O, on a

(1. 3) Qn An (a; q)-A
qn

Pn (G" (a;p»)li
Pn

Pn fJ.Pn-1 fJ.Pn Pn

:> Qn-! An-! (a; q)-AP~--fJ.pn qn
(Gn-! (a; p)

(n-fJ.pn (p}';'-fJ.P"-Pn fLPn-fJ.pn).

p"

Dans Ie cas oil fLPn-Pn>O, on a l'inegalile contraire.

Dans tous les deux cas l'egalile a lieu si et seulement si
Pn fJ.Pn.-t

an = (A fL/in-fJ.pn
(Gn-! (a; p)

(n-fJ.pn.

Demonstration. Partons de

(1.4) J(an) = Qn An (a; q)-A -q-,,-Pn (Gn (a;p»fJ.,
Pn

(1.5)
fJ.P" -I fJ.Pn-=.,.

f'(an)=qn-qnAfLanPn (Gn-!(a;p»
Pn

La fonction f' a un seul zero suivant

Etant

_.~ .fLPn--l
(a,,)! =

(AfL(n-fJ.p" (Gn-! (a; p)
(n-fJ.pn.

donne que

fJ.P"-1 fJ.pn_2

J"() ) (fLpn
1

)
(G (.

»---p;;- P"an = - 'fLqn
Pn

- n-! a, P an ,

on a J" (an)>0 pour fLPn-Pn<O, et J" (an)<O pour fLPn-Pn>O. C'est pour-
quoi, on obtient:

min J(an) = J( (an)!)

max J(an) = J( (an)!)

pour fLPn-Pn<O,

pour fLPn-Pn>O,
avec

Pn fJ.P"-1 fJ.P" P"

J( (an)!) = Qn-I An-! (a; q)-
qn APn-fJ.pn

(Gn-! (a;p) (n-fJ.P" (PnfLP-;;-fJ.p;.-PnfLPn=fJ.P--;').

Pn
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Ceci demontre Ie theoreme 1.

Si ron pose [1.= 1 avec A>O, on a

[1.Pn-Pn= -Pn-j<O

et alors l'inegalite p.3) prend la forme (1.1).

qnPn
[1.= et A= 1, on a

Pn Qn

Pn
Q[1.Pn-Pn=-- n-j<O

Qn

et alors Ie theoreme 1 conduit a l'inegalite (1.2).

Si ron pose

2. P. S. BULLEN[2] a demontre l'analogie multiplicative de l'inegalite (1.1):

(2.1)

Nous allons demontrer Ie theoreme suivant qui contient cette inegalite.

Thioreme 2. Soient iX,y,~ des nombres reels tels que A>O et ~(iX-~Pn»O.
Alors, pour iX-~Pn>O, on a

Dans Ie cas ou iX- ~Pn < 0, on a l'inegalite contraire.

Dans tous les deux cas, l'egalite a lieu si et seulement si

Demonstration. En etudiant la fonction f, definie par

(2.3)

nous obtenons que f a un seul extremum pour

= ( ) =
(J.Pn Qn-l An-l (a; q) + AQn

an an 1
i"'

.
qn iX-~Pn

Dans Ie cas ou iX-~Pn<O, on a

et dans Ie cas ou iX-~Pn>O, on a
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Puisque

Ie theoreme 2 est ainsi demontre.

Si l'on pose IX = Qn et ~=
qn, l'inegalite (2.2) conduit it (2.1).
Pn

3. Giniralisation. Par Ie meme procede on pourrait obtenir des inegalites plus
generales que (1.3) et (2.1). Par exemple, en partant de

J(an) = Q" An (a; q)-A Gn(a; p)fJ.-v Gn(a; r)6 ,

oil A, fL,v, 0 sont des nombres reels que1conques et r= (rl , .. . , rn), on obtient

avec
n

Rn = 2: r; .
;~I

L'equation f' (an) = 0 a un seul zero si l'on a, par exemple,

o~ = fL
Pn ,

Rn Pn

et pour cette valeur de an la fonction J atteint son extremum. Ce fait con-
duit it une inegalite plus generale que (1.3).
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