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0. Soient p=(p\sPys - s Pu)s 4=(41, 95> -+ > 4n)s a=(a;,0,, ..., a,) des
suites des nombres positifs.

Introdusisons les notations suivantes:

n—1

n n n—1
Pn:‘;pi, Qn:':zlqh -Pu—1 zpn Qn—1:21‘h;

i=1

1z ; 1
A, (a; CI):Q— Z qiai, A,i(a; q)=——- Z q:4:;
ni=1 n—1 i=1

1 1

" i\ Pre Pa_y
Gu@p=(J[a'")", Guy(ap)= qw“)‘
bl
Il en résulte que:

Ot g @)+ ™ a,,

n n

A, (a; q)=

P Pny

G,(@p)=a"G,_, (ap) ™.

Cet article contient certaines généralisations de quelques inégalités,
démontrées dans [1] et [2].

1. Généralisant une inégalité due 3 RAapo, nous avons démontré I'inégalité
suivante [1]:

(B 0, 4,(a ¢)—2 1" P, G, (a; p)

Pn
Pp_y

> Quey Aney (@ @) — xfnfuu.mﬂWp) (>0).
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Une autre généralisation de l'inégalité de Rapo a été donnée par BULLEN
[2], 4 savoir

qn Pn

(1.2) 0. {4, (@ q)— (G, (a; p))™ °"}
qn Pp_

> Qn—1 {A'l—l (tl, q)—(G"_I (a;p))Pn Ezj} )

L’inégalité qui sera prouvée dans le présent article contient les inégalités
(1.1) et (1.2). En fait, nous allons démontrer le résultat suivant:

Théoréme 1. Soient ) et p deux nombres réels tels que hp.>>0. Dans le cas oi
up,—P,<0, on a

(1.3) Q. 4, (a; 9)—2 L2 P, (G, (a; p) )

n

_Pn q wPn_y _ Wpn Pp
> Qe Apey (@ q)— 274 20 (G, (a3 p)) T (PSR

n

Dans le cas oit pp,—P,>0, on a linégalité contraire.
Dans tous les deux cas Iégalité a lieu si et seulement si

Pn u Py

ay = (AW (G, (a5 p)) T

Démonstration. Partons de

(1.4) f(@) = 0ndn(@; )—2 12 P, (G, (a; p) ),
wen WPn_y
(1.5) f@)=d—gurna,™ (G @p) ™ .

La fonction /' a un seul zéro suivant
Pn WPy
(@), = ()" " (G, (@ p))
Ftant donné que

Py
Whn—y U-Pn"z

f”(an):_)‘V‘qn(:p”—l)(Gn—x(a;p)) fn g,

n

on a f"(a,)>0 pour up,—P, <0, et f"(a,)<0 pour wp,—P,>0. Cest pour-
quoi, on obtient:

min f(an) :f((an)l) pour y-p,,—P,,<0,
max f(a,) = f((a,),) pour ¢p,—P,>0,
avec
P, wly_ wen Pn

SU@)) = Qe Any (@5 9)— T2 (G (@) 47 (P — "),

Pn
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Ceci démontre le théoréme 1.
Si l'on pose w=1 avec A>0, on a
upp—Py—= —P, <0
et alors I'inégalité (1.3) prend la forme (1.1).

. IIPII
Si 'on pose y.:qA—f— et A=1, on a

Py On
P,
P‘pn_Pn: _5 Qn—1<0

et alors le théoréme 1 conduit & I'inégalité (1.2).
2. P. S. BULLEN [2] a démontré I'analogie multiplicative de l'inégalité (1.1):

(A, (a5 9) + 7\)9” > (A, (a; Q-+ Qn/Qn—])Qn"1
(G (a; p)yn"n/Pn (Go_y (a; p))inPn—1lPn

(2.1) (.>0).

Nous allons démontrer le théoréme suivant qui contient cette inégalité.

Théoréme 2. Soient «,v,B des nombres réels tels que A>0 et B(ax—Bp,)>0.
Alors, pour «—Bp,>0, on a

2.2)

%%%%> (ﬁ)ﬁpn (é)a (h)a—ﬂpn (An— ((aéj_):af)n)/‘g::)a_apn'

O{'—Bpn
Dans le cas ot a—Bp,<<0, on a I'inégalité contraire.

Dans tous les deux cas, I'égalité a lieu si et seulement si
(2—B Pn) 420, =B P (Qn—y An—y (@ 9) + 2. Q).
Démonstration.. En étudiant la fonction f, définie par
@ +N* (@G D+N* —pp
(G (a;p))2Pn (Gyey (a5 p))PFr—
nous obtenons que f a un seul extremum pour

& Qn—l An—l (a; q) + 7‘ Qn
n x—Bp,

(2.3) flan)=

s

a,= (an)l = B

Dans le cas ot «—Bp,<0, on a

f(@,)>min f(ay) = f((a),),

et dans le cas ot «a—fBp,>0, on a

S (an) <max f(as) = f((an),)-
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Puisque
(Any (5 @) + 1 Q) Q) 2n1

f((an)l) = (G - (a;p))qnl’n—lll’n

le théoréme 2 est ainsi démontré.

Si 'on pose =0, et B:ﬂ, I'inégalité (2.2) conduit a (2.1).

Pn

3. Généralisation. Par le méme procédé on pourrait obtenir des inégalités plus
générales que (1.3) et (2.1). Par exemple, en partant de

f(an) - Q;z An ((1; q)—)\ Gn ((1, p)u_v Gn (a’ r)ﬂ s

ol A, u, v, 0 sont des nombres réels quelconques et r=(r,, ..., r,), on obtient
Pn Pn_; rn Rn_y
[TIRio | w—— [ | 6
' D, Pn . Py r Ry
f (an) = qn_)\ W ‘”‘an Gn-l (a’ p) —vO = ay Gn—l (a; r)
Pn n
avec

R,=

M=
o

I

L’équation f'(a,)=0 a un seul zéro si Ion a, par exemple,

ry Pn
gfn _, Pr
R, P,

et pour cette valeur de a, la fonction f atteint son extremum. Ce fait con-
duit 2 une inégalité plus générale que (1.3).
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