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214. EVANESCENCE DE L'ARGUMENT CANTORIEN POUR
LE CARDINAL DES NOMBRES DY ADIQUES*

A. Sade

Un des theoremes fondamentaux de la theorie des ensembles est la non
denombrabilite de I'ensemble des nombres dyadiques de I'intervalle [0-1]. Tout
nombre dyadique de cet intervalle peut etre represente par la notation
0, abed. . . ou les chiffres a, h, e. .. sont egaux it 0 ou it I. Si N = {I, 2, 3, . . .}
est l'ensemble des entiers naturels, la demonstration consiste it fa ire voir
qu'aucune application biunivoque de N dans [0-1] ne peut etre bijective.

(i). Les ensembles [0-1] et E=[O-I[=[O-I]-1 ontmemenombre
cardinal, puisque Ie premier differe du second par Ie seul element 1. Ainsi
E = [0-1 [ et [0-1] seront en meme temps denombrables ou non denombrables
et I'on peut raisonner sur E. A des differences de style pres, l'argument sui-
vant se retrouve dans la plupart des exposes.

(ij) Soit 1= N -> E une application 1-I de N dans E, soit 1 (x) I'image
du nombre x de N par 1 dans E et g (x, n) Ie nieme chiffre de 1 (x); g = 0 ou 1. (I)

Soit B={xEN[g(x,x)=O}. (2)

Soit C={xENlg(x,x)=I}. (3)

On a BI1C=0!\B+C=N. (4)

Soit D Ie nombre dyadique 0, pqr. .. dont Ie chiffre de rang y est I si
y E B et 0 si y E C. (5).

Alors, par f, Ie nombre D ne peut jamais avoir de pre-image dans N.
Car sinon, (3 zEN, I(z) = D), z serait dans B ou dans C. Si z E B, d'apres
(2), g (z, z) = 0; d'apres (5), g (z, z) = O~z E C. Mais z ne peut etre dans B et
dans C, d'apres (4), donc z EEB. Si au contraire z E C, d'apres (3), g (z, z) = I,
donc d'apres (5), z E B, d'ou la meme contradiction. Ainsi D n'a pas de pre-
-image dans N, I'application 1 ne peut pas etre bijective et

Card (N)*Card (E) = Card [0--1].

*
Presente Ie 4 avril 1968 par D. S. Mitrinovic.
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(ijj). Ce raisonnement suppose tacitement que e n'est pas vide, car si
e = o, alors B comprend N tout entier, d'apres (5) tous les chiffres de D sont
egaux it I et D = 0,11111. . . = 1. Or d'apres {1) ce nombre ne fait pas partie
de E. On a seulement prouve ceci: Dans toute application biunivoque de N
dans E, aucun element, x, de N n'a pour image 1 (x) = I, ce qui est un truisme
puisque I Et E, et certainement pas une contradiction.

Pour pouvoir conclure que 1 n'est jamais bijective il faudrait avoir de-
montre que queUe que soit l' application f, (I = N ->E) if y a toujour s au moins
un element x de N pour lequel g (x, x) = I, c'est-d-dire que e¥,0.

Or il est facile de prouver, au contraire, que si 1 est une application
1-1 de N sur E, e sera necessairement vide. Car, 1 etant supposee bijective,
si Ie nombre D, defini comme plus haut, appartenait it l'intervale semi-ouvert
[O~I[, il existerait par hypothese un uE N, tel que l(u)=D. Or, ou bien
g(u, u)=O, ou bien g(u, u)= 1.

Si g(u, u)=O, d'apres (5), uE e et d'apres (2), uE B, donc uE Bne et
d'apres (4), uE o.

Si g (u, u) = I, d'apres (5), u E B, et d'apres (3), u E e, donc encore
uE Bne=0.

Dans les deux cas on aboutit it la contradiction
"'-' ° = O. Ainsi,

D=O,pqr... n'etant pas dans I'intervalle [0-1[ est egal it 0,111111... ou I;
g (x, x) est identiquement egal it 0, B = N, e = O.

Si 1 est injective, Ie probleme reste ouvert.

D'autre part, I'auteur de la presente note a dMini un processus illimite
de rangement des nombres dyadiques pour lequel la fonction g (x, x) est tou-
jours egale it 0 et dont Ie detail sera publie ulterieurement.
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