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211. EQUATIONS FONCTIONNELLES CYCLIQUES LINEAIRES
NON HOMOGENES*

P. Drdgild et P. M. Vasi¢

1. Les équations fonctionnelles cycliques linéaires a plusieurs variables ont
été étudides systématiquement pour la premiére fois par M. GHERMANEsCU.
Ainsi, dans le mémoire [1], publié en 1940, il s’occupe des équations cycliques
linéaires & trois variables

¢)) ae(x, y, 2)+Be(y, z, X)+yo(z, x, y)=0,

dans lesquelles «, B, y sont des constantes réelles et ¢ une fonction réelle
des variables réelles x, y, z. Il a montré que les équations du type (1)
peuvent admettre des solutions non triviales seulement dans le cas ou le
déterminant des coefficients satisfait a la relation

« B ¥y
(2) A=y o p|=0.

By o
Compte tenu qu’on a

2A=(a+B+Y) (@=L +(B—y)*+(y—o)?),

I'égalité (2) exige que 'on ait ou bien

(3) “ZB:Y5
ou bien
“4) a+B+vy=0.

Le travail [1] a constitué le point de départ de nombreuses recherches
entreprises par les géométres de plusicurs pays, qui ont donné diverses géné-
ralisations de P'équation (1). D’abord M. GuerMmANEscu, en colaboration avec
J. Aczer et M. Hosszu, a étudié dans [2] D’équation cyclique linéaire &
n variables

(B F(xp, Xps oo s X))+ F (0, X5, ooy Xpy)F o - -+ F (X, X5 000y Xpy =0,

* Présenté le 1 mars 1968 par D. S. Mitrinovié.
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Ont suivi plusieurs généralisations des équations (1) et (5) dues a
D. Z. Pokovié, M. HosszU, D. S. MITRINOVIE, P. M. Vasi¢ et d’autres.
Parmi ces équations fonctionnelles nous mentionnons 1’équation

S+ x5, X3) +F (3, + X5, xp) -+ f(x3+ Xy, ;) =0,
de D. Z. Pokovi¢ [3], puis I’équation
Sy Xgs oo X))+ 5 (%05 Xgs ooy Xpr) s S (X Xy o, Xpy) =0

considérée par D. S. MITRINOVIC [6], et I’équation étudiée par P. M. VASIC et
R. Z. DorpevI¢ 7]
S1QGeps Xy ooy X)) o (Xs Xas ooy X)) o+ S (X Xigys oves Xgtp—1) = 0.

Comme on voit, toutes ces équations sont cycliques, linéaires et homogénes.
2. Nous nous proposons d’étudier, dans le présent travail, quelques classes

d’équations fonctionnelles cycliques linéaires non homogénes, qui sont les
généralisations naturelles, dans un autre sens, de I’équation (1).

Soit, d’abord 1’équation

(6) af(x v, 2)+Bf(y, 2, x)+yf(z x, y):(P(x)’
ou a«, B, v sont des constantes réelles, ¢ une fonction réelle connue et f une
fonction réelle des variables réelles x, y, z.

Permutant cycliquement les variables, nous trouvons encore les deux
équations

©) «f(y, 2, )+ Bf(z X, ) +Yf (X, y, 2)=0 (),

«f(z, x, P)+Bf(x, », D+Y (3, 2, )=09(2).

Le systtme formé par les équations (6) et (6') est compatible et peut
étre résolu dans le cas ol le déterminant des coefficients A satisfait a la
condition
€)) A#0,
la solution générale étant

e B v

VECARA Z):K e(») o B
@ v «
Ici nous rencontrons un cas curieux, quand ’équation non homogéne
admet une solution si et seulement si ’équation homogene n’a pas de solution.
Exemple. L’équation
SOy, 2)—f(p, 2, )+ f(z, x, ¥) =2x,

a la solution f(x, y, z) =x+y, mais ’équation homogéne correspondante
S, 2)=f (3, 2, )+ f(z, x, ) =0

n’a aucune solution.

Dans le cas ol «, B, v sont liés par la relation (4), en additionnant les
équations (6) et (6’), on obtient

e(x)+e () +e(2)=0.
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De 1a suit que I’équation (6) possede la solution si et seulement si ¢ (x) = 0.

Dans le cas ol a=8=v, le premier membre dans (6) est symétrique par
rapport aux x, y, z. Il en resulte que ¢ (x)=const. En faisant la substitution

f(x’ Vs z)=g(x, Vs Z)+SO(3X)

, on peut réduire I’équation (6) a

g§(x, y, 2)+8(» 2, X)+2(2, X, y) =0,
dont la solution générale est
g(x, y»2)=F(x,y,2)—F(y, z, x) (F, arbitraire).
3. Soit I’équation
® af(x, y, )+Bf (s 2 ) +v S (@ % Y= (x, ),

ou ¢ (x, y) est une fonction réelle donnée de deux variables, «, 8, vy des
nombres réels et f une fonction réelle inconnue de deux variables réelles.
Faisant les permutations circulaires des variables, nous obtenons encore les
équations

af(.}” Z, x)+ﬂf(z, X y)+Yf(x’ Ys Z)=Lll(y, Z)’
OLf(Z, X, )’)‘*‘Bf(xa Vs Z)+Yf(ya z, x)=LI)(Z, x)'

Les systtme formé par les équations (8) et (8) peut étre normalement
résolu si les coefficients remplissent la condition (7), et la solution sera

$x.» B v
f(x,y,2)=~A~ Y,z « @
dzx v o

(®)

Supposant le deuxieme cas, ol les constantes sont liées par les relatlons
(3), on voit que I'égalité

«(f(x, 3, )+ f O, 2, )+ f(z, %, 3) =¥ (%, »)

est impossible, en dehors du cas banal { =const, puisque le premier membre

est une fonction symétrique par rapport aux variables x, y, z, tandis que le

second membre de I’équation contient seulement les variables x, y. Dans le

cas ol Y=const et «=3=+, la solution générale de I’équation (8) est

¢( )
d.

[, 9, 2=85y, 2)+SO, z, x)+S(z, x, ) + —— (S, arbitraire).

Il reste encore a établir si le systeme (8) et (8') peut admettre des
solutions dans le cas ou les constantes vérifient la relation (4). Additionnant
les égalités (8) et (8'), nous obtenons

¢, )+, 2)+ (2, x)=0.
La solution générale de cette équation est

Jx, N=Gx)—G(» (G, fonction arbitraire).
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Si 'on a a=B=y, il vient a=B=vy=0. Supposons que asB. En faisant
la substitution

® af(x, 3 0)—Bf(z x,N+G)=h(x, Y, 2),

on obtient I’équation h(x, y, z2)=h(y, z, x).
La solution générale de cette équation est

h(x,y,2)=H(x,y,2)+HWY, z, x)+H(z, x, ») (H, fonction arbitraire).
Donc, de (9) on trouve
(10) «f(x, 3, 2)=BSf(z x, ) =H(x, », )+ H(, z, ) + H(z, x, )G (¥).
De 13, en permutant cycliquement les variables x, y, z on obtient
wf(, 2, )—BS(x ¥, 2)=H (x, . )+ HO, 2, )+ H(z, X, ))—G (2),
af @ X, W—BS (. 2. X)=H(x, 3 )+ HQ, 2, X) + H(z, X, »)—G ().
De (10) et (10") on obtient

(10)

Sy 2)= H(x, 3, )+HO, 2, )+ H(z, x, y))

o—

1

o3 —B3

(BG(X)+a?G () +BG(2)).

Si «a=B, on a B#y. Par le méme procédé on peut obtenir la solution
générale de I’équation (8) dans ce cas.

4. Soit I’équation
(11) af(x y,2)+Bf(y, 2, ) +yf(z, x, y)=0(x, , 2),

dans laquelle «, , v sont des constantes réelles, 6 une fonction réelle connue
et f une fonction réelle des variables réelles x, y, z. Par la permutation cycli-
que des variables, on obtient

af(, z, x)+Bf(z x, »V+yfx » 2)=00, z, x),
«f(z, %, +RF(x, y, ) +Y S, 2, x)=0(p, z, x).

Dans le cas ou les coefficients remplissent la condition (7), du systéme
(11) et (11") on déduit la solution

ar)

0,32 B v
S Z)=X 8,z,x) a B|.
0@z x,») v «
Il reste encore a étudier I’équation (9) dans le cas ol les constantes
sont liées par I’égalitié (4).
Additionnant les équations (9) et (9) nous obtenons

(12) @+R+VIf (> 2, ) +f(, 2, )+ f(z, x, )]
=0(x, y, 2)+0(y, z, )+ 0 (z, x, »).
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Si les constantes satisfont 4 la relation (4), I'égalité (12) peut avoir lieu
seulement dans le cas olU la fontion 0 satisfait & la condition

(13) e(x’ Ys Z)+9(y, z, x)+6(z, X, J’)ZO'
La solution générale de ’équation (13) est
0(x,y,2)=K(x,y, )—K(y, z, x) (K, fonction arbitraire).

En raisonnant comme dans 3, nous pouvons supposer que a%f. Si
I'on pose

(14) Otf(-x’ Vs z)-—Bf(z, X, y)+K(y, Z, x)=h(x, ¥, 2),
I'équation (11) devient
15) h(x, y, 2)=h(y, z, x).

Donc, la solution générale de (15) est
h(x,y,2)=H(x, y,2)+H(y, z, x)+H(z, x, )
et alors (14) devient
(16) «f(x, 3, )—BS(z x, N=H(X, y, 2)+ H(y, z, x) + H(z, x, ))—~K (3, 2, x).
De 1a on tire

(16') “f(ys z, X)—ﬁf(x, y5 Z)=H(x’ Vs Z)-I—H(y, 2, X)+H(Z, X, y)_K(Z, X, y)’
O(.f(Z, X, y)—Bf(y’ z, x):H(x, Y, Z)+H(y’ z, X)+H(Z, X, y)—K(x, Y, Z)-

En résolvant les équations (16) et (16’), on obtient

1@, 7, z>=—ai—B(H(x, % D+HG, 2 )+ H (@ x, 3))

(B K(x, y, 2)+ o> K(p, z, X)+ B2 K(z, X, y)).

a3___ﬁ3

Dans le cas ou les constantes satisfont aux égalités (3), on voit aisément
que I’égalité (12) est possible seulement si la fonction 6 (x, y, z) est symétri-
que par rapport aux trois variables.

La solution particuli¢re de 1’équation fonctionnelle

oc[f(x, Ys Z)+f(y’ 2z, x)"_f(z: X, y)]=6(x, Vs Z)

sera alors

f(x, p, Z)=M,
3ua

a laquelle il faut ajouter la solution générale de I’équation homogéne corres-
pondante

SO, 2)+ (s 2z, )+ f (2, x, ) =0.
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