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SUR UNE EQUATION FONCTIONNELLE LlNEAIRE*

Petar M. Vasie et Radovan R. Janie

(0)

Dans l'article [1] noUS avons resolu l'equation fonctionnelle suivante:

F (.6.{xu' . . . , X"-I, "-I' x"''},
.6.{X"+I. I X"+2, 2' . . . , X2"-I. "-I , X2", II})

"= 2: F (.6.{xu, . . . , X"-I, "-I' X"+k.II}, .6.{X"+I, I' . . . , X,,+k-I,k-I , X"k'
k=1

Dans cet article
lise I'equation (0).

Soit
.6.(x.!, X.+I, 2' . . . , X.+V-2,v-I' Xrv, X.+v. v+I' . . . , X.+"-I. II)

X,,+k+I,k+I"'" X2"'''})'

nous allons resoudre l'equation fonctionnelle qui genera-

x."

XS+V-2, n

Xrn

X.+V.
"

et

6", r"+kF (.6.(Xu, . . . , X"-I. "-I' X",,), . . . , .6.(Xrn+l.I' . . . , Xrn+k-I. k-I' Xrn+k.k,

Xrn+k+l. k+I' . . . , X(r+I)".n), . . . , .6.(X(m-O"+I'I, . . . , Xm",II))

= F (.6.(Xu, . . . , Xu-I. "-I' Xr,,+k,,,), . . . , .6.(Xrn+I,I' . . . , Xr,,+k-I. k-I' X"k,

Xrn+k+l. k+I' . . . , X(r+O".,,), . . . , .6.(X(m-O"+I,I' . . . , Xm".II)) .

. Presente Ie 1 novembre 1967 par D. S. Mitrinovic.
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Toutes les fonctions qu'on considere dans cet article sont des fonctions
reelles des variables rt~elles.

Nous allons considerer l'equation fonctionnelle suivante:

(1) (m-l) F(A (xu' X22' .. . , X~-I. n-I' Xnn), . . . , A (x(m-l)n+I.I' . . . , xmn.n))
mn

= L en. v F(A (xu, X22' . . . , Xn-l. n-l' xnn)' . . . , A (x(m-on+I.I' . . . , xmn.n»)'
v~n+l

Theoreme. La solution generale mesurable de ['equation fonctionnelle (1) est

F (up u2' . . . , um) = CUI u2' . . um,

ou C est une constante reelle arbitraire.
Tout d'abord, nous demontrerons les lemmes suivants.

Lemme 1. On a
F(O, Up u2' .. . , um-l)-O,

si au moins un des nombres uI' u2' ., . , Um-l est egal a O.

Demonstration. Si l'on pose

xi} = x (i= 1, 2, . . . , mn; j = 1, 2, . . . , n),

de l'equation (1) on obtient
f (0, 0, . .. , 0) = 0 .

Posons

Xkn+I.l =Xk (k=O, 1,..., m-l); Xkn+i.i= 1 (k=O, 1,..., m-l; i=2, 3,..., n)

et rempla<;ons toutes les autres variables par O. Alors, on obtient de (1):

(2) F (0, 0, X2' X3' .. . , Xm-I) + F (0, XI' 0, X3' . . . , Xm-I) + . . .

+F(O, XI' X2' ..., Xm-z, 0)=0.

Soit Em-I ={1, 2,..., m-l} et Sv(1<v..;;;m-l)
con que de Em-I contenant v elements.

Supposons que l'on ait

un sous-ensemble quel-

(3)
011

Vi=O

=Yi

(i E Sv),

(i E Em-l ""-Sv) .

Nous allons demontrer que

F(O, WI' W2' ..., Wm-l)=O,
011

Wi=O

=Yi

(i E SV-I) ,

(i E Em-l",,-SV-l)'

si l'hypothese (3) est vrale.
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En rempla9ant dans (2)

Xi=Wi (i= 1, 2, . .. , m-I),

d'apres I'hypothese (3) on obtient

(v-I)F(O, wl' W2' ..., Wm-I)=O.

Done, nous avons demontre par induction que

F (0, UI' U2' . . . , um-l) = 0 ,

si precisement v (0< v";; m-I) elements parmi UI' U2' . . . , Um-lsont egaux a O.

Lemme 2. On a
F (UI' U2' . . . , Um-l' 0) = 0 .

Demonstration. Si l' on pose

Xn,k=O (k=I,2,...,n), x(m-l)n+i.j=O (i=I,2,...,n-I;j=I,2,...,n),

xmn.n= 1, Xni+k.k= 1 (i=O, 1, ... , m-2: k=2, 3, ... , n),

Xni-i-l.l= Ui+l (i= 0, 1, . . . , m-2),

d'apres Ie Ierome 1, de l'equation (1) on obtient (4).

Demonstration du theoreme. Nous allons demontrer Ie theoreme par induction.
Pour m = 2, Ie theoreme est demontre dans l'article [1].
Supposons que Ie theoreme soit vrai pour m -1, c'est-a.-dire que la so-

lution generale mesurable de l'equation fonctionnelle

(5) (m-2)/(1l (xu, X22' . .. , xn-l.n-l' xnn), .. . , Il (X(m-2)n+t.l' . .. , x(m-1)n.n»
(m-I)n

= L: On.vi (Il (Xu, X22' . . . , Xn-l. n-l' Xnn), . . . , Il (X(m-2)n+t.
l'

. . . , X(m-1)n.n»
v=n+1

soit donnee par

(6)

ou C est une constante- reelle arbitraire.

Si l'on pose dans l'equation (1)

Xn. k = x(m-1)n+l. k

x(m-J}n+i. i = 1

(k= 1, 2, . . . , n),

(i= 2, 3, . . . , n-l) ,

Xmn,n'X(m-l)n+l.i=I, x(m-1)n+i.j=O (i=2, 3, ..., n; j=I, 2, ..., i-I),

F (Xl' X2' . . . , Xm-l' 1) f (xl' X2' . . . , Xm-l) ,

d'apres Ie Iemme 2, on obtient l'equation (5).
Done, d'apres (6), on a

F (XI' X2' . . . , Xm-i' 1) = CXlX2' . . Xm-l .



Xu Xl2 . . . Xln 0 0 . .. 0

X2l X12 X2n 0 0 0

Xn-t,l Xn-J.2 Xn-t,n 0 0 0
(10) D (j) = =0.

Xnl Xn2 Xnn Xnl Xn2 Xnn

Xnj+lol Xnj+l,2 Xnj+l. n Xnj+l,l Xnj+l,2 Xnj+ 10n

Xnj+n, 1 Xnj+n,2 Xnj+n, n Xnj+n,l Xnj+n,2 Xnj+n, n I

D'apres l'identite (10) on conclut que l'identite suivante est vraie

m-I m-I
(11) L D(j)'I1 ~(Xni+I, I' Xni+2, 2 ~.. . , Xni+n. n) = 0 .

j~1 i~1
N)
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En posant dans l'equation (1)

Xni+I,1 =Yi+1 (i=0, 1, ... ,m-2), xmn,n=Ym,

Xni+k,k= 1 (i=0, 1,
'"

,m-2; k=2, 3, ..., n),

xn(m-I)+k,k= 1 (k= 1,2, ..., n-l),

et en rempla<;ant toutes les autres variables par 0, d'apres Ie lemme 1, on
obtient

F(yPY2' ... ,Ym)=F(YIYm'Y2' '., ,Ym-1' 1).

D'apres (7) et (8), on a

F(y" Y2' . . . , Ym)= CYIYZ' . .Ym'
Inversement, nous allons prouver que la fonction (9) est justement la

solution de l'equation (1). A cet effet, considerons Ie determinant

(8)

(9)

En evaluant Ie determinant D (j) d'apres la regIe de Laplace et en uti-
lisant l'identite (11), on verifie que la fonction (9) est une solution de l'equation (1).

La demonstration du th60reme est ainsi achevee.
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