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0. Préliminaires

Introduisons, en premier lieu, quelques notations. Soient:

(a) S, ensemble non vide arbitraire;

(b) M, groupe additif abélien;

© X=(0x, % ..., Xy, ou ;€58 (i=1,2, ..., n);

(d) »; un sous-ensemble de 'ensemble des nombres naturels qui a pré-

cisément k; éléments, A savoir: v;={r; i, F5,is ---» rki,,-};

(€) () =(51,i> Sa,i> -+ -5 Skpi)s O (54,45 $p.4, « .+, Sk,;) est une permu-
tation quelconque des €léments (ry;, 75,0, -5 Fi,i)-

®) g =00 tri> -5 B0 O (t4, Lyis o v5 L)) €St une  permu-
tation des éléments (ry i, 750, - .., rk’,,,-) tels que

tl’,'<t2,,"< LR <tk’.’,';
(g) Di (‘l’,-) Xz(xsl’ i xsz’ IR xski’,‘):
q(vl')X: (xtl’ Fid xtz’ iy o s x’k,-,i) .

L’objet de la premiére partie de cet article est I’équation fonctionnelle
suivante:

&) S fi(pi () X) =0,
i=1

o fii SNo>M(@i=1,2, ..., n)

* Présenté par D. S. Mitrinovié.
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54 Petar M. Vasi¢

Remarque. L’hypothése implicite qu’on ait ru,i#m,i(i=1,2, ..., n;, ustv; u,v=1,
2, ..., k;) ne diminue pas la généralité de I’équation (A). Ceci s’explique par I’exemple sui-
vant: si Pon a, par exemple, f; (X;,i, X;,;, X,i X3,7), 00 peut poser

*
Si qis Xayis X105 X3,)) =Fi (Xiis X, X5,

Mais, dans ce cas, la fonction f;(x, y, z, t) sera déterminée seulement sur le ,,plan‘
x=2z. Auvtrement, la fonction f; sera arbitraire.

Plusieurs travaux ont été consacrés a la résolution de certains cas particuliers
de I’équation fonctionnelle (A) (voir, entre autres, [7], [8], [9], [10], [11], [17],
[18], [19], {201, [21], [26], [28], [29] etc.).

Indiquons quelques cas particuliers de P'équation fonctionnelle (A):

1° L’équation fonctionnelle cyclique généralisée (voir: [7], [8], [20], [22],
[28]):

(0.1) zCi~lﬁ(x1’ Xays v vns p):or

i=1
ou C, est 'opérateur cyclique défini par
CoF(x, X35 ooy X)=F(xy, X3, ..., X4, X))

(la fonction F ne doit pas dépendre de toutes les variables).
2° L’équation fonctionnelle paracyclique généralisée de premiére espéce
(voir: [17], [29]):

0.2) S A0, (), €7 @ (X)s ., €0, (D) =0,
i=1

ol X;=(X;, X35 «.. » X,;) €t me(Xj)=(xU,x2,~, cee xpmj).

3° L’équation fonctionnelle paracyclique généralisée de seconde espéce
(voir: [21]):

k n . - i
©3) 3 >/ (€70, (), C' @y, (XD ..., €10y, (X)) =0,
j=1i=

avec @, . =0, (m=1,2,...). '
La seconde partie de cet article concerne un cas important particulier
de I’équation fonctionnelle (A), & savoir:

h_hi_ g

a, a, a,

(a,=const € C; C ensemble des nombres complexes);

alors P’équation (A) devient

n

(B) 2 af(pi()X)=0  (f: S¥—>M).

i=1

L’équation (B) englobe plusieurs équations fonctionnelles déja connues
(voir, par exemple: [6], [9], [12], [15], [17], [21], [25], [26], etc.).
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Entre autres, des cas particuliers de I’équation fonctionnelle (B) sont les
équations fonctionnelles suivantes: .

4° L’équation fonctionnelle cyclique (voir: [6], [7], [8], [12], [14], [24], [28]):
(0.4) S Ca f (X Xy oy X) =0,

i=1

5° L’équation fonctionnelle paracylique de premiére espéce (voir; [17], [29]):

(0.5) S F(C 0, (0, C 70, (X)), ..., G0, (X)) =0
i=1
6° L’équation fonctionnelle paracyclique de seconde espéce (voir: [21]):

k n R .
(0.6) > S ACT (), €1, (X, ey €Oy (X)) 0.
j=1 i=1 .

Nous montrerons comment on peut obtenir, dans quelques cas, la solu-
tion générale de I’équation fonctionnelle (B) en partant de la solution générale
de I’équation fonctionnelle (A).

1. L’équation fonctionnelle (A)!

Théoréme 1. La solution générale de I'équation fonctionnelle (A) est

i1 )
(1.1 fipi ) X)=> (= 1YV Fi(g (v N v)) X)
i=1
+ Y CYF@e NN (=12 ..., n),
j=it1
ot F (i=1,2, ... ,n—1; j=i+1, i+2, ..., n) sont des fonctions* arbitraires

b
d valeurs dans M, et > o (a > 0b).

Démonstration. Nous procédons par induction. Mais, tout d’abord, remarquons
que pour n arbitraire les fonctions (1.1) représentent vraiment une solution
de Péquation (A). '

Pour n=2 I’équation (A) a la forme

(1.2) Si(p () X))+ 15 (p, () X)=0.
En posant x;= x5 (x(,-) =const; i< v;), on obtient
(1.3) fi (e () X)=Fi(g (v, N 7) X).

* Un }'ésumé de cette partie du présent article a été publié dans les Comptes rendus
de PAcadémie des sciences de Paris, t. 260 (1965), pp. 5666—5667 (voir: [27]).

2 Si l'on a »; N\ vj= 8, nous acceptons que F{: Q@ Nv)X)= C{: (C{:=const & M).
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A partir de (1.2) et (1.3), on trouve
(1.4) fi(p () X)= —F1(@(n N #) X).

Si 'on pose n=2, i=1, 2, de (1.1) on obtient (1.3) et (1.4). Donc, le
théoréme est démontré pour n=2.

Supposons que, pour z fixé, la solution générale de I’équation (A) soit
donnée par (1.1). Considérons maintenant I’équation

(1.5) i g:(pi (%) X) =0,

Si I'on pose xi:x? (x?=const; i¢wv,y,) dans (1.5), on obtient que la
fonction g,., a la forme suivante:

(1.6) oot (Puss O D X) = S (=17 F3 7 (g 00y 0 9)) X0,

j=1

En portant (1.6) dans (1.5) et en iniroduisant les nouvelles notations
(observons le fait évident: v, N ¥; C»):

(1.7 fipi ) X) =g (pi () X) + (=)' FI* @y V7)) X) (i=1,2, ..., 1),

on obtient I'équation (A). D’aprés I’hypothése inductive, la solution générale
de cette équation est donnée par les formules (1.1). Donc, d’aprés (1.1), (1.6),
et (1.7), on obtient

i—1 .
g (P X)=3 (—=1)*' Fi(ginv) X)

j=1

+ S (Y F o) D) —(= 1 T (@ 00 X),
J=i+1

C’est-a-dire

i—1 .
g(pi () X) =3 (— D Fij(g i v) X)
< :

J

n+1 .
+ i (=1 Fi(gvinvy) X) (i=12, ..., n+1).
j=i+1
Le théoréme est donc vrai pour n+1, s’il en est ainsi pour n.
La démonstration par induction est ainsi achevée.
En partant de (1.1), on peut obtenir, sans difficulté, les solutions géné-
rales des équations fonctionnelles (0.1), (0.2), (0.3).
Jusqu’a présent, la solution générale de I’équation fonctionnelle (0.3)
est inconnue. Mais, pour écrire la solution générale de I’équation fonctionelle
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paracyclique généralisée de seconde espéce dans la forme explicite, il faut
distinguer plusieurs cas. C’est pourquoi, nous n’écrirons pas ici cette solution.
Ce sera I’objet d’un article qui paraitra ultérieurement,

2. L’équation fonctionnelle (B)

Dans le cas ou
fo_ b _h

. - ﬁ;; -,
nous avons les égalités suivantes:
k,=k,=---=k,=k.
Soit Q; (i=1,2, ..., n) un opérateur défini par

Qipi(vi)X:(xla’YZ’ LS xk) (xleS? 1:15 2’ ey k)9
en d’autres termes, 'opérateur Q; fait les substitutions suivantes:
Sl,l'_>1’ SZ,II_)Z’ ...,Sk’,'——)k (1:1,2, ...,n).

Alors, aprés multiplication par o; («; sont des constantes pour le moment
indéterminées), de (1.1) on obtient

i—1 .
2.1 aioi f(x, X3 e xk)_ai[z (=1 Fi(Qig (ni N v) X)
, 2z,
4‘%(“Wﬂ@ﬂwﬂmXﬁ
j=it1
(i=1,2, ..., n.

En additionnant les fonctions (2.1) pour i=1, 2, ..., n, on parvient a

2.2) (iw@ﬂmwbuqx»="4§(—w“ﬂ@wmmmX)
i=1 i=1 j=1

i=

+z<—Wﬂ@mmnmn}
j=it1
Supposons que l’équation

(i a,-oc,~)§=n EnemM

i=1

posséde une solution unique par rapport a &, et introduisons les nouvelles
fonctions G/ telles que

— LGl (i=1,2, ..., n—1; j=i+1, i+2, ..., n).
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Alors, nous avons le théoréme suivant:

Théoréme 2. Si I’on peut déterminer les constantes «; de facon que I'on ait les
identités suivantes:

@.3) S 4. P, 0,) Qg Gin7) X)

pu=1

—a; F1(pa () Q54 (% N 9)) X)} =0

pour tout i=1,2, ..., n—1 et j=i+1, i+2, ..., n, la solution générale de
Péquation fonctionnelle (B) est

n i—1 .
24 SO, X5 coey X)=3 oci[ (=11 Gi(Qig (v N 7)) X)

i=1 j=1

+ :'z (—1)fG?(Q.-q(v.-ﬂvf)X)}’

j=itt
oit G} (i=1,2, ..., n—1; j=i+1, i+2, ..., n) sont des fonctions arbitraires
a valeurs dans M,

On peut obtenir la solution générale de I'équation (0.4) en partant de
(2.4) (voir [28]). Dans ce cas, on a

oy =0y =+ « - :anzl‘

De méme, on peut trouver la solution générale de 1’équation fonction-
nelle paracyclique de premiére espeéce (voir [29]). Dans ce cas on a aussi

Ay =0y = - =u,=1.

Cependant, pour ’équation fonctionnelle paracyclique de seconde espéce,
on ne peut pas déterminer les constantes «; de fagon que l'on ait les identi-
tes (2.3).

Donnons enfin un exemple.

Exemple. Considérons I’équation fonctionnelle

(25) f1 (x’ Vs Z)+f2 (y’ z, t)'*'f:’; (Zy t, x)+f:a (t’ X, y)=05

ou x,y,z,t &S (S, ensemble non vide arbitraire), f;:S°—M (i=1, 2, 3,4). Cest un cas
particulier de I’équation fonctionnelle cyctique généralisée (cas ol p=3, n=4).

D’aprés le théoréme 1, la solution générale de cette équation est

(2.6) fix, 3, )=Fi (3, )—F3 (x, 2) + F} (x, »),
@7 L2, )= —F3 (3, )—F}(z, )+ F3 (3, D),
2.8) fi(z, 6, X)=F} (x, 2+ F3(z, )y = F3 (x, 1),
.9 fi(t, x, y)= —F{ (x, n—F3 (3, )—F3(x, 1),

ol F%, Fi, F‘I‘, Fg, F;, F‘; sont des fonctions arbitraires a valeurs de M.
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Considérons maintenant le cas ol

(2.10) fi=—=f=fi=—fi=f
Alors, en partant de (2.5), on trouve
Q.11) f&x 9 D—f(, 2, )+f(z, 8, x)—f(, x, ¥)=0.

De (2.6), (2.7), (2.8) et (2.9), d’aprés (2.10), on obtient
[y, D=F1(, —F(x, D+ F{ (x, ),
—f(x, 3, )= —F} (x, )—F3 (3, D)+ F3 (x, 2),
[(x, 3, D=F}(z x)+F3(x, »)+ F§ (z, ),
—f(x, », 2)= —F (v, )—F3(z —F3 (3, x).
Selon le théoréme 2, essayons de déterminer les constantes a; (i=1, 2, 3, 4) telles que
2 2 2 F2 F2?
a, F{ (y, 2)—a, F1{(x, n—a, Fi(z, )+a, F{ (¥, 2)+a, F{ (¢, x)
—a, F% (z, )—a, Ff (x, ¥)+a, Ff (z, x)=0,
—q, F3 F F3 —a, F3 —a, F3
a, Fi(x, 2)+a; F{ (2, x)+a, Fy(y, t)—a; Fy (¢, y)—a, 1(z, %)
+ay F? (x, 2)+a, F? (t, y)—a, F? (v, D=0,
a; F‘} (x, y)—a, F‘l‘(y, z)—a, F‘:(y, z)+a, F‘;'(z, t)+a, F? (¢AN))
—a, F{(t, x)—a, F{ (¢, ¥) + a, F{ (x, ») =0,
—a, F3 (7, )+ &, F3 (x, ») + @, F3 (z, N—a, F3 (3, )—, F3 (¢, )
+a, F3(z, ) +a, F3 (x, y)—a, F3 (1, x)=0,
a, F; (x, z)—a, Fg (z, x)—a, F; Wy, 1)+a, F; (t, y)+a, Fg (z, x)
—a, F4(x, 2)—a, F3 (1, x)+ a, F3 (x, )= 0,
a, F4(z, y)—a, F3(», X)—a, F3 (1, 2) + 0, Fy(z, ) + 0, F5 (x, 1)
—a, F(t, 2)—a, F3 (3, x) + o, F3 (x, )=0.
Les identités précédentes seront remplies si 'on a
ay=—a,, a,=a;, a=—0q, @G=—0, @G=0, a=-—0,.
Dongc, on peut prendre a,= —a,=a,= —a,=1.
Alors, d’aprés ce qui précéde, la solution générale de I’équation fonctionnelle (2.11) est

f(x, 9, 2)=A(x, W+ A, 2)+B(x, 2—B(z, x),
avec
AX, )= Fy(x, »)+ Fi(x, ») + F3 (x, ) + F3 (3, x),

B(x,2)~ —F3(x, 1)~ F4(x, 2).
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