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_ Soient: a=(a, ..., a,) et p=(py, ..., p,) des suites de nombres posi-
tifs; r et s des nombres réels quelconques. On suppose aussi que tous les
a,,...,0a, ne sont pas €gaux entre eux.

Considérons la fonction f, définie par

(pla‘r+ oo +pnanf)s

]y rs
f(r, s)= Pyt 4 Pn =( Mns (@;: p) )
(p,a1~‘+---+pna,,5>' Mn[](a;P)
Pyt +Dn

ot M, (a; p) désigne la moyenne d’ordre ¢ (¢ réel=£0; [t] <+ o0):
1

n
2 mat |t

M (a; p)=| =—r (t#0; |1|< + ).

n
> i
iz1
Il est évident que la fonction f posséde la propriété suivante

f(ra s)-f(s, r)—;l'
Si Pon pose :
P1a15+"'+Pnans

g, s)=log f(r, s)=slog past o tpmte log 4t ——— 21
Pi+ e tpn Pit e +Pn
on obtient:
&' (7, 9) _sh alogd,+ - +pnan” loga,,_log P+ +pnan® ,
DA+ - +pnap” Dyt +Pn
g0 T l(narlogah - - +pa)logay)

x(piay+ -+ - +pya,)—(pya loga, + - - - +p,a, loga,)l,
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avec

' og(r,s " otg(r,s
g =280 g, 5280,
or or

Par application de P'inégalit¢ de Cauchy, on obtient
g (r, 5)>0 (s>0), g" (r, 5)<0 (s<0).

Donc, g'(r, s) est une fonction croissante de r si s>0, et décroissante
si <0,

Sans nuire a la généralité, on peut supposer que a,=min (q, ..., a,).
On a alors
dz r ay r
p logas+p, (—) logayS+ .- +pp{— ) logaps
’ _ a, a,
g (r, 5)=

a,\" An \"
p1+pz(~) +o =
a, a,

pias+ - +ppap
Pr+ -+ Pn

—log
On en tire

N . a.s+ -+ an’ 4o 4 a.s
g (— o0, 5)=loga,s —ioghr &t 1T Pndn =log-——(p1 WL
Pyt +Dn paf+ .- +pnay’

Aux conditions s>0 et s<<0 correspondent respectivement les inégalités:

R a.s 4ok a.s
0 < (p, _:Dlz)__x_<1 et (p, bn) a, ~1.
p1a1S+"'+pllans 171‘11"+"‘+Pnans
Soit a,=max (@, ..., a,). On a alors
al ¥ an_l r
pi|—) logays+ - 4 pp ;| ——]) logan—,*+pplogan
a a
g (rs)=—-—" 5
a, r an—, r
Py|l—] + ‘|“’17n—1( +Pn
dn an
_log pas+ .- + Pn @y’
F 2SR
On en tire

plals+...+pnans:10 (p1+"‘+17n)ans

g (+ w, s)=loga,—log .
Pyt +tPn piaS+ - +ppa,

Aux conditions s>>0 et s <<0 correspondent respectivement les inégalités
suivantes:

dee e+ a,s 4o a,’
(p, _Pn) "1 et O< (r ) Pn) an
plal.v.‘. e EPpayS plals+ "‘+pnans

< 1.
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Nous allons montrer, dans ce qui suit, que
(1) g (0, 5)<<0 et g'(s, 5)>0,
La premiére de ces inégalités provient du fait que

g (0, s) = plogas+ ... +p,loga,’ —log® a5+ 4ppa,’

Pyt +pn Py+ e+ pn
_r
i ((als)p]_ -+ (an%)Pn )p1+ Sty
- pi(@®)+ - +palan’)
Pt FPa

et que, en outre
1
((a‘s)lh - (a,,-‘)pn )P1+ S+,
Pi(a5)+ - - +pn(an®)
Pyt +Pn

<1

Pour démontrer la deuxiéme des inégalités (1), considérons

g/ (S, S) =

piaflogas+ - - +ppaysloga,s _]ng,a1s+ <o+ Pnan’
Pas+ - +ppays Pyt 4D
1

s s
s s &)+ poa
(alspl o’ .. a,Pn % )171 1 P,a,

=log

P as+ - 4 Ppnly®
Dyt -+ DPn

Si dans l’inégalité suivante (voir: [1], théoréme 2)

n n

Z Pi 2 Pi

= AL 4 - (P.n)”" o (ﬂ)”'

s Ed

z": 0 (Q1A1+-.-+Q,,A,,)P,+---+Pn On 0,

=1 ! Q1+"‘+Qn
ou P, Q;, 4; (i=1, ..., n) sont des nombres positifs, on pose

p
Pi:piais7 Qi:pi, A1:A2:" ':An (i: 19"-an)a
on obtient
oy
(QISPI a’ -, Pn ans)plals'l" B +Pnans

>1
paf+ - +ppay ’

Pit o+ Pn

ce qui démontre 1’inégalité g'(s, s)> 0.
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Remargue. Etant donné que log x (x>>0) est une fonction concave, on a

Xy Y+ +XnYn _ x lOg y,+ - +xlog vy
>

log s
X+ o+ Xy X, 4 -+ Xy
avec X, ..., xp>0et y,, ..., yu>0.
Si 'on y pose
Xi=p;a;*, Yi=a;=S (i=1,...,n),
on obtient
log Pyt o+ Pn 2__sp1013103a1+"‘+Pnansl()gan’
DA+ - +ppans P asS+ .- +ppa,s

ce qui conduit a g’ (s, 5)>0.
Cette remarque a été faite par D. Z. Dokovi¢ qui a lu cet article dans le manuscrit.

Les faits indiqués plus haut permettent d’énoncer les résultats suivants:

Théoréme 1. La fonction g'(r, s) est monotone en r et s’annule pour une valeur
unique ry=0s (0<<6<1).

Théoréme 2. Lorsque s est un nombre positif fixé, la fonction g(r, s)
1° décroit si r croit de — oo a ry,
2° croit si r croit de ry @ + .

Théoréme 3. Lorsque s est un nombre négatif fixé, la fonction g(r, s
8
1° croit si r croit de — oo d ry,
2° décroit si r croit de ry d + oo.

Si Pon échange les roles de r et de s et si I'on prend en considération
I’égalité g (r, s) =—g (s, r), on obtient sans difficulté trois théoremes analogues
aux trois précédents.

Etant donné que f(r, s)=e*~9), on déduit immédiatement les propriétés
de la fonction f(r, s) des propriétés indiquées pour la fonction g (r, ).
Voici celle correspondant au théoréme 2:
Théoréme 4. Lorsque s est un nombre positif fixé, la fonction f(r, s):
1° décroit si r croit de —oo d ry,

2° croit si r croit de ry d + oo.

Une conséquence de ce théoréme est le résultat suivant:
Théoréme 5. Dans le cas o r>s>0, on a

[, 9)>1G, 9,
c’est-a-dire ’
MY (a; p)> MY (a; p).
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Ce théoréme exprime le fait bien connu que M E,'] (a; p) est une fonction
croissante de r.

Si I'on pose p,=---=p,=1 et si 'on suppose que r>>s>1, le théoréme
4 conduit a

Théoréme 6. Lorsque 1< s<r, on a

a’"+---+ay” asS+ .- +ay
n n
< — ey
(al+...+a")r (al+...+@)s
n n 7

c’est-a-dire
ar+ .. +ay’ < (a;+ .- -iaj)'_rs.

as+ - +ap’ n

S. Berkolaiko [2] a demontré la derniére inégalité en supposant que r
et p sont des nombres naturels tels que s<r.
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