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UNE CLASSE D’INEGALITES OU INTERVIENNENT
LES MOYENNES D’ORDRE ARBITRAIRE

D. S. Mitrinovié et P. M. Vasi¢

0. Soient a=(a;, a5, ..., a,), p=(Py> P2, ..., P,) des suites de nombres
positifs. La moyenne d’ordre r (r, réel) est définie par les formules:

n 1/r
levav’
M (a;p)=| "= (r#0; |rj< +o),
> P
v=1
1
n
> by
n 2 v=1
=(H a\,") (r=0),
v=1
=min(a,, a4, ..., a,) (r=—o»),
=max(a, a4, ..., a,) (r=+o0).
Pour r=—1, r=0, r=+1, on obtient respectivement les moyennes

harmonique, géométrique et arithmétique, c’est-a-dire:

- Pyt Lp,

M7 (a; p) = H,(a; p) = D22 £
PPy P
a, a, a,

b

1

0 P p P .+ Dn
MW (a; p)=G,(a; p)=(a, @, ... a[m) 1tPet ot

M[nl](a_ p)=A (a,p) =p1al+p2a2+ Tt +pnan.
I 2 P

1. Dans ce qui suit, nous allons démontrer le
Théoreéme 1. Pour r<1, on a linégalité

n

(L.1) (g qv> Aufas )22 ( » pv) MY (a3 p)

n v=1
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n—1 ] q n—1
2(21 qv) A,—i(a; q)—1 = (zl_pv)

Pn

1—r r—1

A(Z ) (2 p-r™) i,

Pour r>1, on a linégalité contraire.
Démonstration. — Pour la fonction
1
(plalr+ co +Pnanr>'
Pit ot Da

f@y=aiqi+ - +ada—2 L+ +p,)

=( S qv) 4,(a; q)—xﬂ( S pv) MY (a; p)
v=1 Pn \v=1

(A>0; r#0; |r|< + ),
on a

f@)=gq,{1-na,~ (M (a; p))'-'},

n—1
> Dy
(@)= —A(r=1) g, —ar-2 (M -2 (MY

> P
v=1

Le seul zéro positif de la fonction f” est

1
r 1
M[’] 1(a. p) (n—l )r :
a, = s 4 pv )\ _'9
" 1 v§=:1
(Z pv_PnkE>
v=1

donc, il faut que

LA | n
)\l—r<_ ( Z pv)'
v=1

Pr

Etant donné que pour r< 1 ona f''(a,)>0, il en résulte Iinégalité suivante:

(@yzmin (@) - S @) 4,-1 (a3 9
y=1

1 r—1

n

n—1 r r r
~An (2 pv) l( 2 pv—pn%“’> MLy (a5 p).
D \v=1 1

v=
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De 1a on tire I’inégalité (1.1).

Dans ce qui précéde, I'inégalité (1.1) a été démontrée sous la condition
que r#0 et |r|< +o. Si l'on fait r >0, on obtient

1—r r—1 n—1
n—1 r n r\r Pn/ z py
lim ( pv) ( 2 pv—pnl‘-’) = T
=1 v=1

r—0 \v

lim MY (a; p)=G, (a; p).
r—>0
D’aprés les derniéres égalités, I'inégalité (1.1) devient

(1.2) (gl qv> A, (a; q)—%ﬁ—: (élpv) G, (a; p)

n —1
- 4. '8y nm
>< Zlqv>An—l(a; q)_p_")\v—:l v=1 (

n

1
pv) G,—1(a; p).

v=1

On peut également établir cette inégalité en procédant directement comme
lon a fait dans la démonstration de (1.1). En effet, en partant de la
fonction

n

g(an)=< S qv>A,,(a; P

v=1 Dn

( Z pv) G,(a; p),

v=1

on obtient

g (“n)=qn(1—w,._1 (a;p)(zp" )/ (& )a '(éi)/(‘i‘l))

n—1 n n— n
()5 2 E i
g” (an) =2A q, Gn—l (a; P) v=1 v=1 = a v=1 v=1 >0.

Le seul zéro positif de g’ est

n [ {n—1
(E7)/(5n
an =2A v=1 v=1 Gn—l (a’ P)

Pour cette valeur de a,, puisque g’’(a,)>0, on a

n—1

min g (a,) =<21 qv) 4, (a9 —%l( é‘ ,,v) /(z:p) (211)) Gu-1(a; D),

d’od I'on déduit I'inégalité (1.2).
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Pour r — + o0, a partir de (1.1), on trouve

(1.3) (iqv)A”(a; q)—k%(ip\,)max(al,az,...,a,,)

v=1 n v=1

n—1{
<(z qv) n— l(a’ q) ;\qn (va - )max(al""san—l)'
v=1
Si dans (1.1) on fait r—-—o0, on obtient I'inégalité (1.3), ou il faut
remplacer max par min et < par >=.
2. L’inégalité (1.2) conduit a
Théoréme 2. Pour u>0, on a les inégalités suivantes

(2.1 (; qv) A, (a5 9)—p ( é pv) G,(a; p)

Pn nZ_lpv n n—1
n—1 p v—1 X pv/ Dy n—‘l
2(21 q“>An—1(a; q)—(q_") P‘v=l v=1 (2 pv) Gn—l (a; P)
v= n v=
n—1
>< Zl qv)An—z(a; q)
n-2 n—2
pn_l/ = p"/ TR SRR o8 2
v=1 v=1 v v [ n—
n— Dn - -
_(p : <_ p‘v—l vl (2 pv)Gn—Z(a;p)
9n—1 v=1
=
3
>< 2 qv> 4, (a3 9)

2
n 2
2 73 /VEl i P pn//VEI i z pv/ 2 py 2
~<—) e (—) w=t St ( 2 pv) G, (a; p)
q; P v=1

2} P1 o y=1
=q, 4, (a; q)—(&) (—) P -p1-Gy(a; p)
q, In
avec p.=7\g'i.
Dy

3. En posant p,=q,(v=1,2,...,n) et p=1, on obtient de (2.1) les
inégalités démontrées dans [1].

4. Pour des valeurs de A, convenablement choisies, en partant. de (1.1)
on peut obtenir diverses inégalités (classiques et autres). Cependant, la question
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r n
si les valeurs correspondentes de A satisfont a la condition 0 <Al-7<< i(}: pv),
. Pn \v=1

reste ouverte dans quelques cas.
Par exemple, si 'on fait dans (2.1)
p,,( S qv) A, (aq)

v=1

)

. (va)Gn(a;p)

v=1

on obtient I’inégalité

T o
n v=1 n
Py z P
El_ ( G, (a; p) )V:I
S 4 An(a; q)
v=1
n—1
> py
n—1 v=1 n—1
S‘ Dy Z py
<P\ ] = Gu—1(a; p)\*~!
h £y Au—y (@ q)
qn n—1 )
qy
Cette inégalité a été demontrée dans Particle [2].
Pour
pn< > qv) 4 (a; q)
= v=1
qn( pv> MY (a; p)
v=1
a partir de (1.1) on obtient Pinégalité
1 1
(i T—r n-1 s
pv> o — ( pv) [ . !
o M, (a; 1-r oy M (a l—r pl-r
! ( (‘D))>‘ ( ‘(”))+”, (r<0).
= \ 4.(a; q) 15 \ An-1(a5 9) g,

50"

Etant donné que
M (a5 p)=(MEM (a5 )Y,
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si 'on pose s=rk et a* au lieu de a, & partir de la derniére inégalité on
trouve I’inégalité

k k

n k—s -1 k—s
pv> s ks ( pv) , ks k
(é MY (a; p)\F—s VZ; D@ p) Vo= i
s [k] 2 5 [k] +
=\ M a; q) My~ (a; 9)

(2] (5]

Cette inégalité a été déja démontré dans I'article [2].

q”k—-s

5. 1l serait intéressant de rapprocher les résultats de cet article de ceux
obtenus par T. Popoviciu [3].
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