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NOUVELES INEGALITES POUR LES MOYENNES D’ORDRE
ARBITRAIRE

D. §. Mitrinovi¢ et P. M. Vasi¢
0. Notations

Soient a=(a, a,, ..., a,), p={(py, P2» - .., P,) des suites des nombres
positifs. La moyenne d’ordre r (r, réel) est définie par les formules:

M (@ p) =| L — (r#0; |r]< + ),

n
z py
n » v=1
:( avv) (r::o),
v=1
=min (@, @, ..., a,) (r=—o),
=max (a;, @, ..., a,) (r=+o).

Pour r=1 ces formules contiennent la moyenne arithmétique A, (a; p),
c’est-a-dire

a+pa+ - +pya
MY (a; p) =4, (a; p) DD TP Pntn
Pitprt - +p,
Pour r=0 nouz avons la moyenne géométrique G, (a; p), c’est-a-dire
[ S
M3 (@ p) =G, (a; p)= (@ P - -an) 000t 0n,

Pour r=—1 nous avons la moyenne harmonique H,(a; p), c’est-a-dire

pitprt .- +p,
P
a a a

M (a; p)=H, (a; p) =

PP

N
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Dans la littérature, on compare exclusivement des moyennes formées
avec le méme systéme de poids, ce qui est souligné dans [1]. Cependant, dans
cet article nous allons considérer les moyennes composées par deux systémes

de poids:
P=(pl’p2""apn) et q=(q1’ qz""’qn)

avec pi, x>0 (k=1,2,...,n).

1. INEGALITES POUR LES MOYENNES D’ORDRE ZERO OU UN

1.1. Nous allons prouver le résultat suivant:
Théoréme 1. L’inégalité suivante a lieu:

n
X Py
n v=1 n
X Py
Z Dy v=1
e G,(a; p))
1.1 ! x(———
(1.1 - A4,(a; 9)
>
v=1
n—1
X Py
n—1 v=1 "5:11;
. Py Bt
<(£1)” 2 X( Go1 (43 P) ) ‘
9./ | " A,-1(a; q)
qy
v=1
Démonstration. — Considérons la fonction f définie par

(12) f(an) =P loga1+ et +p,,10gﬂ,,
—(py+ - +p) (log(q1a,+ -+ - +g,a,)—log (g, + - - - +4,)).
Les deux premiéres dérivées f' et f” de la fonction f sont

f@ay=r—(py+ - +py) n :
aq Giat -+ 4,4,

2

n

qn
(q1a1+ ttt +qnan)2

S @)= =25 (prt 4

Le seul zéro de la dérivée f~ est

Pn 18+ - Gp— 8y
In Pit+ o+ D
et pour cette valeur de a, on obtient

fu(a - _q_nz (p1+ e +pn—l)3 _ <0:
Pr (@ray+ - 4,18, (D1 -+ +Dy)

(1.3) a,=

donc, la fonction f atteint son maximum pour la valeur de g, déterminée
par (1.3).
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Le maximum de la foction f est

n n—1
X by X Py
n v=1 n—1 v=1 n—1
1 Pn Z 9 Z Py VEI ”v
Dn v=1 v=1 G,,—l (d; b)
max f (a,) =log 7. - b A (@ )
RN a i
v=1 v=1

Par conséquent, nous avons demontré I’inégalité (1.1).

1.2. Par itération de I’inégalité (1.1), on obtient:
Théoréme 2. Les inégalités suivantes sont valables:

n
Y by
n v=1 d
- 2 Py
Py v=1
- G (a;p))
1.4 ! x(—"———
(14 2 A, (a; )
> 4,
v=1
n—1
X Py .
n—1 v=1 n—
X Py
py v—
<<pn)pn VZ] ( Gn—l(a; p) ) !
S\ _i x .
9n "Z q A,-1(a; )
v=s1
n-2
3 by
n—2 v=1 ”£2pv
_ P -
<(&)’" (p) | 2P ><(ﬁi,-z(ez; p) ) !
< hTe AP 2T
9/ \Gn-1 ol A, (a; q)
>4
v=1
< e

Pp Pp_1 Py
(e Gzl @)
qn qn—l 'R
1.3. Dans le cas oll p,=¢q,(k=1, 2, ..., n), les inégalités (1.4) prennent
la forme plus simple suivante:

n n—1

X Py i 7y
(1.5) <G,,(a;p)>v=1 g(g,,__l(aﬁ).y:l
4, (a; p) A,-1(a; p)
nZ_ZPv
g(fﬂ?ﬂl)":l
An—z(a;P)

N
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% Py
(Gz (a; P).)"=1

A; (a; p)
<G1 (a; p) )”’

A, (a; p)
=1.

N

N

On en tire I'inégalité classique
Gn(a; p)<A4,(a; p)

et de méme le fait que dans cette inégalité le signe de 1’égalité a lieu si et
seulement si

aqy=ay=":-:=0,1=4a,.
Les inégalités (1.5) lorsque 'on a p,=p,=- .- =p,, deviennent

n n—-1 2 1

(1.6) <gﬁ) g(g_"_"l) <<<,G_%> g(ﬂ) ,
A, Ap— A, 4,
avec
Anzwﬂf’ Gn—_-(alaz. . .an)I/n'
n

Les inégalités (1.6) sont connues (voir: [1], [2]).

2. INEGALITES POUR LES MOYENNES D’ORDRE ARBITRAIRE

2.1. Nous allons démontrer le théoréme suivant
Théoréme 3. Si rs<0, on a

5

(é " ) | (ML" (@ p) )T

@D - \MY (a; q)

(2e)

&

P

n—-1 s—r rs
p I s
g v=1 ") <ME2_1(0; P)) +pns—'
ML (a5 9)

n—1 s_—r—r n—1 q,5""
(2.%) ”
v—=

Si rs>0, le sens de I'inégalité dans (2.1) se change.
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Démonstration. — Cons’dérons la fonction f définie par

1 1
(22) f(an)z_;lOg (pl a’+ .- +pnanr)—?log (ql af+ - +qnans)

1 1
——log(pit - +p,) +—log(qr+ - - - 4 40),

avec rs#0 et |rs|< +o.
De (2.2) il vient
Pna,S ! .,

f,(an)z - s
pa+ - +tpea; qaf+---+4q,a°

(r'_' I)Pn anr—Z (pl alr"_ N 2 L _lr)_an aan——Z
(pray+ -+ +p,a,)

f” (an) =

_ (S_ 1) qnans_2 (ql af+ - +qn—lan—1s)_qn2 an2s—2
(g1a°+ - - - +9,a,°)

La fonction f’ a seulement un zéro positif, & savoir

1 1

(2 3) a _<&>r_s<pl a1f+ v +Pn_1 a —1'):
. = .
DPn q, als+ c +qn—lan—ls
Pour cette valeur de g, on obtient
S (a,)
5 r s r
—(r—s)a,~? P (P AP Gy ) (@A 1 G ) T
" s o 5 N\2
P (@ al Gy Q) TG T (P10 +P,.—lan-1’)"’)
et
1 1
n s /n—t r (]
(24)  f(a)=m~log {( > qv) (z ) ML G p)}
v=1 v=1

_r sn-1 r—s

W 2P , =

s—r " (\Zl v) <ME,]_1(0;P) )'_s

rs o oy o\ ML)
p5 (50
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Etant donné que, pour r>s, on a f" (a,)>0, on obtient

@.5) f@ay=>m.
Pour r<s, d’aprés f' (a,)<<0, on a
(2.6) | f@)<m.

De (2.5) il vient

D f@yzm (s>0, r>s),
r—s r—s

2.7
D fay<—"-m (rs<0, r>s),
r—s r—s

et de (2.6)

,l!

D f@)="m (>0, r<s),
r—s r—s

2.8)
Do fay<"m (rs<0, r<s).
— 5

r r—s

En confrontant les inégalités (2.7) et (2.8), on arrive au théoréme 3.

Par suite, I'inégalité (2.1) est démontrée dans le cas |rs|< +oo. Mais,
d’aprés la condition

lim MY (a; ) =min(a,, a, ...,a,),
elle reste valable aussi dans le cas ol s=—o, et prend la forme suivante
n MLr] a; r n—1 MLr]_ a; r
(21&)( Mo @D ) sp (S p) (o Memt @D )
v=1 min (a, ..., a,) =1 min(ay, ..., a,—¢)

Si dans (2.1) s— -+ on obtient linégalité précédente ou il faut
remplacer min par max et > par <.

En faisant s —» 0, dans (2.4), pour r>0 on obtient

n—1 n
X a /’( X )
v=1 v=1

n—1 n
> Py ""/’(VEI"“)
limf (a,) =1log :j x(&>
s—0 Z q, qn
v=1
1
n\ "5 /v ’
q . vt o™
y 2% (MLll(a;p)> Lo
Gn—l(a; q)
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Ainsi, on obtient pour r>0, I'inégalité

[ n .
i)
" \v=1 n

ip > qy
il M"’(a'p))hl
2.9 v=1 x(- n Ao
(2:9) Z g G,(a; 9)
v=1
—1
() !
—q_,, nz—-:lp v=1 El ay
><&)’ = ><(ME.”_I(a;p)>“=
=
9n "“q Gn-1(a; q)
v
v=1

Au reste, on déduit directement cette inégalité a partir de (1.1) et
mettant & profit 'égalité suivante
MY (ak; p)=(M¥ (a p)Y,
ol il faut poser s—=rk et a¢ au lieu de a.

Dans les inégalités (2.1) et (2.9) le signe de I'égilité a lieu si et seule-
ment si

A L

(3 et (2
dn 9n—1 U§1

2.2. Une conséquence de I'inégalite (2.1) est
Théoréeme 4. Si 'on a rs<0, les inégalités suivantes sont valables:

L

5

rs
s§—r

(2.10)

r

(2e)”

n-1 s—r
pv> ' = =
(21 (ME,’_l (a;p)>3"+p,.“’

(é P )T:’ (ME.” (a; p))

MY (a; 9)

> r [s] r
n—1 s—r M"“l (a’ q) q s—r
(%) "
v=1
=
s
( 2 s—r
> pv) , TS s
> v=1 (Mlzl(a’ p))s—r n—2pn_v+1s—_
Z\M @) 3 -
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i

o g e me ot
P (M;:(a, p)) LS Pam

r MIS a; V:I ?

4" @) 9n—v+1

~

5—

[]=

=i pn—v+ls d
v=1

|~

qn—v+ls g

Dans le cus rs>0, le sens des inégalités (2.10) se change.
Pour r>s, de (2.10) il vient

" \F o
qy g
MY (g (\Z ) %P
(2.11) E’S]( p) 2 1 Z p -
M, (a; 9) Sa e R s

n s—r qv
(37
v=1

2.3. Lorsque l'on a p,=q, (v=1, 2, ..., n) l'inégalité (2.11) conduit a
I’inégalite bien connue

MY (a; p)= M5 (a; p) (r>s).

Cette inégalité exprime le fait que M T est une fonction non décroissante
de r.

2.4. 11 serait intéressant de rapprocher les résultats de cet article de
ceux obtenus par E. Beckenbach [3].
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