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NOUVELES INEGALITES POUR LES MOYENNES D'ORDRE
ARBITRAIRE

D. S. Mitrinovic et P. M. Vasic

O. Notations

Soient a = (a" az' . . . , an), P = (p" Pz, . . . , Pn) des suites des nombres
positifs. La moyenne d'ordre r (r, reel) est definie par les formules:
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(r#O; Irl< + 00),

(r = 0),
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Pour r = 1 ces formules contiennent la moyenne arithmetique An (a; p),
c'est-a-dire

M
[I]

( . ) = A ( . ) =p,al+P2a2+'" +Pnan
n a, P n a, P .
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Pour r = 0 nouz avons la moyenne geomHrique Gn (a; p), c'est-a-dire
,

M~O](a;p)=Gn(a; p)=(a,P'azP,.. .anPn)PdP2+oo'+Pn.

Pour r = - 1 nous avons la moyenne harmonique Hn (a; p), c'est-a-dire

M I-'] ( . ) = H ( . ) =
p,+pz+'" +Pn

n a, P n a, P .
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Dans Ia litterature, on compare exclusivement des moyennes formees
avec Ie meme systeme de poids, ce qui est souligne dans [1]. Cependant, dans
cet article nous allons considerer Ies moyennes composees par deux systemes
de poids:

P=(PI' Pz, ... , Pn) et q=(ql' qz, ..., qn)

avec Pk, qk>O (k = 1, 2, . . . , n).

1. INEGALITES POUR LES MOYENNES D'ORDRE ZERO OU UN

1.1. Nous allons prouver Ie resultat suivant:

The 0 rem e 1. L'inegalite suivante a lieu:

(1.1)

n
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V~l

v~1
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L qv
v~l

n
~ Pv

X (Gn (a; p) )
V~l

An (a; q)

(1.2)

Demonstration. - Considerons Ia fonction I definie par

I (an) = PI log al + . . . + Pn log an

- (PI + . . . +Pn) (log (ql al + . . . + qn an) -log (ql + . . . + qn»)'

Les deux premieres derivees f' et I" de la fonction I sont

f' (an) =
Pn - (PI + . . . + Pn)

qn

an ql al + . . . + qnan

"Pn
qnZ

I (an) = --+(PI+'" +Pn) .
anz (qlal+...+qnan)Z

Le seul zero de Ia derivee f' est

(1.3) Pn ql al + . . . + qn-l an-l
a=-n

qn PI + . . . + Pn-I

de an on obtientet pour cette valeur

I" (an) = -
qnZ (PI +... +~n-I)3 <0;
Pn (ql al + . . . + qn-I an-I) (PI + . . . + Pn)

done, la fonction I atteint son maximum pour la valeur de an determinee
par (1.3).
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Le maximum de la foction fest

n-I
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Par consequent, nous avons demontre I'inegalite (1.1).

1.2. Par iteration de I'inegalite (1.1), on obtient:
The 0 r e ill e 2. Les inegalites suivantes sont va/abies:

(1.4)
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1.3. Dans Ie cas ou Pk = qdk = I, 2, . . . , n), les inegalites (1.4) prennent
la forme plus simple suivante:

(1.5)
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2
:E Pv

~ (G2 (a; P)
)
V=I

A2 (a; p)

~ (
GI (a; P)

)
PI

Al (a; p)

=1.

On en tire l'inegalite classique

et de meme Ie fait que dans cette inegalite Ie signe de l'egalite a lieu si et
seulement si

Les inegalites (1.5) lorsque l'on a PI = P2 = . . . = Pn' deviennent

( 1.6)

avec

Les inegalites (1. 6) sont connues (voir: [1], [2]).

2. INEGALITES POUR LES MOYENNES D'ORDRE ARBITRAIRE

2.1. Nous allons demontrer Ie theoreme suivant
Theoreme 3. Si rs<O, on a

s

(2.1)

s

(

,,-I

)

s=;
~ N S
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(
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)
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,,-,
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Si rs>O, Ie sens de l'inegalite dans (2.1) se change.
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Demonstration. - Cons:derons la fonction I definie par

l(an)=~log(Pla{+' . . +Pnanr)-~log(qlals+", +qnanS)
r s

(2.2)

avec rs * 0 et Irs I< + 00 .
De (2.2) il vient

I' (a ) =
Pnan'-I

-
qnans-I

n
PI a{ + . . . + Pn an' ql als + . . . + qn an' '

I" (an) =
(r-I)Pnanr-2(pla{+... +Pn-Ian_{)-Pn2an2r-2

(PI a{ + . . . + Pn anr)2

(s-l)qnanS-2(qlals+", +qn-Ian-IS)-q/an2s-2

(ql als + . . . + qn ans)2

La fonction f' a seulement un zero positif, a savoir

(2.3)

Pour cette valeur de an on obtient

et

(2.4)

I

I (an) = m = log
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De (2.5) it vient

rs rs
(rs>O,- I(an)';?;-m r>s),

r-s r-s
(2.7)

rs rs
(rs<O,-/(an)<,-m r>s),

r-s r-s

et de (2.6)

~/(an)';?;~m
"j

(rs>O, r<s),
r-s r-s

(2.8)

~/(an)<'~m (rs < 0, r<s).
r-s r-s
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Etant donne que, pour r>s, on a I" (an) >0, on obtient

(2.5)

Pour r<s, d'apres I" (an) <0, on a

(2.6)

En confrontant les inegalites (2.7) et (2.8), on arrive au theoreme 3.
Par suite, l'inegalite (2.1) est demontree dans Ie cas Irs I< + 00. Mais,

d'apres la condition

lim M~](a; q)=min(a1, a2, ..., a,.),
s---+ -00

elle reste valable aussi dans Ie cas oil s = - 00, et prend la forme suivante
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.

Si dans (2.1) s-+ + 00 on obtient l'inegalite precedente
remplacer min par maX et ~ par <,.

En faisant s -+ 0, dans (2.4), pour r>O on obtient

oil il faut
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Ainsi, on obtient pour r > 0, l'inegalite

(2.9)
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Au reste, on deduit directement cette inegalite a partir de (1.1) et
mettant a profit l'aegalite suivante

M~) (ak; p) = (M~k] (a; p)t,

ou il faut poser s = rk et ak au lieu de a.
Dans les inegalites (2.1) et (2.9) Ie signe de l'egilite a lieu si et seule-

ment si
1 1
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2.2. Une consequence de l'inegalite (2.1) est
The 0 rem e 4. Si l'on a rs<Q, les inegalites suivantes sont valabies:
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s rs s

P s-r

(

M[rl (a' p))
s-r n-l P s-r

~~ ~-'-- +" --,,-=v~
r M[sl ( . ) L ,

s-r 1 a,q v~l s-rql qn-v+l

n P s-r

=" n-v+l
r .

v=l s-r
qn-v+l

Dans Ie cas rs>O. Ie sens des inega/ites (2.10) se change.
Pour r>s, de (2.10) il vient

s-r

(2.11)

2.3. Lorsque l'on a Pv=qv (v= 1,2, ... ,n) l'inegalite (2.11) conduit a
l'inegalite bien connue

M~I (a;p)~M~I(a;p)

Cette inegalite exprime Ie fait que M~I
de r.

(r>s).

est une fonction non decroissante

2.4. 11 serait interessant de rapprocher les resultats de cet article de
ceux obtenus par E. Beckenbach [~.
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