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NOTE BIBLIOGRAPHIQUF SUR UNE FORMULE RELATIVE
AUX FONCTIONS DE LEGENDRE

D. S. Mitrinovic et D. Z. Djokovic

D. Z. Djokovic [2] a indique la formule hypothetique
dk

"(I)
dXkPn+k(x) = I .3.5 . . . (2 k-I) L..,Pi, (x) Pi2(x) . .. P;2k+'(x),

ou Pi (x) est Ie polynome de Legendre, 1a sommation etant etendue it. toutes
les permutations des tous les systemes d'indices non-negatifs ii, iz, . . . , iZk+I
dont la somme est n. II n'a prouve certe formule que pour k = I, 2, 3.

Un peu plus tard, B. S. Popov a donne une demonstration simple de la
formule (1). Sa demonstration est publiee dans Ie livre [4, p. 435.-436]. Inde-
pendamment de Popov, mais apres lui, Mary L. Boas [1] a prouve la formule (1)
par un procede identique it. celui de Popov.

Suivant un procede plus general, L. Toscano [9] a etabli la formule

p~a, + a2+ . . . + ak) (x) = 2: p~~') (x) p~:2) (x) . . . p~:k)(x)

(il+iz+'" +ik=n; k>I),

valable pour les polynomes ultraspheriques (ou polynomes de Gegenbauer).
Cette formule contient la formule (I) pour (X] =(Xz= . . . =(Xk= 1/2, car on a

(3) ~pndx)=2k(Xt(X+ I) ... ((X+k-I)P~II+k)(X),
dXk

ou les polynomes ultraspheriques p(~) (x) sont definis, par exemple, par Ie de-
ve10ppement

(2)

(4)
+00

(1-2tx+tZ)-II=
2:

tnp~II)(X)
n~O

(It I< I) .

En passant a la limite, Toscano [9] a aussi deduit la formule suivante

(5) -" n'kn/z Hn (x vi k) = L..,. .
.

. Hil (x) Hjz (x) . . . Hjk (x)
II! Iz! . . . Ik!

(il + iz + . . . + ik = n),

sont les polynomes d'Hermite, definis par
dn

Hn(x) = (_I)nex'/2 - (e-x'/2).
dxn

ou Hn (x)

(6)
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Dans l'article cite, Toscano a indique que la formule (6) est connue, mais il
n'a donne aucune reference.

Dans une Iettre, adressee a D. S. Mitrinovic it propos de Ia note [5],
R. P. Boas a attire son attention sur Ie memoire de Gegenbauer [3], qui
contient la formule (2), retrouvee par Toscano. Dans h~ meme memoire de
Gegenbauer on trouve aussi la formule particuli(:re suivante

dak
p~a2adx) = 2ak ex(ex+ 1) . . . (ex+ exk-l) '5'

p~a)(x) p~a) (x) . . . p~a) (x)
dxak.

, It I, Ik+t

(exk entier, i\+iz+'" +ik+\=n).

Le cas particulier de (1) pour k = 1 a ete a attribue a Catalan par Geganbauer
sans aucune reference bibliographique.

En plus de cela, deux auteurs, F. E. Rodeja [6] et E. J. Scott [7], ont
demontre de nouveau la formule (1). Scott a prouve en outre la formule que

(7)

voici

(8)
dk
-u L k( X) =2kk')' U. (x ) U- (x) ... U. (x )
dxk nT .

"-" 'I'Z 'k+1

(il + iz+ . . . + ik+\ = n) ,

en designant par Ui (x) des polynomes de Tchebychef de seconde espece, it savoir:

(9)

La formule (8) est aussi un cas particulier de la formule (7) pour ex= 1 .

Vne fois encore les formules (2) et (7) ont ete retrouvees par R. P. Singh [8].
En dehors de ces formules Singh a prouve aussi une formule analogue pour
les polynomes de Laguerre, a savoir:

(10) L~+ak-l (xk)
= L Lit (x) Li,(x) ... Llk (x)

avec

(11) (Itl<l).

Les faits precedents montrent l'interet tres vif que l'on attache toujours
a la theorie c1assique des fonctions speciales. Cependant, la litterature tres
abodante sur les fonctions speciales et l'absence d'une oeuvre complete relative
aces fonctions, arrangee systematiquement, rendent tres difficile la question
de savoir si un resultat concernant les fonctions speciales est vraiment nou-
veau. C'est pourquoi, on ne peut pas aussi dire avec certitude que la formule
(10) est nouvelle, tandis que l'on voit que tous les autres resultats mentionnes
sont contenus dans la formule de Gegenbauer, datee de 1884.
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