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NOTE BIBLIOGRAPHIQUF SUR UNE FORMULE RELATIVE
AUX FONCTIONS DE LEGENDRE

D. S. Mitrinovi¢ et D. Z. Djokovi¢

D. Z. Djokovi¢ [2] a indiqué la formule hypothétique

dk
(1) L D) =1:3:5 - 2k—1) 2. P ()P (x) - P, (%),

ol P;(x) est le polynome de Legendre, la sommation étant étendue a toutes
les permutations des tous les systémes d’indices non-négatifs i, i,, ... , iy,

dont la somme est n. Il n’a prouvé cette formule que pour k=1, 2, 3.

Un peu plus tard, B. S. Popov a donné une démonstration simple de la
formule (1). Sa démonstration est publiée dans le livre [4, p. 435—436]. Indé-
pendamment de Popov, mais aprés lui, Mary L. Boas [1] a prouvé la formule (1)
par un procédé identique a celui de Popov.

Suivant un procédé plus général, L. Toscano [9] a établi la formule
(2) Pfl(ll s T R 1713 (x) _ z Pl(lax) (x) ngz) (x) . Pf:k) (X)

G+i+ - +ig=n; k>1),

valable pour les polynomes ultrasphériques (ou polynomes de Gegenbauer).

Cette formule contient la formule (1) pour a;=w,= .- - =a;=1/2, car on a
k
3) :—kaf,uJ)rk(x)=2koc(oc+ 1) - (ath—1) PO (x),

ou les polynomes ultrasphériques P (x) sont definis, par exemple, par le dé-
veloppement

4) (1—21x+t2)—“=+zwt"Pf,“)(x) (t]<D).
n=0

En passant 4 la limite, Toscano [9] a aussi déduit la formule suivante

!

" Hyy (3) Hiy () - Hy ()
X

(5) k"2 Hy(x /Ky =2, PRI

(i+ip+ - - +ig=),
ol H,(x) sont les polynomes d’Hermite, définis par

(6) Hn (x) = (_ l)n ex’/2 % (e__xz/z) ]
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Dans larticle cité, Toscano a indiqué que la formule (6) est connue, mais il
n’a donné aucune référence.

Dans une lettre, adressée a D. S. Mitrinovi¢ a propos de la note [5],
R. P. Boas a attiré son attention sur le mémoire de Gegenbauer [3], qui
contient la formule (2), retrouvée par Toscano. Dans lz méme mémoire de
Gegenbauer on trouve aussi la formule particuliére suivante

dak o . . )
) '&;&;P;-})-ak(x)zzukoc(a—l— D (at+ak—1) ngl)(x)sz) ) ng)ﬂ(x)

(ak entiEI', 11+12+ ot +ik+1=n)‘

Le cas particulier de (1) pour k=1 a été a attribué 3 Catalan par Geganbauer
sans aucune référence bibliographique.

En plus de cela, deux auteurs, F. E. Rodeja [6] et E. J. Scott [7], ont
démontré de nouveau la formule (1). Scott a prouvé en outre la formule que
voici

8) &

g Uni () = 28k! 22U () U, (%) Uy, ()
(@ +iL+ - +ig =n),

en désignant par U, (x) des polynomes de Tchebychef de seconde espéce, a savoir:

©9) Ui (%) = PV (x).

La formule (8) est aussi un cas particulier de la formule (7) pour a«=1.

Une fois encore les formules (2) et (7)' ont été retrouvées par R. P. Singh [8].
En dehors de ces formules Singh a prouvé aussi une formule analogue pour
les polynomes de Laguerre, a savoir: '

(10) [k (xk) = z L;_ll (%) L;}z(x) L‘;k(x)
(ak Cntier; 11+i2+ vt +ik:n)7
avec
1t
11 e =S mLy(x t<1).
( ) (1——[)0' nZO () (' | )

Les faits précédents montrent 'intérét trés vif que Pon attache toujours
a la théorie classique des fonctions spéciales. Cependant, la littérature trés
abodante sur les fonctions spéciales et I'absence d’une oeuvre compléte relative
a ces fonctions, arrangée systématiquement, rendent trés difficile la question
de savoir si un résultat concernant les fonctions spéciales est vraiment nou-
veau. C'est pourquoi, on ne peut pas aussi dire avec certitude que la formule
(10) est nouvelle, tandis que l'on voit que tous les autres résultats mentionnés
sont contenus dans la formule de Gegenbauer, datée de 1884.
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