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UBER EINIGE SYSTEME PARTIELLER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN*

Stanimir Fempl

In seiner ausfiihrlichen Arbeit iiber Integration eines Systems partieller
Differentialgleichungen
ou ov

——=ax, Yutbx, v+f(x,
ox oy

KL e(x, yyutd(x, y)v+g(x, y)
oy ox
welches in Problemen der Mechanik erscheint, zeigte Vekua [1] dass sich
diesses System in der komplexen Form
Y _ Aw+ Bw+ F
0z
darstellen ldsst. Dabei ist

zZ=x+yI, E=x~yi, w=u+vi, w=u—"vi,
A=(@+d+ic—ib)/4, B=(a—d+ic+ib)/4, F=f+gi.
Vekua gab auch die regulire Losungen dieses Systems.

Der Ausdruck ow/oz wurde schon von Pompeiu [2] erforscht. Er nann-
te diesen Ausdruck ,areolire Ableitung* und zeigte dass das Operationssym-
bol 0/0z mit dem Symbol (0/0x +id/dy)/2 identisch ist.

Ebenso erforschte und erklirte Vekua den Sinn der Operation 9/0z, sowie
thre Existenz [1].

In einer meiner fritheren Abhandlung benutzte ich die Idee des Zuriick-
fiilhrens eines Systems partieller Gleichungen auf die komplexe Form [3] und
fand dabei auch Losungen von Systemen welche sich vom System (1) unter-
scheiden. Zu diesem zwecke gebrauchte ich das — etwass modifizierte -— Pom-
peiusche Operationssymbol [4]

5 o .o .
2) B Ox+ ldy ’

ausserdem fiihrte ich einen Operator ein [5], wonach w=T f(x, ) bedeutet dass
B (wW)=f(x, y). Ich fand auch einige Eigenschaften dieses Operators.

* Vorgelegt von D. S. Mitrinovic¢
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In dieser Arbeit benutze ich den erwdhnten Operator, um Lésungen von
Partialgleichungssystemen zu erhalten die sich — in komplexer Form — auf
eine homogene Differentialgleichung I Ordnung reduizieren, sowie auch auf
Gleichungen die analog den Differentialgleichungen sind, bei denen die Tren-
nung der Variablen durchfiihrbar ist.

Ich erwdhne noch zwei Formeln die mir in dieser Abhandlung notwen-
dig sind, und die ich in der Arbeit [5] abgeleitet habe:

(3) frowmBw = [fwdw+P(z)),

) fe@V@ =29 [4(E)dz+P(2).

Dabei sind ¢ (2) und P (z) analytische Funktionen und P(z) ist noch wilikiihr-
lich (diese letztere Funktion spielt eine Rolle der Integrationskonstante).

1. Das Gleichungssystem

u_ov _ Rcf(—i)
ox oy z
(5) o
u v w
—+—=1 -
oy + ox m f( z )

kann man auf eine komplexe Form bringen, indem man die zweite Gleichung
mit i multipliziert und mit der ersten addiert. Da die linke Seite

(G 1g)em-aes

wird, so erhilt man
. w
(6) Bo=f(%).
Diese Gleichung kann man 15sen indem man w =tz setzt. Sodann, wegen
B(1z)=tB(z)+zB(t), B(z)=2,
wie man sicht iiberzeugen kann, folgt aus (6)

B(@)
fin—2:

L
z—’

und da nach (3)
B()

f(t) 2t ff(t) 2t7 P1(2)
ist, und nach (4) (p(z)=1)
« 1 1 —
Tf:?an+P2(Z)

folgt so ist

O (1) = ff'(T—z_ InVz +P(2)

Da auch exp[2 P (z)] eine analytische Funktion ist, so bekommt man

Z=P(2)¥ (%) (¥ =exp 2 0)
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d. h., die Losungen des Systems (5) sind mit
@) x:Re[P(z)‘I”(g)], y:—Im[P(z)‘{"(iﬂ
. z z

gegeben. Dabei ist P (z) eine willkiihrliche analytiche Funktion.
Man nehme als Beispiel das System

u_ov_4Gwx=w) o ov_(wxiw)

ox oy 2+ dy ox x2+y?

das sich auf

reduziert. Hier ist

f(_l_):“—_w, O (1) = f—~—ln t, Wer=2,
und wenn man noch
P(z)=oa(x, y)+iB (x, )

setzt, wobei « und B, selbstverstdndlich, die Cauchy—Riemannschen Bedingun-
gen befriedigen miissen, so folgt auf Grund (7)

_X(au—p—y @urw)  x(But )y @u—py)
x2+y? x4 y?

also

o B B o
= pz(xz »)— 2xy e v:-—;z-ﬁ(xz—yz)—nya—zw-

Da auch die Koeffizienten neben x2—3y? bzw. 2xy willkiirliche Funktionnen
sind, so kann mann die Losungen in der Form

[ u=o(x*—)*)+28xy
y=B(x*—y")—2axy

schreiben. Man iiberzeugt sich leicht, dass auch diese neue Funktionen « und
B die Cauchy—Riemannschen Bedingungen befriedigen.

2. Das Gleichungssystem
o J—
(8) 2% _Re[f ()¢ (2)],

ox oy

?‘)ﬁ+f—lm[f(w)¢(z)]

kann man durch ein &hnliches Verfahren wie in 1. auf die komplexe Form

Bw)=f (W) (2)

bringen, und diese Gleichung entspricht einer Differentialgleichung in der die
Trennung der Variablen durchfiihrbar ist. Denn, aus der letzten Gleichung
erhélt man

B(w)

) = (z)
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und da nach (3) und (4) (¢(2)=1)
F(w)=f%=%f¢(Q)dE+P(z):q>(E)+P(z)

ist, so kann man in konkreten Fillen die unbekannten Funktionen # und v
durch die Grossen x und y ausdriicken, und durch zwei willkiirliche Funktio-
nen «(x, y) und B(x, »), die den reellen und imaginidren Teil der willkiirlichen
analytischen Funktion P (z) darstellen.

Als Beispiel nehme man das System
()l_gix(uz—vz)—Zyuv ou Q~2xuv+L(u7——v2)_
ox oy X2+ y? ’ oy oOx x4 y? ’

Dieses System reduziert sich auf

B(w)= W ,
z
und daraus folgt
fB W _: 1
w? ' z
d. h.
—7—:%lnz_-|—Pl .

Nach einer kiirzeren Rechnung erhilt man
a(x, Y)—In+/ x* +32

u:2 ¥ 5
(a—In/ X2 432 + (B+arc tg —)
x

y
B(x,y)+arctg —
v=—2 *

— .,
(a—In+/ x* 532 +< B +arc tg 1)
P

wo « und B den reellen und imagindren Teil einer willkiirlichen analyticchen
Funktion darstellen.
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