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SOLUTION D'UNE EQUATION FONCTIONNELLE A PLUSIEURS
FONCTIONS INCONNOES*

Radosav Z. tJordevic

Dans ('article [J] D. S. Mitrinovic a trouve la solution generale de
I'equation fonctionnelle

(1)

dans laquelle les fonctiDns inconnues IL,/2,/3 ne dependent pas du meme
nombre d'arguments et

/; : sa -~ M (i= 1,2,3),

ou S est un ensemble non vide arbitraire et M un groupe abelien <"dditif.

En partant de ce'.te remarque, dans cet article nous allons consideree
l'equation fonctionnelle

(2)

dans laquelle, aussi, les fonctions inconnues ne dependent pas du meme nombre
d'arguments et

(i= 1, 2, ... , n; j= 1, 2,... n-I),

ou S est un ensemble non vide arbitraire et M un groupe abeIien additif.

Nous allons introduire d'abord les notations suivantes

~'(Xp+I' Xp+3,'" , X"-2'X,,)

~ (XC+I' Xp+3, . . . , X,,-3, X,,-I)

(p, q nombres naturels);

(p, q impairs),

(p impair, q pair),

(p pair, q impair),

(p, q pairs),

T"."
x = (xl" X"+2 , . . . , X,,-2' x,,)

= (xl" ",,+2' . . . , X,,-3' X,,-I)

ou p et q (p < q) sont deux nombre naturels.
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(3)

Alors, l'equation fonctionnelle (2) a la forme sdvante

1\ (R\,2 x) + 12(R2,4x) + . . . + In (Rn,2nx)

+ g\ (T\,4 x, x4) + g2 (T\'6 x, X6)+ . . . + gn-\ (T\,2n x, x2n) = O.

Dans ce qui suit, nous allons prouver Ie resultat suivant.

The 0 rem e. - La solution generale de l' equation Ionctionnelle (3) est
donnee par

(4) 1\ (RI,2X)=H\ (TI,2X)-F\ (R2,2X),

Ir(Rr,2rx) = (-1)' Fr-l (Rr,2r-2 x) + (-1 )'+1 Gr-\ (Tr, 2rx, xu)

+ (-1)' Fr{Rr+\,2rx) (r=2,3,..., n-l),

In (Rn,2n x) = (-I)n Fn-\ (Rn,2n-2 x) + (_I)n+1 Gn-\ (Tn,2n x, X2n),

gk (T\,2H2 x, X2H2) = (-I)k Hk (T\,2k x) + (_1)k+1 Gk (TH\'2H2 x, X2H2)

+ (-I)k HHI (T1,2k+2x) (k = 1,2, . . . , n-2),

gll-I (T\'211 x, x2n) = (_I)n-1 Hn-\ (T\,2n-2 x) + (-1)11 Gn-\ (Tn,2n x, x211),

?U Fi, Hj, Gs (i,j, s = 1,2, . .. , n-I) designent des Ionctions quelconques d valeurs
appartenant d M.

Demonstration. - Nous allons demontre ce theoreme par induction. Dans
Ie cas ou n = 2, I'equation (3) a la forme suivante

1\ (RI.2 x) + 12 (R2,4 x) + gl (Tj,4 x, x4) = O.

La solution generale de cette equation est (voir: [1])

II (R\,2 x) ==HI (TI,2 x)-FJ (R2,2 x), 12 (R2,4 x) = F\ (R2,2 x)-G\ (1'2,4x,x4),

gl (T\,4 x, x4) = - HI (1'],2 x) + G\ (T2,4 x, x4).

Done, Ie theoreme est vrai pour n = 2.
Supposons a present que Ie theoreme est vrai pour n naturel fixe.

L'equation (2) pour 11+ I a la forme suivante

(5)

+gl(TI,4X,X4)+... +gll-J(T1,2nx,x2n)+gll(Tj.211+2X,X2n+2)=~O.

En posant dans (5) Xi = x? (x? = const E S; i = 1,2 , . . . , n), on obtient

(6) In+ 1(R,,-I-l,2"+2 x) = (-I )11+1F" (R"+1.2n x) + (-I)" GII(TII+I2I1+2x, X211+2),

ou F", GII designent deux fonctions quelconques.

En substituant (6) dans (5), on obtient l'equation

Aj (R1,2x)+A2(R2,4X)+' . . +AII(RII.2I1X)

.+BI(T\,4X,X4)-,-'" +Bn-l(1'l,2l1x,X211)+B,,(TI.211+2X'.\211+2)~O,

(7)
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avec

(8)

En posant Xi = X? (i = 2,4, . .. , 2n-2,2n) dans l'equation fonctionnelle (7),
on obtient

(9) Bn (T!.2n+2X, X2n+2)= (-I)n Hn (TI.2n x) (Hn la fonction que1conque).

D'apres (9), l'equation (7) prend la forme que voici

AI (RI.2 x) + A2 (R2,4 x) + . . . + An (Rn,2n x)(10)

avec

Ci=Bi (i=I,2,
'"

,n-2), Cn-I=Bn-I+(-I)nHn.

L'equation fonctionnelle (10) est precisement l'equation (3). Grace a
l'hypothese inductive, la soloUtion generale de l'equation (10) est donnee par (4)
ou il faut remplacer Ii par Ai et gi par Ci.

Grace aux egalites (11), (9), (8), (6), on trouve que la solution generale
de l'equation (5) est dOl1llee par

(12) Ir (Rr.2rX) =Ar(Rr,2rx) (r=1.2, .., ,n--I),

f" (Rn.2n x) = An (Rn.2nx) + (-I)n Fn (Rn+l.2n x),

(11)

In+l (Rn+ [,2n+2 x) = (-I)n+l Fn (Rn+ 1.2n x) + (-I)n Gn (Tn+1.2n+2 x, X2n+2)'

gk (Tl.2k+2 x, x 2k+2) = Ck (T1.2k+2 x, x 2k+2) (k = 1,2, . . . , n-2),

gn-l (T['2n x, X 2n) = Cn-I (T['2X, x2n) + (--1 )"+1 Hn (TL2nX),

gn (T[, 2n+2 X, X 2n+2) = (-1)" Hn (Tl. 2n X) + (-1 )n+l Gn (Tn+l,2n+2 x, X 2n+2)'

Le theoreme enonce est ainsi demontre.
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