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SUR L'EQUATION FONCTIONNELLE CYCLIQUE GENERALISEE*

P. M. Vasic et R. Z. Dordevic

1. Preliminaires

Dans cet article nous allons utiliser les notations suivantes:
S, un ensemble non vide arbitraire,
M, un groupe additif abelien queIconque,

X=(X[,X2 ... , xn) (X;ES; i=I,2,
'"

, n),

Q~X=Q1(XI,X2' ..., xn)=(x;,x;+i> ..., x}) (i<.j<.n)

= (x;, Xi+l, ... , Xn, XI' ... , Xj) (n;;.i>j),

Cn l'operateur cyclique quel est determine par l'egalite

CnQ{x=Q1tix (Q7H X=Q;X).

L'equation fonctionnelle cyclique

'5' f(C~-1 Qf X) = 0 (Q7+j X = Q~X),
"-<;=1

(1.1)

a ete resolue (voir: [1] et [2]) sous les conditions suivantes: 1° Xi E S (i =
= 1,2, ... , n); 2° La fonction inconnue f; SP-'>M; 3° Dans Ie groupe M
l'equation mY = A, ou m (<. n) est un nombre nature I et Y, A E M, possede
une solution unique par rapport a Y. Dans Ie cas ou n;;' 2 p-l, D. Djokovic
a trouve la solution generale de l'equation (1.1) sous les conditions 1° et 2°
(voir: [3]).

L'equation fonctionnelle plus generale

(1.2) i fi (C~
-

J Q f X) = 0
;~I

ou les fonctions fi: SP -'> M sont inconnues a ete resolue dans Ie cas n = p et
n 2p--l (voir: [3]).

Dans l'article [4] D. S. Mitrinovic a determine la solution generale de
quelques cas particuliers de l'equation fonctionnelle (l. 2) dans Ie cas ou
p<n<2p-1.

----------
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Dans cet article nous allons trouver, d'abord, la solution generale de
l'equation fonctionnelle

(1.3)
k .

2:;; (C~-1 Ql X)=O (p<n<2p-1; k<n).
i~1

Puis, en partant de l'equation (1.3), nous allons determiner la solution
generale de l'equation (1.2). Enfin, si l'on a fl = j; = . . . = fn ==j~ nous allons
demontrer qu'on peut obtenir la solution generale de l'equation (1.1) en par-
tant de la solution generale de l'equation fonctionnelle (1. 2).

2. L'equation fonctionnelle (1.3)

The 0 rem e 1. - La solution genera Ie de !'equation fonctionnelle (1.3)
est donnee par

min (k-r, n-p)
fr (Ql X) = 2: (-l)V-l F~ (Q~+1 X)

v=1
(2.1)

+
n-p

2:
v=n-r+1

+

min (k-r, p-l)

-+ 2: (-l)v-IF~(Q~+IX,Qf+VX)
v=n-p+l

p-I .

2: (-1 y-v F~+~ (Qro-v X, Q~-: 1 X)
v~max (n-r+1. n-p+l)
k-r

+ 2:
(_l)n-v F~+~ (Qf+v X)

v=p

+
n-l

L (-I)n-vF~+~(Qf+VX) (r=l,...,k«n»,
v=max (n-r+ I. p)

b

ou 2: <i.e.t'.O(a>b); Q;;'+n=Q~, Q,;+n=Q';, F~l+n=F~, (m nombre nature!) FI
a

sont des fonctions arbitraires a valeurs appartiennent a M.
Demonstration. - N ous procedons par induction. Pour

(1.3) devient
k = 2 l'equation

(2.2) f1 (Ql X) + f2 (Qi+1 X) = O.

Si l'on fait Xl = x~ (dans ce qui suit x? (i = 1, 2,
tes arbitraires E S), a partir de (2.2) on obtient

(2.3) f2 (Qf+l X) = --F: (Qi X),

. .. ) sont des constan-

avec
F: (Qi X)

def fl (x?, Qi X) .

Si dans (2.2) on porte f2' donee a l'aide de (2.3), on obtient

fl( Ql X) = F: (Qi X).(2.4 )
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Pour k = 2, r = 1 etant donne que

min(1,n-p)=I, min(1,p-l)=I, max(n,n-p+-l)=n, max(n,p)=I1,

de (2.1) on obtient (2.4). Pour k ~~2, r = 2 a partir de (2.1) on obtient (2.3).
Done, Ie theoreme I est vraie pour k = 2.

Supposons que Ie theoreme I soit vraie pour k, e'est-a-dirc que la solu-
tion generale de I'equation fonetionnelle

(2.5)
k .
2:gi(C~-IQ)X)=O (k<n)

i~1

soit donee p:lr (2.1), ou il faut remplaeer Ir par gr'
Considerons maitenant l'equation fonetionnelle suivante

k'i

L /; (C~-I Qf X)=O (k+ 1 <n).
i~1

(2.6)

II faut distinguer les trois eas suivants:

1° 2<k<n-p+l; 2° I1-P+ I<k<p; p<k<:n-l.
10 2 < k-Sn-p +-~. Si I'on pose Xi= X? (XiE [X]"'[Q~;7 X]), ou, I'on a par

exemple, [X] = {XI' X2, . . . , xn}, I'equation (2.6) prend la forme que voiei:
n-I

1k+1 (Q~~7 X) = 2: (-I )n-v F~~-Z 1-1(Q Z~l+k X),
v=n-k

(2.7)

ou
1) . I Fn-v (Q vTPc.k ) def f, ( V 'k i-pun

I

(- n-v,
v+kllk+l' X - vik,l-n Qv:k+l-nX) Xi~x~(xi(:[xl" [Q~\~7x]).

De (2.7) il vient

(2.8)
n-I

1k+1 (Qf X) = L
v=n-k'

En introduisant les nouvelles notations suivantes

(2.9) gv k-I-n (Q~":.),k X)=/vk l-n(Q~,~~+k X)+(-lt-V F~i~Z~1 (Qt,~k X)

('�=n-k,
'"

, 11-1)

et en portant I'expression (2.7) dans (2.6), on obtient I'equation (2.5). Dans
Ie eas ou 2<k<n-p, on a min(k-r, n---p)=min(k-r, p-I)=k-r,
n--p + 1> k-r; done, d'apres (2.1) la solution generale de I'equation (2.5) est

(2.10)
k--r

( " "'-
IV P S 12 Igr QIX)= L,

(-I)V Fr(QviIX)+S2+S4+ 6 (r~~ , , ... ,1\),
v~1

ou S2, S4, S6 designent premiere, deuxieme et troisieme somme dans I'expres-
sion (2.1). D'apres (2.8), (2.9) et (2.10) on a

(2.11 )
k+ I-r

j~(QfX)= L (--I)V-IF:(Q~ IX)+-S2IS4+S6(r~I,2,...,k
v~1

I).

3*
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(2.6)

2.12)

Done, si l'on a 2<k<n-p+ I, Ie theoreme 1 est aussi vrai pour k+ 1.

2" n-p+l<k<p. En faisant Xj=x?(xiE[X]"'[Q~~;+IX]), I'equation
devient

p-I
fk+I(Q~t1X)= )' (-l)n-vF~:;:k+I(Q~t~+vX, Q~tZ+1X)

...=~-k

avec

f, (Qv+k+p-n X )
I

.v+k+ I-n v+k+ I-n xi~x? (xjE [x] ~ r Q ~t1 x])

=(-l)n-v+I F~+k+1 (Q~t1+v X, Q~t~+1 X) (v=n-k, n-k+ 1,... ,p-1),

= (-l)n-v+I F~:;:k+1(Q{t1+v X) (v=p, p+ 1,..., n-1).

En introduisant les nouvelles fonctions par

n-I
+ .L (-l)n-v F~+k+1 (Q~t~+v X)

v=p

(2.13)

et en rempla((ant (2.12) dans (2.6), on obtient I'equation (2.5). Done, d'apres
l'hypothese inductive et (2.13), la solution genera1e de I'equation (2.6) est

n.. p k-r
(2.14) j~(Q~X)= .L(-l)V-IF~(Q~+IX)+ 2: (-l)V-IF~(Q~+lx,Qf+vx)

v=1 v=n-.p+1

+ (-1 )k-r F;+
I-r

(Q~+2-r X, Qf+k-r+ 1X) + 52 + 54 + 56

k--r

=.L (-l)V-IF~(Q~+1 X)
v~1

(r=l, ...,p+k-n),

+ (-l)k-r F;+I- r
(Q~+2-r X) + 52 + 54 + 56 (r= p +k--I1+- 1,. .. , k)

oil 52, 54, 56 sont definies comme dans (2.11).
D'apres (2.12) et (2.14) la solution generale de I'equation (2.6) est

donnee par (2.1), ou il faut remplacer k par k+ 1. Done, si l'on a n-p+
+ 1 <.k <p, Ie theoreme 1 est ega!ement vrai pour k + 1.

3° p<k<:'!.-=!~Pourxi=x? (XjE[X]"'[Q~t~X]), I'equation (2.6) re((oit
la forme suivante .

(2.15) j - (Q P+k X)k+1 k+1 =

p-I n-I

"'. ( -l ) n-v Fn-v (Q P-i.k+v
X Q P+k X ) -' '\ ( -l )n-v Fn-v (Q P+k., VX)

L..., v+k+1 k+1
, v+k+1 1 L.., v+k+1 k'.1

"~:n-p-~l v=p

OU

+

=(-1)" Fk+1 (Q~l-I X) (v=n-k, n-k+I,... ,n-p),
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= (~l)n-v+I F~+~+I (Qft~+v X, Q~tZ+1 X) ('I= n~p + 1, n~p + 2,. . . ,p~ 1),

= (__l)n-v+1 F~+~+l (Qft~+v X) ('�=p, p+ 1,..., n~l).

Introduisons maintenant 1es nouvelles notations suivantes

(2.16) f ( l ) n-v-I F n-v
gv+k+l-n = v+k+l-n + ~ v+k+l.

Si dans (2.6) on porte 1a fonction fk+! determinee a l'aide de (2.15), on
obtient I'equation (2.5). En utilisant (2.16) et la solution generale de l'equation
fonctionnelle (2.5), on trouve que la solution generale de I'equation (2.6) est

n-p 1'-1
(2.17) fr(Q~X)= 2:(--l)V-IF~(Q~+IX)+ I (~l)Y-IF~(Q~+lx,Qf+Vx)

. v=1 v~n-p+1
k-r

+ .2 (~I )n-v F~+~
(Ql{+V X) + (~I)n-k+l-r Fz-k+l-r (Ql{+k-r X)

v=p

+ S2 + S4 + Sdr= 1, . .. ,n-k-p + I)
n-p k-r

=.2 (~I)V-1F~(Q~+1 X) + 2: (~l)V-IF~(Q~+1 X, Qf+v X)
v-I v-n-p+l

+ (__I)k-r F~+I-r (Qf-r+2 X, Ql{+k-r+l X) + S2f- S4 + S6 (r = k-p + 2,... ,p~ I)
k-r

=
). (~l)V-1 F~ (Q~-1.1 X) + (-l)k-r F;+I--r (Q~+I X)
"-'v-I

+S2+S4+S6 (r=p, p+1,...,k),

ou S2' S4' S6 sont derinies comme dans (2.1 I).
Compte tenu de (2.15) et (2.17), on obtient que la solution generale de

l'equation (2.6) est donnee par (2.1), ou il faut remplacer k par k + 1.
Le theoreme 1 est ainsi prouve.

3. L'equation fonctionnelle (1.2)

Pour k = n, a partir du theoreme I, il vient

The 0 rem e 2. - La solution gemirale de l' equation
est determinee par

fonctionnelle (1.2)

(3.1)
n-p

fr(QfX)= L (~l)V-1 F~(Q~+1 X)

v-I
min (n-r, 1'-1)

+ .2
(--l)v-IF~(Q~+IX,QffvX)

v=n-p+l

1'-1

.2 (~I)n-vF~+~(Qfiv X, Q~iIX)
v=max (Il-r+ 1, n--p+ t)

n -I

+ .2
(-1)n-v F~+~(Qf'v X)

v~p

+

au les fonctions F;: Sp-I -~M sont arbitraires.
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4. L'equation fonctionnelle (1.1)

Dans ce qui precede nous avons determine les solutions generales des
eq uations (l. 3) et (1. 2) sous les hypotheses suivantes: 10 Xi E S (i = 1, 2, . . . , n)
et 2° f:SP-M(i=cI,2,...,n). Si I'on introduit Fhypotheseque I'equation
mY = A, ou m ( <;n) est un nombre naturel et Y, A E M, posede une solution
unique par rapport a Y, on peut obtenir la solution generale de I'equation
(I. I) en partant de la solution generale de I'equation (1.2).

En effet, en addionnant les fonctions ;;, .f~, .., , In' donnees par .(3.1)
et ayant en vue que II = 12= . . . = In = f, on trouve .

(4.1) I(Q) X) = Po (Q)-I X) Po(QiX)

ou nous avons employe les notations

". pn--Pi k (Q P k )
}-~~

r n-p+k+l X, Q I X

et, dans Ie cas OU n est pair (n = 2 m)

(
f2P-n-l

])k = 1, 2, . . .,
L--2--

,

La solution genera Ie (4.1) s'accorde avec la solution generale de Fequ-
at ion (1.1) (voir: [I] et [2]).
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