
PUBLIKACIJE ELEKTROTEHNltKOG FAKULTETA UNIVERIITETA U BEOGRADU
PUBLICATIONSDE LA FACULT~ D'~LECTROTECHNIQUEDE L'UNIVERSIT~A BELGRADE

S E R IJ A: MAT EM A T I K A I F I Z I K A - S E R IE: MAT HEM A T I QUE SET PH Y S I QUE

N!! 134 (1965)

SUR UNE CLASSE DES INTEGRALES DEFINIES *

Radomir P. LuCie

L'objet de cette Note est l'integrale definie

(1)

+00

) - J
sin /11x sin a2 x. . . sin an x

d, an
- x,

XS
o

en designant par n un nombre naturel, par s un
n-l <s<n+ 1, par aI, az,

'"

, an des nombres reels

1. Nous allons prouver la formule suivante:

nombre reel tel que
differents du zero.

(2)
v

avec

<1>:(x) = Ixls-I (sgn x)n.

L'expression

2 <1>: (::I:: al ::I:: . . . ::I:: an)
v

designe la somme de toutes les expressions <1>:(::I::al::l:: . . . ::I::an) dans les-
quelles Ie signe - apparait v fois.

Demonstration. Dans Ie livre [1] on trouve la formule suivante

(3)

+00

J
sin ax 1tas-1
-dx~~--

8 . S1tX 2r (s) sm
2"o

(a>O; 0 <s<2).

Pour n = 1, la formule (2) se ramene a (3). Supposons que la formule
(2) soit vraie pour n-l.

--

* Presente Ie 20 decembre 1964 par D. S. Mitrinovic.
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Etant donne que I'integrale (1) est convergente, en employant I'integration
par parties, en partir de (1) on obtient

(4)

avec

(5)

(dans Ie cas OU k = 1 il faut prendre ao= an),

En evaluant Ies expressions (5), d'apres l'hypothese inductive, on a

(6)
n-l

h=A;--=~ I (-1)" I <I>;--=:(::1::ad~" .:f:(ak-l+ak):f:aHl:f:.. .:f:an)
v~O v

n-l

+A~=: I (-1)" I <I>;=:(:f:a1:f:' . '~L(ak-l-ak):f:aH1:f:" .:f:an).
v=o v

(7)

Si l'on a Ie signe + devant (ak-l + ak) dans I'expression

(-1)" <1>;=:(:f:a1:f: . . . :f: (ak-l -+ak):f: aHI :f: . . . :f: an)

qui figure au premier membre de (6), on obtient un terme de Ia somme

(-If I <I>;=~(:f:al:f:' . .:f: ak-l +ak :f:aH1:f:. . . :f:an).
v

Si I'on a Ie signe - devant (ak-l + ak) dans I'expression (7), on obtient
un terme de Ia somme

-(-1)" I <I>~=~(:f:a1:f:. . . :f:ak-l-ak:f:ak+l:f:. . . :f:an).
v

Les memes conclusions sont valables pour I'expression

(-1)" <I>~=:(:J::a1 :f: . . . :f: (ak-l -ak):f: aHl :f: . . . :f: an)'

Done, on trouve

n

h= A;~: I (- It
{ I <1>;--=: (:f:ad~ . . . :f: ak-l + ak:f: ak+1:f: . . . :f: an)

v~o v

-> I <I>~=~ (:f: a1:f: . . . :f: ak-l-ak:f: aH1:f: . . . an)
} .

v

(8)

En multipliant cette egalite par ak, il vient

akh=A;-=: i (-I)"I(:f:ak)<I>~=~(:f:a1:::!:... :f:ak:f:... :f:an),
v=o v

OU Ie signe devant ak est Ie meme dans Ies deux cas.
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En utilisant (4) et (8), nous obtenons

n~l n n

J; (aI, . . . , an) =
2
A
(

s-1
1
.-
) 2: 2: (-1)" 2: (:!::ak) <1>~=:(:!:: ad::'" :!::ak:!::'" :!::an)

s- k~1 v~O v

n

=A; 2: (-1)" 2: (:!::at:!::... :!::an) <1>;=: (:!::at:!:: ... :!::a,,)

v=o v

n

=A~ 2: (--1)" 2: <1>;(:!::a1:!:: ... :l::a,,),
v~o v

car x<1>;=:(x)=<1>~(x).

La formule (2) est donc demontree par l'induction.

Pour n = s, la formule (2) devient

(9)

2. Considerons maintenant l'integrale

+00

(10) J ( ) _! Sinalxsina2x",sinan+lx d"a1,az,...,an+l- x
x"

o

(n, nombre naturel) .

Dans Ie cas ou n = I, I'integrale (10) est convergente si al :!::az
*

O. Dans
Ie cas ou n ~ 2, la meme integrale converge pour ai, az, ... , a"+1 quelcon-
ques. Nous allons prouver la formule

(11)

ou <1>"(x) = X,,-1 log Ix [.

Demonstration. Dans Ie cas ou n = 1 avec a1:1::az*0, I'integrale (II)
peut etre reduite a l'integrale de Froullani; donc, on a

et la formule (11) est vraie pour n = I. En utilisant cette relation, on peut
demontrer que (II) est valable pour n = 2 sans restriction relative aux para-
metres a1 et az.

La demonstration de la formule (II) est analogue a celIe de la formule (2).

Remarque 1. Dans Ie cas ou O<s<n- 1, on peut evaluer les integrales
(I) et (10) en utilisant les formules donnees dans [2] (pp. 37-38).
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"Remarque 2. Si l'on a aI, az, .., , IT,,>O et aI> 2: ak d'apres la formu-
k=Z

Ie (voir [1], p. 637)

et d'apres (9), on

1t "J~(a" az, ... , a,,)=-11 ak2 k=2
obtient l'identite suivante

"
2: (-It 2: (-a,-.. .-a,+." +a,,),,-Isgn(-aI-" .-a,+." +a,,)

v=o v

"= 2" (n-l)! I1 ak'
k~2

Exemple. La formule (9) pour a, ~ a2 ~ . . . = a"
~ a >0 fournit

+00

J(Sin ax )" dx~~- i (-I), (n)<I>"(n-2v) a)
x 2"+' (n-I) ! v~o v"

o
1t "~

2: (-I)' (n)(1I-2v)"--' a"-1 sgn (11-2 v)
2"+1 (n-l) !v=o

v

it 2v<"
= 2: (-I)' (II )a"-1 (1I-2v)"-'.

2"(II-I)! v=o
v

Cette formule est identique it celie donnee dans [1], p. 642.

3. Je remercie au professeur D. S. Mitrinovic de m'avoir signale ce
probleme. Je suis egalement reconnaissant it mon collegue D. Z. Dokovic qui
a lu cette Note dans Ie manuscrit et m'a donne certaines suggestions.
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