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SUR UNE QUESTION D’ANALYSE DIOPHANTIENNE

Dragoslav S. Mitrinovitch

1. Partons de la formule sommatoire suivante

n
o)) D latk—1)p b+ (k—1)q]
k=1
1
5—6—n [2pq n2+3(aq+bp—pg)n+pg—3 (aqg+bp)+6abl,
avec: pg#0. '
Dans le cas ou les a, b, p, ¢ sont des nombres rationnels, la somme
@) D la+k—1)pl[b+(k—1)q]
k=1
s’exprime comme le produit de trois facteurs linéaires en n, & coefficients
rationnels, si — et seulement si — l'expression .
(3) 9 (aq + bp —pq)>—8 pq [pg — 3 (aq + bp) + 6 ab]

est le carré d'un nombre rationnel. S’il en est ainsi, nous dirons, dans la suite,
que la somme (2) jouit de la propriété (P).

Nous avons indiqué {c¢f[1], p. 69—72} que la somme (2) jouit de la
propriété (P) dans les cas particuliers que voici:

10 p=a; .
20 pla=(3g—2b)(59q—3b), (59 #3b);
30 pla=(3q—4b)/(2q9—3b), (29#3b);

avec a, b, g nombres rationnels.

Comme la somme (2) reste invariable lorsqu’on y échange a la fois a
avec b et p avec ¢, on conclut que la somme (2) jouit aussi de la propriété (P)
dans les cas suivants:

40 g=bp;

50 q/b=QBp—-2a)/(5p—3a), (5p#3a);

60 g/b=(3p—4a)/(2p—3a), 2p+#3a),
avec @, b, p nombres rationnels.
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2. G. Palama nous a communiqué, dans une lettre, une infinité de
solutions répondant a la question posée, solutions qu’il a trouvées de la-maniére
suivante.

Si I'on pose

9 (aq + bp —pq)? — 8pq [pg— 3 (aq + bp) + 6 ab] = [3 (aq + bp — pq) + 2 a pq}>.

ol a est un nombre rationnel quelconque, on obtient, les calculs nécessaires
étant effectués, ce qui suit:

(4) P _ 3[Q-a)g—4d]
a (a—2)[(a—1Dg+30]

avec: a#£2, a#1-(3b)/g.

Les a, a, b, q étant rationnels, I'équation (4) fournit p, qui est également
rationel. On a ainsi une infinité de nombres rationnels a, b, p, ¢, pour lesquels
la somme (2) s’exprime comme le produit de trois facteurs linéaires en n, a
coefficients rationnels.

G. Palama a montré aussi que les cas particuliers 20 et 30 sont englobés

par la solution (4). En effet, si 'on y pose a=—4 et a= —1, on retrouve
respectivement les cas 20 et 30,

3. Inspirés par la solution de Palamag, nous avons ensuite trouvé les
solutions suivantes répondant a la question posée dans cette Note.

Remarquons, tout d’abord, que l'expression (3) se transforme en
(5 [3 (aq + bp) + pq)> — 48 abpq,

ce qui est une forme commode pour ce qui suit.

Si abpq =0, alors (2) jouit de la propriété (P). Dans la suite nous. sup-
poserons abpg #0.

Posons maintenant
(6) [3 (aq + bp) + pq)2 — 48 abpq = [3 (aq + bp) + pq — RkMk]?,

ol Ry désigne un nombre rationnel quelconque, tandis que My a une des
formes suivantes:

(7 ab, ap, aq, bp, bq, pq.

Les transformations nécessaires étant faites, on obtient respectivement:

) P __ RRb—-69)

a 2[R —24)q+3R b’
) »_ 6(8b—Rya)

g Ry (6b—Rya+2¢q)’
(10) P __ Rg(6—-Ry

¢ 2[Q4-3R)b—Ryql’
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b 2[(24—3R)a—Ryp]’
(12) q _ 6(8a—Rsb)

P R5(6a—R5b+2p)’
(13) D _ 6(8b—Rg9)

a Rg[6b+(2—Rgql

On suppose remplies les conditions s’imposant pour que les relations
(8)—(13) aient un sens. Les cas écartés doivent étre considérés a part; nous
les omettons car leur étude peut étre faite sans difficulté.

Par suite;, nous avons obtenu plusieurs ensembles de solutions. Chacun
de ces ensembles définit une infinité de solutions répondant a la question
énoncée au début de cette Note.

Les relations (8)—(13) font voir que l'on peut choisir 4 volonté par
exemple, les Ry, a, b, g et alors p sera rationnel, s’il en est ainsi des a, b, ¢, Rg.

La solution de Palama est précisément notre solution (8). En effet, si
dans (4) oh pose

a=2-—(24/R}),
on retrouve (8).

La solution (13) se déduit également a partir de (4), en y posant
o =2—(Rs/2).

FEtant donné que la somme (2) reste invariable si ’on y échange a
avec b et p avec g, la solution (12) se réduit a (9).

Par le méme raisonnement on conclut que la solution (11) se rameéne a (10).

Parmi les solutions (8)—(13), les trois sont indépendantes, a savoir:
8), (9, (10).

Dans le cas ou les paramétres a, b, p, g vVérifient, par exemple, la
relation- (8), la somme (1) s’écrit comme suit

1
~ pan(—m)(n—m),

ol
ny=1—(Ry ab)/(4 pq),
ny=[2pq + Ry ab— 6 (aq + bp)}/(4 pg).
4. Exemples numériques. 10 Lorsqu'on pose, dans (9),
a=—1, b=1J2, g=2, Ry= —1,
on trouve p= —6.

Dans ce cas, on a

2(—6k+5)(2k—i)5—inz(s_n—7).
“ 2 2
20 Posons dans (10)

a=1, b=2, g=1/2, R3=1/2.
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On obtient p=11/716.
En ce cas

1

+95)(22 57).
8592n(n V(22n+157)

n
1
—_ 11k+ 705 (k+3)=
e 3 ke ey

k=1

5. Le probléme envisagé ci-dessus est le cas particulier du probléme
s’énong¢ant comme suit:

Trouver tous les ensembles des nombres rationnels

a,, p» (v=1, 2,....N)

tels que la somme
" N

Z{ I[av+(k—1)py]}

k=1 V=

soit le produit de N+ 1 facteurs linéaires en n, a coefficients rationnels.

Nous avons proposé¢ ce probléeme dans notre article i}, 4 la page 72.
Dans cette Note nous avons indiqué plusieurs classes de solutions du probléme
en question pour N=2. Il serait aussi intéressant de résoudre le méme probléme
pour N=3, 4,..., mais celui-ci est beaucoup plus difficile que pour N=2.
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REZIME
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Problem da se odrede racionalni brojevi a, b, p, g, pod uslovom da se
zbir (2) moZe izraziti kao proizvod tri linearna faktora po n, sa racionalnim
koeficijentima, svodi se na ispitivanje kada ¢e izraz (3) biti kvadrat jednog
racionalnog broja.

U Clanku su data tri nezavisna reSenja: (8), (9) i (10) ovog problema.
U (8), (9) i (10) parametri R;, Ry, R; oznaavaju tri proizvoljna racionalna broja.

Ustvari, u ovom ¢lanku navedeni su skupovi racionalnih reSenja
(a, b, p, g, N) jednadine

[3 (aq + bp) + pq]? — 48 abpg = N2.



