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SOLUTION D’UN PROBLEME DE D. S. MITRINOVIC
CONCERNANT UNE EQUATION FONCTIONNELLE*

Marek Kuczma

D. S. Mitrinovi¢ (Probléme 1, Matemati¢ki Vesnik 1 (16), 1964, p. 53)
a posé le probléme suivant:

Soit E un ensemble quelconque et M un groupe abélien., Déterminer la
solution générale de I'équation fonctionnelle

(1) f(x,y,Z)—f(y,x,Z)=f(x,x,z)+f(y,x,y)
dans la classe des fonctions f (x, y, z) définies dans EX EXE et prenant ses

valeurs dans M.

Nous décomposons I’ensemble ExX ExX E en trois sous-ensembles dis-
joints 4, B, C. Nous posons (dans ce qui suit x, y, z signifient toujours des
éléments de I'ensemble E):

A={(x,y,z): x:y}_

Soit B, un ensemble qui contient exactement un élément de chaque paire
(x,5), (»,x) ou xs=y. (Nous profitons ici de I’'axiome du choix!). Nous posons
B=B,x E et nous définissons I’ensemble C par I’égalité

C=(ExExE)(A4 U B).

Alors (x,y, z2) & C si, et seulement si, (y,x,z) & B, et réciproquement. Nous
posons encore;
D={(x,y,2): y=2} N B,
F={(x,y,2): x=z} nC.
Nous allons maintenant démontrer notre

Proposition. La solution générale de I’équation (1) est donnée par la
formule suivante:

f(xy,2) = gx2) pour (x,y,z) € B\D
=—-2g(xy,x)+a(x) pour (x,y,2) & D
) = gOx,2)+g(x,y)+ax) pour(x,y,2) & C\F
=—gx,)+aXx)+a(y) pour (x,y,2) & F
= a(x) - pour(x,y,2) C A,

* Présenté par D. S. Mitrinovié.
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oit g (x, y, z) est une fonction arbitraire définie dans B\D et prenant ses
valeurs dans M et a (x) est une fonction arbitraire définie dans E et prenant
ses valeurs dans M et satisfaisant a la condition
3 a(x)=—a(x).

Démonstration. D’abord nous démontrerons que la fonction (2) satisfait
en effet & I"équation (1). Nous devons distinguer cing cas.
© L (xy,2)&B\D. Alors(y,x,2) € C\F, (x,x,2)C 4, (,x))CcF
Nous avonsf(x’y9 z)=g(x,y, Z)’f(ya X, Z)=g(X,}’, z)+g(x,y, x)+a(y),f(x, x,z)
=a(x), f(y,x,y)=—g(x,y,x)+a(x)+a(y) et

fx3,2)—f(,x,2)=—g &y, ) +a®)=f(xx,2)+f(»,x,).

2. (x,y,2) & D.Alors (9, x,2) & F, (x,x,2) € 4, (y,x,y) & F. Nous avons
f(,3,2)==28(x,y,x)+a(x), f(¥x,2)=—g(x,y,x)+a(x)+a(¥), f(x,x,2)
=a(x), f(3,%,))=—gxy,x)+a(x)+a(y) et

f(x,y,z)—-f(y,x,z)=—g(x,y,x)+a(y)=f(x,x,z)+f(y,x,y).

3. (x’ Vs Z) E C\F. Alors (y’ X, Z) = B\D’ (x’ X, Z) e A’ (y’ X, y) e B\D.
Nousavons f(x,,2)=g (¥, %, 2) +g (¥, X, Y) +a(x), f (v, x, 2) =g (9, x, 2), f (%, x,2)
=a(x), f(, x,y)=g(y,x,y) et

S0, 20—f(rx,2)=g(y,x, ) +a(x)=f(x,x,2)+ (), X, ).

4, (x,y,2) & F. Alors (y,x,2) E D, (x,x,2)¢= 4, (y,x,y) & B\D. Nous
avons f(x,y,2)=—g (, x,p)+a(®+a (), f(r,x,2)=—2g (¥, x,p)+a (),
f(x’ X, Z)=a(X), f(y,x,y)=g(y,x,y) et

f(x,y,z)—f(y,x,z)zg(y,x,y)+a(x):f(x,x,z)+f(y, x,y).

5. (x,y,2) E 4. Alors (y,x,2) S 4, (x,x,2) & 4, (,x,y) & 4, et mnous
avons f(x,y,2)=f (0, x,2)=f(x,x,2)=f (¥, x,¥)=a(x) et en vertu de (3)
I’équation (1) es* remplie.

Nous démontrerons maintenant que chaque solution de (1) a la forme (2).
Soit f(x,y,z) une solution de I’équation (1). Posons

g (x,,2) ifrf (x,5,2) pour x & B\D,
a(x) iff(x, x, X) pour x & E.
Alors (1) pour x=y=z donne la relation (3).
Posons dans (1) y=x. Nous obtenons
4) f(x,x,2)=a(x),
ce qui signifie que pour x & A4 la relation (2) est vrai.

En permutant x et y dans (1), nous obtenons en vertu de (4)

(5) f(y’ x7Z):f(x’y7 z)+a(y)+f(x,y,x).
En posant z=y dans (5), il vient
(6) SO.x9)=f(xy.)+a(+f (% %).

11 s’ensuit de (4), (5) et (6) que
fx,3,2)~f (0, x,2)=—a()—f (7, %),

f,x,2)+f (0, %,0)=a@)+f (xp,0)+a@)+f (%, %)
‘Ainsi, vu (1), (3) et (4), on a
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(7) f(x,y,y)=——2f(x,y,x)+a(x).

Si (x,y,y) € D, alors (x,y,x) & B\D et f(x,y,x)=g(x,y,x). La relation (7)
montre que (2) est valable pour (x,y,z) & D.

Si (x,y,2) & C\F, alors (y,x,2) & BN\D et (y,x,y) & B\D. La rela-
tion (1) donne dans ce cas

fGn=fx2)+f(xx2)+f(3x,9)=80,x,2)+8(, x,y) +a(x),

c’est-a-dire nous trouvons la formule (2) valable pour (x,y, z) & C\F. Finalement,
si (x,y,2) € F,alors (y,x,z) & D et (y,x,y) < B\D et nous obtenons de (1)

fC6y,=f (3 %2+f(x,x,2+f (3, %,)
=—=28(»x, ) +a(N+a(x)+g (»x)
=—g (hx, N+ax)+a(y),
ce n'est que la relation (2). Ainsi notre proposition est complétement démontrée,



