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REMARQUES SUR CERTAINS THEOREMES DE LA THEORIE DE SERIES*

Lazar Karadzié

Dans larticle [1] on a formulé les conditions nécessaires pour la conver-
gence de la série

(1) Z“nan"‘ﬁnbn-

Le but que le présent article se propose est de démontrer certains théo-
rémes qui renferment les conditions nécessaires et suffisantes pour la convergence
de la série (1).

La Figure 1. du travail {2] montre comment la somme de la série

o

> a, (a,>>0) peut étre représentée comme somme des quadrilatéres curvilignes
1

o o5 S
P, P, A A, , dontlescotés P, ,A4,, et P, A,

sont les arcs-limites, P,_, P, et A, , A, les segments des lignes droites pa-
ralleles. Sur cette méme figure on se rend facilement compte que la différence

—lg H (l—an)_ Zan
n=1 1

représente la somme des triangles curvilignes A,—, 4, 4, dont les c6tés sont

TN
Parc de l'équidistante 4,_, A,, larc-limite 4," 4, et le segment de la droite
A, A, . Par conséquent

2) —lg ﬁ (l—an)éian = iaire A,—1 Ay A,
n=1 1 1

-]
La série Zaire A, A, A, converge, si la série
1

(3) Sa

1
converge également.

La différence

4y —1g ] (1—b) =3 b.=S.aire B,1 B/ B, (0<b,<1)
n=1 1 1

* Présenté par D. Mihailovié, S. Fempl et S. Cetkovié.
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converge aussi si la série

(5) > b2
1
converge.

En prenant les cdtés des deux classes susmentionnées de triangles cur-
vilignes sur la Fig. 1, on a formé, les quadrilatéres curvilignes de forme
A,C, B, D, De (2) et (4) il résulte

(6) Sa, b-lgn

i I—a,
® 1—b,

] =

Si I’on désigne par 4, B, C et D sur la figure susmentionnée respec-
tivement ’ensemble de points {4,}, {B,}, {C,} et {D,} et si I'on fait H,& AUB
et K, E CUD, il résulte alors de la relation (6)

O] Za —b, _lgH +2 (1—e H,,—lKn—1)(1_e—H,,Kn),
1
ou L
(1—e n=1%a-1) (1 — ¢~ "n"n) = gire Apy Cpp By Dy (= aire By Dy Ay Cry).

Si la série Za,,2+b,,2 converge, en vertu de ce qui précéde, il converge
1

+ZalreB,, 1B, B,—aire A,_, A, A, —

(e=41).

aussi absolument la série

S:s (__, e_Hn-—IKn—-l) (1 —e _HnKn)
2

c . - ~H K .,
et, par conséquent, aussi la série z (I—e = m)® converge-t-elle.
1
La série

(8) ia,,a,,—ﬁ,,b,, («,>0,8,>0,0<a,<1,0<b,<1)
1

peut étre écrite, en vertu de la relation (7), compte tenu de ce qu’il a été dit
dans larticle susmentionné [1], sous la forme

id " o1—by m - T ~H, _ X
9) D wa—Bb=1g ] T > e(Py Ox—Py—y Qp—y e *1 k1)
k=1 k=1 k=2

—ay,

X (I—e "") lgH +Z (Pka Py IQk 1)

__ak

X (1—e % 4 S (1—e et ooty (1—e %) By Osc,
2
ou

n

[Ta-bo

HK :{;logm————,

H A—a)

PnQn= p(=ﬁp+n "=0, :I___l, :*:2’"') :l:s)
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Théoréme 1 — Pour que la série (8) converge, il faut et il suffit que
. " 1—b
10 lim -4 0<d<ow
( ) n——»oolI_—_Il l-ah ( )
(11) SattbE< oo,
1
(12) oy —Bnt,=0(ay) (r=0,+1,..., £3).
De la relation
n+p P 1 _p n+q — —— -H K.
S wear—Bebe=1g > * 4 > & (Px Qk—Prog Qp—q) (1—e %) 4
k=n+1 k=n+11—0% 512
n+q T -H K _H K
S e (Buoy Quea(1—e k1o1) (1= %) (p>1, g5 1)
n+2

il résulte la condition nécessaire et suffisante pour la convergence de la série (8)

n+p
l Z Otkak—ﬁkbkl <eg, n>n,(e) (p=1,2, 3,...).
nt1

Ceci est évident, car, selon les hypothéses (10), (11) et (12)

"+P1_b I3 €
’lgz L <——,n>no(——>,
,,+11—ak 3 3

n+q — P -H K nta -H K € €
> | P Qe Py Qema | (1—e * %)= 5 Jag—Biy, [(1—e %K) <?,n>no(‘3‘),
n+2 n+1

nt+q —— g K _
S, Picy Qema (1— e o2ty (1—e Ty < = >(?)
n+2

Théoréme 2 — Pour que la série (8) converge, il faut et il suffit que

(13) S(at+b2)lg,n<

(14 =1 +0<

ntr

m) (r=0, &1, +2,..., £ 5)
e p—1

(15) idk"—ﬁk=0 (1.

Ce théoréme résulte du Théoréme 1. Ainsi, par exemple, si l'on écrit
la série (8) sous la forme

© 0 a b
Z“nan_ﬁnbn=z°‘nczn—1 . —Bn crn—n—,
1 1 Can—1 Cop
ou
> . Cpt
(16) D<o, lim 22 =1
1 n—>o Cn
(cl>62>'-->c,,—>0),
il 1By cox

4 la suite (10) il correspondra la suite qui converge toutes les

k=1 1=k Cox—1
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fois que la condition (15) est remplie, & la série convergente (11) il corres-
pondra la série convergente (16) et & la relation (12) il correspondra la relation

a, b,
amn —— =0 (c,).

. Cop—1  Cin
Si

o e (28 ()
Valgn.. lg,_ynlgin \e. \c, lg5n 2

la relation (17) se réduit alors, 4 la fin, & la relation (14). Il résulte de (16)
et de (18) la proposition (13).
Du théoréme 2, lorsque
o,=P,=1, n=1,2,3,...

il s’ensuit ce

Théoréme 3 — Pour que la série Za,,—b,, converge, il faut et il suffit que
1

z(a,,2 +b2)lg,n <

1
o —O((nlgn...1g,yn)"2), r=0, £1,... L.

Du the’org;;lre 3 il s’ensuit ce

Théoréme 4 — Pour que la suite {S,—T,} ol
S <8< - <S>0, n—>00,
T)<To< - - <Tp—>o ,n—>00,

converge, il faut et il suffit que
Z((Sn+1_ W2+ (T —T,%) lgpn <

1
SaTSe 14 0(nlgn.. . lg_gm) 1) (r=0, £1,..., = 5).
Tn+1‘ ntr

De ce méme théoréme 3 il s’ensuit également ce

o0
Théoréme 5 — Pour que la série D, %, dont la somme partielle
1

n

s,,=2ak

T
a p termes positifs et q termes négatifs, oit
p—q=0(1), n—>o (p+q=n)
converge, il faut et il suffit que
Za,,z Ig,n< e
1
=140 ((nlgn...lgeyn) %) (=1, £2,..., +5).

an

Antr
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