
PUBLIKACIJE ELEKTROTEHNltKOG FAKULTETA UNIVERZITETA U BEOGRADU
PUBLICATIONSDE LA FACULT~ D'~LECTROTECHNIQUEDE L'UNIVERSIT~A BELGRADE'

SERIJ A: MA TEMA TIKA I FIZIKA - SERlE: MA THEMA TIQ UES ET PHYSIQUE.

N2 121 (1963)

CERTAINES EQUATIONS MATRICIELLES*

Slavisa B. PreSh!

Soit K un corps commutatif et soit A une matrice carn~e de l'ordre n
aux elements de K. Nous designons par M l'ensemble de to utes les matrices
dont les elements appartiennent a K.

Au moyen de transformations elementaires, on peut mettre A sous la
forme A = PI DP2, OU PI et P2 sont des matrices reguW:res et Dune
matrice diagonale dont les elements diagonaux sont I et 0 telle que Ie nombre
des unites est egal au rang de A. La matrice B=p2-1DP1-1 satisfait alors a
l'egalite ABA = A.

L'equation matricielle AXA = A a ainsi au moim une solution X.
Si A satisfait a une egalitede la forme

Ak + II Ak-l + . . . + 'k-l A = 0 ('1 , . . . , fk-l E K, 'k-l i= 0),
alors la matrice

I
X = - - (Ak-2 + '1

Ak-3 + . . . + 'k-2l)
'k-l

est aussi une solution de l'eqation AXA = A.
The 0 rem e. - Si B remplit fa condition

(I matrice unite)

ABA = A alors:

AX=O<::>X=(I-BA) Q, QEM (X et Q sont n x m matrices);

XA= 0 c::>X = Q (I-AB), Q EM (X et Q sont m X n matrices);

AXA=A<::>X=B+Q-BAQAB, QEM;

AX=A <::>X=I+(I-BA) Q, Q EM;

XA=A<::>X=I+Q(I-AB), QEM.

Demonstration. Nous n'allons demontrer que 3°, pmsque les demonstra-
tion de 1°, 2°, 4° et 5°, sont analogues.

Soit X = B+ Q-BAQAB, Q E M. Alors

AXA = ABA + AQA-ABAQABA, ABA = A

=> AXA = A + AQA-AQA => AXA = A.
~._-

* Communique Ie 30 octobrc 1963 it la seance de la Section d'Algebre de l'Institut
math~matique de Belgrade.
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InveEement, si J'on a, pour un XE M, AXA = A, alors

B+(X-B)-BA (X-B) AB=X-BAXAB+ BABAB= X-BAB+ BAB=X.

Done:
AXA = A => X = B + Q-BAQAB, avec Q = (X-B) EM.

On peut remarquer que Ie theoreme demontre fournit toutes les soluti-
()ns des equations 1°, 2°, 3°, 4° et 5° au moyen d'une solution quelconque
B de I'equation AXA= A. .

SiX est une n X I matrice, alors la formule contenue dans 10 fournit

toutes les solutions du systeme d' equations homogenes

'I

Ii

~ (/-BA)
::

II

u~ Ii

'

OU Uj (i= I, 2,..., n) sont des elements arbitrairesde K.
Observons que Ie theoreme, de me me que sa demonstration, res tent

valables dans Ie cas general ou A, B, Q, I, X sont des elements d'un anneau
quelconque M muni de I'element unite I.

Ainsi, par exemple, d'apres ce theoreme plus general, si a est un element
de l'anneau M a l'element unite I et si a est un element de M tel que
aaa = a, alors toutes les solutions de I'equation axa = a (x E M) sont deter-
minees par la formule

x = a+ q-aaqaa,

ou q (E M) designe un element quelconque.
Cette proposition-Ii reste en vigueur meme si M n'a pas d'element unite.

~_..__.-


