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CERTAINES EQUATIONS MATRICIELLES*
Slavisa B. Pre§ié

Soit K un corps commutatif et soit 4 une matrice carrée de 'ordre n
aux éléments de K. Nous désignons par M D’ensemble de toutes les matrices
dont les éléments appartiennent a K.

Au moyen de transformations élémentaires, on peut mettre A sous la
forme 4=P, DP,, ou P; et P, sont des matrices régulieres et D une
matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont 1 et O telle que le nombre
des unités est égal au rang de 4. La matrice B= P,~1 DP,~! satisfait alors &
I’égalité ABA= A.

L’équation matricielle 4X4=4 a ainsi au moins une solution X.

Si A satisfait & une égalité de la forme

A LA o A=0 (I, .. €K, L, F#0),
alors la matrice
X=— [‘ (Ak=2 4 ], Ax=3 ¢ ... 1 ],_,T) (I matrice unité)
k—1

est aussi une solution de I’égation 4XA=A.
Théoréme. — Si B remplit la condition ABA= A alors:
1° AX=0=X=(I—BA)Q, QM (X et Q sont nxm matrices);
2° XA=0=>X=Q(I—AB), Q&M (X et Q sont mxn matrices);,
3 AXA=A4A<=>X=B+Q—BAQAB, Q c M,
4° AX=A<X=I+(I—BA)Q, Qc M;
5° XA=A<X=I+QU—A4B), 0 M.

Démonstration. Nous n’allons démontrer que 3°, puisque les démonstra-
tion de 1°, 2° 4° et 5° sont analogues.
Soit X=B-+ Q—BAQAB, Q& M. Alors
AXA=ABA+ AQA—ABAQABA, ABA~ A

> AXA=A+ AQA—AQA = AXA— A.

* Communiqué le 30 octobre 1963 a la séance de la Section d’Algébre de P’Institut
math®matique de Belgrade.
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Inversement, si on a, pour un X€M, AXA=A, alors
B+(X—B)—BA(X—B)AB=X—BAXAB+ BABAB=X—BAB+ BAB-X.

Donc:
AXA=A > X=B+ Q—BAQAB, avec Q=(X—B)cM.

On peut remarquer que le théoréme démontré fournit toutes les soluti-
ons des équations 1°, 2°, 3°, 4° et 5° au moyen d’une solution quelconque
‘B de Péquation AXA=A. ‘

Si X est une nxl matrice, alors la formule contenue dans 1° fournit
toutes les solutions du systéme d’équations homogénes

X | boxy Yt ug |l

Xy ‘ Xo i ‘ Uy i
Al - ’l:() sous la forme ) - =(U—B4) - |,

Xn 1! l Xn 1 Y 1

ou w; (i=1, 2,..., n) sont des éléments arbitraires de K.

Observons que le théoréme, de méme que sa démonstration, restent
valables dans le cas général ol A, B, O, I, X sont des éléments d’un anneau
quelconque M muni de 1’élément unité 1.

Ainsi, par exemple, d’aprés ce théoréme plus général, si a est un élément
de l'anneau M a Télément unite I et si g est un élément de M tel que
ada=a, alors toutes les solutions de ’équation axa =a (x € M) sont déter-
minées par la formule

x=a-+qg-—aaqaa,

ol g (&€ M) désigne un élément quelconque.
Cette proposition-ld reste en vigueur méme si M n’a pas d’élément unité.



