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SUR L’EQUATION FONCTIONNELLE
f(x)=H(x: f(x): f(ezx)9 ) 9f(6nx))*

Slavisa B. Presic¢

Soient 6,, 0,, ..., 0, des applications de I’ensemble non vide £, dans
E,, 0, étant la transformation identique de I’ensemble E;,. Désignons par G le
demi-groupe minimal engendré par les applications 0; (i=1, 2,..., n). Soient
ensuite U'ensemble E, non vide et la fonction H : E X E}— E, donnés et
désignons par F I’ensemble de toutes les fonctions f: E,— E,.

Nous cosidérons dans cet article I’équation fonctionnelle

0y FO=H(x, f(x), (), ..., f(&x)) (fEF; Ox=6;(x))
ol f(& F) désigne la fonction inconnue. La méthode de résolution qui nous
fournira la solution générale dans certains cas est la généralisation de celle
que nous avons exposée dans [1], laquelle s’applique & I’équation
S =flg @)
Nous allons introduire d’abord quelques notions liées & I’équation (1).

Définition 1.— Soient 0;,0,, ..., 6;, m ¢éléments du demigroupe G, m
désignant un nombre naturel, et soit ®,: E; X E7—E, déterminée. On dit que:
I’équation

() S @)=, (%, f(0,%), ..., [(8;,,x)) (fEF)
est_une conséquence de 1’équation (1) si I'on a
3 H=>@ (fe¥F).

Par exemple, une des conséquences de I’équation f(x)=f(0, x) est
I’équation f(x)=f(62x). Une des conséquences de (1), dans le cas général, est

FO)=H(x, H(x, f(x), -5 f(022), f(B:%), ..., f(8,%)).

Pour simplifier I'écriture, nous désignerons le second membre de ’équa-
tion (2) par @, (x; f). En outre, au lieu de dire: ,léquation f(x)=Dx;f)
est conséquence de I’équation (1), nous dironms: ,,@; (x; f) est conséquence:
de (1)~

* Coniniuhidué le 26 septembre a la séance du Département d’Analysie de [DInstitut
Mathématique de Belgrade.
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Soit A un ensemble d’indices et désigncns par

D (x; /) ={Pr(x;f) [rEA}
un ensemble de conséquences de I’équation (1). Nous allons introduire la
notion d’algébre de conséquences de I'équation (1) par la définition suivante.

Définition 2. — Nous disons qu’'un ensemble @ (x;f) est une algébre
de conséquences de I’équations (1) si on a

(4) H(x, ®(x;1), (0, x5 /), ... , OO, x;1))=DP(x;f) (pour tout f < F).
Le premier membre de la condition (4) est la désignation symbolique de
Pensemble
{H(x; Dy (6 ) Pu (0ax5/), oov s P, (0,5 0)) [Rshes e s M EAY
(ici D, (x f) désigne le second membre de I'équation f(x)=Ps, (x;f), qui
est consequence de (1) dans le sens de la définition 1).

Exemple. — Une algebre de conséquences de 1’équation réelle

%) fOY+fOX)+f(Ox)=0 (x=(xy, Xy, x3), Ox=(x,, x5, x1))
est donnée par

@)D f) ALOX) RSO ) [ E R),

ot R désignz le systtme de nombr.s récls.
En cffet, étant donné qu: I’équation peut- étrc écrit* sous la form:

(R FE)=~—f(0x)—f(H2x), ,
nous pouvens prendre dans ¢: cas H (x, L), £(0x), F(02x))=—Ff(0x)—f(H %), Cest-a-dire
H (¥1s y3, ¥ Vo) = —¥3—¥,. Si l'on écrit ‘
O (x; f)=(h+1) f(x)+7\.f(0x)1 A x) (A& R),
on tonclut immédiat ment que
fO=—fO0—f(Bx) = f)=A+1) f)+Af(Ox)+1f (B 5.
@) (x; f) est donc conséqu-nce de I’équation (6) pour tout A & R.
Nous avons aussi

H(x, ® % f), @051 @@ x )= {—Dr Ox;/)—Dn, 0%, f) [M, X, € R}

={ =R+ DSON)—R f(O20) =M f () — Ryt DO X)— Ky f()— ke (02)] Ay R, © R}

(=M =A) )+ (=R =M= D) O ) + (=X —h—1) f O %) | A, X, € R}

={A+ DL +AOX)+A(02x)| AE R} =D (x;f).

Dong, la condition (4) cst remplie. Nous avons démontré “ainsi que l'ensemble ® (x;f) est
une algebre de conséquences de (5).
Les résultats. de cet article sont contenus dans les deux théorémes suivants.
. Théoréme 1. — Si I’équation (1) posséde une algébre de conséquences
@ (x;f) qui ne contient quun seul élément ®, (x;f), alors la solutlon générale
de (1) ‘est donnée par

Q) JX)=Pi(x;8) (€EF)

avec la jonctton arbitraire g (EF) Ici (Dl (x; g) dészgne l’expresswn obtenue en
substituant g @ f-dans ‘@ (%;f).- :



Sur I’équation fonctionn:lle . .. 19

Démonstration. — On déduit immédiatement, d’aprés la ccndition (4),
que (7) est une solution de I’équation (1) pour chaque fonction g (€ F).
D’autre rart, si f est une solution de (1) pour g=f le second membre de
la formule (7) devient f (x), de sorte que toute solution de I’équation (1) est
-comprise dans (7). Le théoréme est ainsi démontré.

Pour illustrer I'application du théoreme 1, considérons I’équation
{8) SO0+ O, x)+ -+ f(Bnx) =0,

ol les 0; (i=1, 2,..., n) forment un groupe de l'ordre », supposant encore que le corps
-commutatif (E,, +,-) posséde la propriété qu'on n’a pas nx=0 pour tout xS E,,

On vérifie immédiatement qu’une algébre de conséquences qui ne contient qu’un seul
élément est celle dont l'unique élément est

|
P, (x; f)=7 [(i—1) fiy—f (8, 00— - - —f(0,%),
Donc, d’aprés le théorcme 1, la soluticn générale de I’équation (8) e¢st donnée par
1
fxy= o [(n—1) g (x)—g (B, x)—- - —g (B, )],

-ou la fonction g (& F) est arbitraire.

Supposons qu’il existe au mcins unc application M:P (E;)-»E, avec
les propriétés:

a) MH (x, 81, Se, ..., S))=H (x, M (S)), M(Sy), ..., M(S,))
{9) (VxEELVS, € P(Ey), i=1,2,...,n);
b) M {x}=x (YxEE,).
Ncus avens désigné ici par H(x, Sy, S,, ..., S,) Pensemble

{H(X, Y1, Var - - V) | V€S, 1=1,2,..., n)}.

Sous cette hypothése ncus avons le

Théoréme 2. — Soit O (x;f) une algébre de consequences de I’équation
(1) et soit M:P(F,)—E, une application qui remplit les conditions (9). Alors
la solution générale de I’équation (1) est donnée par la formule
(10) ‘ S ()=M(P(x;2))
ou g (& F) désigne une fonction arbitraire.

Démonstration. — Pour une fonction g (€ F) choisie arbitrairement,
la fonction f détérminée par la formule (10) est un élément de F et 'on «

Hx, f(x),f(0:x),..., JO,x)=H@x, MO (x;8), MP(O,x;8), ..., MD (0,x;8))
=MH(x,®(x;8), P B:x;8),....00,x,8)=M (x;8) =1 (x),

d’aprés les conditions (9) et (4). Donc, la fonction f est alors la solution
de I’équation (1). ‘

D’autre part, pour g=jf, ol f est une solution de (1), le second membre
de la formule (10) devient

MO (x; f)=M{f(0)}=f(x) (Vx£E)
puisque, d’aprés (3), @ (x;f)={f ()}

2%
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La formule (1) détermine donc en effet la solution génerale de (1).

L’application M: P (E;)—~E, est une généralisation de l'aplication M que
nous avons introduit dans [1]. Cependant, tandis que cette application-la
existait toujours (il suffisait de poser M {x}=x, VxE E;, M (S)=x,, VSEE,,
out I'élément x, de E, est fixé), nous ne pouvons pas &tre sir que l'applicati-
on M remplissant les condition (9) existe dans le cas général.

Les difficultés que contient la construction de I’application M peuvent
&tre diminuées dans certains cas en affaiblisant Pexigence: V S;& P(E) con-
tenue dans a); par exemple, en la remplagant par Vexigence:

VSiCP(T) (i=1, 2,..., n),

ou les ensembles T; sont certaines parties de E,.
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