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N ous admettons les trois hypotheses suivantes:
Hypothese I. Soit

YiEE (i=I, 2, ...),

ou E designe un ensemble non vide arbitraire.
Hypothese 2. Les vaIeurs des fonctions F, FI, F2, Fa, F4, ... appar-

tiennent a un groupe additif ab~lien M.
Hypothese 3. Dans Ie groupe M, I'equation

mX=A (m nombre natureI; AEM, XEM)

admet par rapport a x, une solution unique qui sera designee par ~. A.
m

La derniere hypothese sera prise en consideration pour m = 2.
Toutes les variables independantes intervenant dans cet article prennent

arbitrairement Ies valeurs appartenant a I'ensembIe E, ce qui n'est pas par-
tout indique au cours des demonstrations.

Tautes les valeurs des fanctions qu'on y considere appartiennent it
l'ensembIe M, mais ceci n'est pas egaIement partout mentionne.

1. Considerons l'equation fonctionneIIe

(1.1) FI (Xl' X2) + F2 (X2' Xl) = FI (X2, Xl) + F2 (Xl' X2)'

a deux [onctions inconnues FI et F2.
On obtient immediatement

.

(1.2) FI (Xl' X2) + F2 (X2, Xl) = S (Xl' X2)+ S (X2'Xl),

ou S est une certaine [onction.
On peut donner a I'equation (1.1) la forme suivante

FI (Xl' x2)-F2 (Xl' X2) = FI (X2, xI)-F2 (X2, Xl)'

II en resuIte
(1. 3)

(104)

ou T designe une certaine [onction.

--
* Communique Ie 27 septembre 1963 a la seance du Departement d'Analyse de

l'Institut Mathematique de Belgrade.
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En eliminant Fl (Xl' X2) des egalites (1.2) et (1.4), on obtient

F2 (Xl' X2) + F2 (X2' Xl) = S (Xl' X2) + S (X2' Xl)- T (Xl' X2)- T (X2' Xl)'

ou bien

(1.5) {F2 (Xl' X2)-S (Xu X2) -+T(Xl' X2)}

+ {F2(X2' Xl)-S (X2' Xl) + T(X2' Xl)} = o.
On en deduit

(1.6) F2 (Xl' X2)-S (Xl' X2)+ T(xu X2) = R (Xl' X2)-R (X2' Xl),

ou R designe une nouvelle fonction.
En partant des egalites (1.4) et (1.6), on trouve

Fl (Xl' X2)= S (Xl' X2)+ T (X2' Xl) + R (Xl' X2)-R (X2, Xl)'
(1.7)

F2 (Xl' X2) = S (Xl' X2)- T(Xl' X2) +R (Xl' X2)-R (X2' Xl)'

On constate sans peine que Ies fonctions Fl (Xl' x2) et F2 (Xl' x2), don-
nees par (1. 7), representent une solution de (1. 1).

Done, la solution generale de l'equation (1. 1), avec hypotheses 1, 2
et 3 (avec m = 2), est representee par (1. 7).

Si F2=Fl' Ia solution generale de l'equation (1.1) est n'irnporte quelle
fonction de deux variables.

2. Prenons rnaintenant l'equation fonctionnelle suivante

Fl (Xl' Xs)+ F2 (Xl' X4)+ Fs (x2, xs) + F4 (X2' X4)
(2.1)

= Fl (Xa, Xl) + F2 (Xa, X2) + Fa (X4' Xl) + F4 (X4' X2),

a quatre fonctions inconnues.
Si I'on y poselx2=x~ et X4=X~, il vient

(2.2)

ou A et B sont deux fonctions dependant seulement d'une variable a valeurs E M.
Pour Xl= Xa= X l'egalite (2. 2) donne B (x) = -A (x), ce qui est valable

pour tout X et alors (2. 2) devient

(2.3)

II en resulte

(2.4) Fl (x, y) = G (x, y) + G (y, x) + A (x),

ou A et G sont deux fonctions a valeurs dans M.
Par Ie merne procede, on obtient

(2.5) F4(x, y) = H (x, y) + H (y, x) + c (x),
ou C et H sont certaines fonctions a valeurs dans M.

1 Par x 2(k = 1, 2, . . .) seront designees des constantes a valeurs arbitrairement prises
dans l'ensemble E.
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En portant (2.4) et (2.5) dans (2.1), on 0btient

F2 (Xl' X4)+ Fa (x2, xa) + A (Xl) + C (x2)
(2.6)

= F2 (X3' X2) + Fa (x4, Xl) + A (x3) + C (X4)'

Si l'on y fait X2=X~ et xa=x~, il vient

(2.7)

On verifie sans difficulte que les fonctions F1 (x, y), F2 (x, y), F3 (x, y),
F4 (x, y), donnees par (2.4), (2.5), (2.7), representent une solution de l'equa-
tion (2.1).

Ce qui precede permet d'enoncer Ie resuItat suivant:
La solution generale de l'equation (2.1), dans les hypotheses, I, 2 et

3 (avec m = 2), est donnee par

F1 (x, y) = G (x, y) + G (y, x) + A (x),

F4 (x, y) = H (x, y) + H (y, x) + C (x) ,

F2 (x, y) =F3 (y, x) + C (y)-A (x) + A.

(2.8)

On peut y supprimer la constante A. En effet, si l'on pose, dans (2.8),

A (X)-A = A* (x) et G (x, y) + ~ = G* (x, y),
2

on obtient precisement (2.8) avec A= 0, en omettant l'asterisque.

Supposons it present que, dans (2.1), F3 = F2. L' equation (2.7) devient
alors

Pour X4 = Xl = x, cette equation se ramene it

C(X)-A(X)+A=O.
Ceci etant, on a

{)U bien
F2 (Xl' x4)-F2 (x4, Xl) = A (x4)-A (Xl),

F2 (Xl' X4) + A (Xl) =F2 (X4, Xl) + A (x4).

(2.9)

On en deduit

F2 (x, y) = F3 (x, y) =1 (x, y) + I (y, x)-A (x),

ou I (avec I (x, y) E M) est une nouvelle fonction.

Les fonctions F1 (x, y), F2 (x, y), F4 (x, y), donnees par
(2.9), representent une solution de l'equation (2.1), suivie de
F3 ==F2.

Par consequent, la solution generale de l'equation

(2.4), (2.5),
la condition

(2.10) F1 (Xl' xg) + F2 (Xl' X4) + F2 (X2, x3) + F4 (X2, X4)

= F1 (X3' Xl) + F2 (X4' Xl) + F2 (X3' X2) + F4 (X4' X2),

hypotheses 1, 2, et 3 (avec m = 2) est representee parsous les
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FI (x, y) = G (x, y) + G (y, x) + A (x),

F2 (x, y) = I (x, y) + I (y, x) - A (x),

F4(x,y)=H(x,y)+H(y, x)+A (x),

ou G, H, I, A sont des fonctions prenant des valeurs dans M.
Prenons maintenant l'equation (2.1) dans Ie cas ou FI ==F2 ==Fa = F4'

Cette equation devient alors

(2.11)

(2.12) F(XI' xa) +F(XI' X4) + F(X2' xa) + F(X2' X4)

= F (xa, Xl) + F(X4' Xl) + F(xa, X2) + F(X4' X2)'

o 0 .1
.

Pour X2 = X2 et X4 = X4, I vlent

(2.13)

Si l' on y pose Xl = Xa= X, on a A (x) = B (x), pour tout x, et (2.13)
devient alors

On en dedui t
(2.14) F(XI' xa) = A (Xl) + G (Xl' Xa)+ G (Xa, Xl)'

oU G est une fonction a valeurs dans M.
L'equation (2.12), en tenant compte de (2.14), rec;oit la forme suivante

A (Xl) + A (X2)= A (xa) + A (X4)'

La solution generale de cette equation fonctionnelle est

A (x) = k = const E M.

La formule (2.14) devient alors

F(XI' xa)=k+G(XI' Xa)+G(Xa, Xl)

={G(Xl> Xa)+ ~ }+{G(xa, XI)+{-}'

Done, la solution generale de I' equation (2.12), sous les hypotheses 1,
2 et 3 (avec m = 2) est

F(x, y) = H (x, y) + H(y, x),

ou H (avec H (x, y) EM) designe une fonction.
On deduit egalement Ie dernier resultat en partant de la solution

generale (2.11) de l' equation (2.10).

3. Envisageons encore l'equation fonctionnelle

(3. 1) FI (Xl' Xa) + F2 (Xl' X4) + Fa (X2, xa) + F4 (X2, X4)

=F2 (XS,XI) +FI (xa, X2)+Fs (X4, Xl) +F4 (X4' X2)'
o 0 .1

.
En y faisant Xl = Xl et Xs = X3, I vlent

(3.2)
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Si I'on y pose x2 = x4 = x, on obtient I'egalite A (x) = B (x), valable pour
tout x.

Done, (3.2) devient alors

On en deduit

(3.3) F4 (x,y)=H(x,y)+H(y, x)+A (x).

L'equation (3.1), d'apres (3.3), se ramene a

(3.4) FI (Xl' xa) + F2 (Xl' x4) + Fa (x2, xa) + A (X2)

= F2 (xa, Xl) + FI (xa, x2) + Fa (X4' Xl) + A (X4)'

(3.5)

Pour X2 = x~ et X4= x~ la derniere equation a la forme suivante

FI (Xl' Xa)-F2 (xa, Xl) = C(xI)-D (xa)'

(3.6)

Si 1'0n met X2=X~ et xa~x~, I'equation (3.4) devient

F2 (Xl' x4)-Fa (x4, Xl) =L (xI)-I(X4)'

et x4 = xt l'equation (3.4) devientoPour Xl = XI

(3.7)

Les equations (3.5), (3.6), (3.7), apres un ehangement de notations,
deviennent respeetivement

(3.8)

(3.9)

(3.10)

FI (x,y)-F2 (y, x) = C (x)-D (y),

F2(x,y)-Fa (y, x) = L (x)-.J(y),

Fa (x,y)-FI ('y, x) = P (x)-Q (y).

Par addition membre a membre, des trois dernieres equations on tite

(3.11) {FI (x,y) +F2 (x, y) + Fa (x,y)}-{FI (y, x) +F2 (y, x) +Fa (y, x)}

= {C (x) + L (x) + P (x)}-{D (y) + I(y) + Q (y)}.

Si I' on met y = x, la derniere equation donne, pour tout x,

(3.12) C (x) + L (x) + P (x) = D (x) + I (x) + Q (x).

En eliminant F2 et Fa des (3.8), (3.9) et (3.10), on trouve

FI (x,y)-FI (y, x) = {C (x)-I(x) +P (x)}-{D (y)-L (y) + Q (y)}.

Vu (3. 12), la derniere equation s'eerit eomme suit

(3.13) FI (x,y)-FI (y, x) = {C (x)-I(x) + P (x)}-{C (y)-I(y) + P (y)).

La solution generale de eette equation est

(3.14) FI (x,y) = C (x)-I(x) + P(x) + K(x,y)+ K(y,x).
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Les fonctions F2 et Fa sont donnees par

(3.15) F2 (x, y) = D (x)-I(y) + P (y) + K (x, y) + K (y, x),

(3.16) F3 (x,y) =;D (y)-L (y) + P (x) + K(x,y) + K(y, x).

Pour que Fl(x,y), F2(x,y), F3(x,y), F4(x,y), donnes par (3.14), (3.15),

(3.16), (3.3) representent une solution de l'equation (3.1), la condition
suivante doit etre remplie:

(3.17) C (xl)-C (X3)+ L (xl)-L (X3)+ J(xa)-J (x4)

+ P (x2)-P (xa) + A (x2)- A (X4)~co. .
o

En posant X2 = X2,
tout x,

X3 = x~, X4 = x~, l'equation (3.17) foumit, pour

(3.18) C(x)+L(x)=cz (cz=const<:::=M).

Vu (3. 18), ]'equation (3.17) devient

I(x3)-I(x4)+P (x2)-P (x3) + A (X2) -A (x4) = I .(3.19)

o
Lorsque X3 = X3 et X4= x~, la derniere equation donne, pour tout x.

(3.20) P (x) + A (x) = ~ (~= const EM).

Selon (3.20), l'equation (3.19) se reduit a

I (X3)+ A (xa) = J (x4) + A (X4)'(3.21)
On en deduit

(3.22) I (x) + A (x) = y

Selon (3.18), (3.20), (3.22) on a

Fl (x, y)= C (x) + ~-y + K (x, y) + K (y, x),

F2 (x, y) =D (x) + ~-y+ K(x, y) + K(y, x),

F3 (x, y) = C(y) + D (y)-A (x)-cz+ ~ +K(x, y) +K(y, x),

F4 (x, y) = A (x) + H (x, y) + H (y, x).

(y = const EM).

(3.23)

On constate, sans difficulte, que (3.23) constitue bien une solution de
(3.1), qui est valable avec les hypotheses 1,2 et 3 ou m=2

En rempla9ant A (x), C(x), D (x) respectivement par

R(x)+2y-~-cz, S (x)+y-~, T(x)+y-~

et H (x, y) par G (x, y) + ~ (2 y~~-cz), les formules (3.23) deviennent
2

Fl (x, y) = S (x) + K (x, y) + K (y, x),

F2 (x, y)= T(x) + K(x, y) + K(y, x),

Fa (x, y) = S(y) + T(y)-R (x) + K(x, y) +K(y, x),

F4(x, y) = R (x) + G (x, y) + G (y, x).

(3.24)
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D'apres la maniere au moyen de laquelle est obtenu I'ensemble (3.24)
des fonctions F1, F2, Fa, F4, on conc1ut que (3.24) represente la solution
generale de I'equation (3.1). Les fonctions G, K, R, S, T intervenant dans
(3.24) sont a valeurs dans I'ensemble M.

4. En etudiant une question {voir: [1]} concernant une equation fonctionnelle,
no us avans rencontre I'equation (2.1). Les autres equations, resolues dans
cet article sont des modifications de I'equation (2.1).

Nous allons indiquer plusieurs equations fonctionnelles pouvant etre
egalement resolues par la methode employee dans ce qui precede.

Tout d'abord cito:1s l'eqUati01 suivante:

F1 (Xl' X4) + F2 (Xl' X5) + F3 (Xl' X6)

+ F4 (X2' X4) + F5 (X2, X5) + F6 (X2, X6)

+ F7 (X3' X4) + F8 (X3' X5)1- F9 (X3' X6)
(4.1)

F1 (X4' Xl) + F2 (X4' X2) + F3 (X4, X;j)

+ F4 (X5, Xl) + F5 (-'5, X2) + F6 (X5, X3)

+ F7 (X6' Xl) + Fs (X6, X2)+ F9 (X6, X3)'

11 serait aussi interessant de considerer, par exemple, les cas suivants
de l'equatioi1 (4.]):

(k = ], 2, ...,9),

3° £1=F2, F3=F4' F5=F6' F7=Fs=F9'

On pourrait aussi, en laissant inalteres les indices des variables, faire
dans I'equation (4.]) la substitution suivante:

(I 2 3 4 5 6 7 8 9 ) (kvE{], 2, 3, 4, 5, 6, 7,8,9})
k1 k2 k;j k4 k5 k6 k7 ks k9

sur les indices affectant les fonctions Fr (r = I, 2, 3, ,..,~.
On pourrait aussi resoudre des equations fonctionnelles ou interviennent

des fonctions dependant de plusieurs variables, comme par exemple:

(4.2)

F1 (Xl' X2' X3' X4) + F2 (Xl' X2' X5' X6)

+ F3 (X2, X;j, X4' Xl) + F4 (X2, X5' X6' Xl)

+F5 (X3, X4' Xl' X2) + F6 (X5' X6' Xl> X2)

+ F7 (X4 , Xl' X2, X3) + Fs (X6, Xl' X2' X5)

F1 (X3' X4' X5' X6) +F2 (Xl' X3' X5' X7)

+ F3 (X4' X5' X6' X3) + F4 (X2, X4' X6' Xs)

+ F5 (X5' X6' X3, X4) + F6 (X7' X5' X3' Xl)

+X7 (X6' X3' X4, X5) +Fs(xs, X6' X4' xJ.
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AJOUTft SUR L'EPREUVE

Remarque 1. - La solution generale de l'equation fonctionnelle (1.1) est
donnee, eri realite, au moyen de l'egalite (1.4), a savoir: l'une des fonctions
Fl ou F2 peut etre prise comme abritraire, tandis que la fonction restante
se determine immediatement de (1.4).

Remarque 2. - P. M. Vasic, qui a lu cet article dans l'epreuve, a
resolu les equations (4.1) et (4.2). II a egalement resolu les equations cons-
truites a partir de l'equation (2.1), en y permutant les couples de variables

~,~,~,~,~,~,~,~,~,~,~,~,~,~,~,~

dans les fonctions Fl, F2, Fa, F4' Vasic a applique un procede different de
celui employe dans cet article.

Les resultats dus a Vasic seront publies dans Ie journal Matematicki
Vesnik, t. 1 (16), 1964.

REFERENCE

[1] D. S. M i t r i n 0 vie: Equations fonctionnelles liniaires paracycliques de premiere
espece, Publications de l'Institut Mathematique de Belgrade, nouvelle serie, t. 3 (17), 1963.


