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NOTACIJE I SKRACENICE

Pojedini delovi teze su numerisani rimskim ciframa. Delovi su podeljeni na paragrafe
(koji su numerisani arapskim ciframa) od kojih svaki ima svoje ime, izuzev paragrafa u uvodu.

Pri pozivanju na neku jednacinu (relaciju) iz istog dela, pisana je njena oznaka koja
se sastoji od dva broja. Prvi broj je u stvari redni broj paragrafa u kome se jednadina
nalazi. Jednakost iz nekog drugog dela oznalavana je sa tri broja pri ¢emu je prvi — broj
odeljka (dela teze) a drugi — broj paragrafa u kome se jednaCina nalazi.

Slova N i R, u ¢itavom radu, ozna¢avaju skupove prirodnih i realnih brojeva, respetkivno.



UvoD

Teza je sastavljena iz tri dela:

, I deo — Generalizacija jednog rezultata do kojeg su dosli Aczél,
Ghermadnescu i Hosszl;
II deo — Funkcionalna jednadina
Fxy,Xe, ooy Xng) —F(Xa,Xg, ooy Xpp1, X)) =F (X, Xoy o ooy X Xni1);
Il deo — Resavanje izvesnih klasa funkcionalnih jednadina u realnoj
oblasti.

1. U prvom delu dobio sam opste refenje funkcionalne jednacine

(1.1) Fxy, x5, ooy X))+ F(Xo, X3, ooy Xppg) e
+ F (X ptis Xnmptas ovs X)) FXnepio, Xnopigs -ovs Xny X))+ ..
+ F(Xp, X3, vy Xp—1)=0 n=2p—1),

kao 1 jednaline
(1.2) Fi(xg,xa, ooy Xp)+ Fo(Xg, X5, ooy Xpr)+- ..

T Fupi1 (Xn—pi1s Xnptas -5 Xn)

+ Fppe (Xn—ptas Xn—pigs -+ -5 Xnr X))+ ...

+Fy (Xp, X15 X9, ooy Xp—)=0 (n=2p—1),

. pod slede¢im pretpostavkama

1° x; €S, gde je S proizvoljan neprazan skup;

2° Nepoznata funkcija F, odnosno nepoznate funkcije F; uzimaju vrednosti
iz jedne aditivne Abelove grupe M.

Jednaginu (1.1), za proizvoljno n>p, resili su 1960. godine J. Aczél,
M. Gherminescu i M. Hosszl u svom ¢lanku [2] ,,0On cyclic equations*. Oni
su takode nafli opSte reSenje, ali su morali, zbog prirode upotrebljenog dokaza,
da uvedu i treéu pretpostavku:

3° Jednadina mX=A (X, 4 € M), za svako m<n(m € N), ima jedinstveno
reSenje X = A/m.

Rezultate iz ¢lanaka [2] generalisao je takode M. Hosszu u svom radu
[7]. U ovom radu on nije pokusao da oslabi pretpostavke 1°—3° ve¢ daje
generalizaciju u drugom smislu, modifikujué¢i jednaéinu (1.1).
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Moj dokaz je znatno jednostavniji od onog koji su, u sluajun>2p—I1,
pomenuti autori dali u [2].

Jednadina (1.2) je prirodno uopstenje jednaline (1.1) i njeno opste reSenje
sam odredio istim metodom.

Ostaje nerefeno sledede pitanje: Da li se takode moZe naéi opSte reSenje
jednagina (1.1) i (1.2) ako je p<<n<<2p—1 i ako se odbaci pretpostavka 3°.
2. U drugom delu sam resavao jednadinu

2.1 F(x1,%9, ooy Xag)—F (X, X5, <00y Xpt1s X1)
:f(xl’ Xoy ooy Xp—1sXy- xn+1)'
Pretpostavio sam da su nezavisno promenljive x; =S (i=1,2, ..., n+1);

da je S polugrupa u odnosu na internu binarnu operaciju ,,-“ i da za tu
operaciju postoji jediniéni elemenat e (€ S). Za nepoznate funkcije F i f sam
pretpostavio da uzimaju vrednosti iz jedne aditivne Abelove grupe M u kojoj
jednadina (n+1)X=A za svako A< M ima jedinstveno reSenje po X € M,
naime X=A/(n+1). MoZe se dokazati da iz poslednje pretpostavke sleduje
da takode i jednadina

mkX = A (m|(n+1); kEN)

za svako A € M ima Jedmstveno reSenje po X. Ovu posledicu sam koristio
u dokazu i bez pozivanja na nju.

Eliminacijom funkcije F, sveo sam jednadinu (2.1) na cikliénu jednadinu
(2.2) S (X1, Xas o vvs Xnegs X Xng1) £ (Xay Xgy oy Xy Xppq- Xq)

Fo o (Xp1s X1, Xay ooy Xn—gs Xp—q - Xn)=0.

Ovo je upravo ona jednacina koju smo posmatrali prof. D. S. Mitrinovi¢
i ja u &lanku [8]. U tom ¢&lanku navedena su izvesna reSenja jednaline (2.2),
ali u opStem sluéaju nije utvrdena priroda tih reSenja. U &lanku [3] dokazao
sam da je reSenje koje je navedeno u [8] opSte ako je n=3.

Ovde sam nastavio rad na ispitivanju karaktera onih refenja jednadine
(2.2) na koje je ukazano u [8]. Dokazao sam da su ta refenja opSta i u
sluCajevima n=5 i n=1.

Ovo mi je sugeriralo da pretpostavim da su ta reSenja opsta i u sluéaju
proizvoljnog neparnog n. Da li je to tacno, zasada ostaje nepoznato. ‘

S obzirom na vrlo opste pretpostavke o S i M dokazi su elementarni
ma da vrlo dugaCki. Da bi se ovi dokazi ulinili §to preglednijim, uveo sam
relaciju ekvivalencije ~ u skupu funkcija E={f:S"—>M}. Pisano je g~h
(f,g € E) tada i samo tada ako funkcija g—# ima oblik

fl(tlat27 cee tn—l'tn)_fl(t2’139 e tn'tl)
n+1
2
+ 22 {foltyists, ooy taimy tayitstyuyi2y «ovs bneysty)
v=
_fv(tv+1atv+2’ ] tn’ tly sy tv—l'tv)}v

gde su f; proizvoljne funkcije naznalenih argumenata.
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U istom cilju, umesto f(xy, x,, X3, X4, X5, Xg, X7° xg) pisano je samo
1234567 -8 i slitno u drugim slufajevima. Drugim re¢ima, izostavljana su
slova f 1 x, zapete i zagrade.

3. U treéem delu posmatrao sam viSe klasa funkcionalnih jednadina u
realnom podruju. Evo tih jednalina:

(31) F(x9y: Z)_F(ya Z, x) =f(x,y+z),
(3.1 bis) S y+2)+fz+x)+f(z,x+y)=0,

mintp
(32) 'Zl c- F(x1+--~+xm, X1 T oot X Xpner+ - - '+xm+n+p)=0’
minip
(3.3) 2 C L F(xy+Xateoot Xy Xons1 + Xmaat oo+ Xpen) =0,
i=1

m-ntp
(3.4 '21 CLFi (X + X+ oo Xy X1+ X+ o oot Xpa ) = 0.
=

Ovde je C cikli¥ni operator, perioda m+n+ p, koji je definisan pomoéu
jednakosti

Cf(xla Xos - et xm+n+p) :f(x2a Xgs + -5 Xmtntps xl)’

gde je f proizvoljna funkcija.

Jednadina (3.1) je specijalni sludaj jednadine (2.1) iz drugog dela teze
(naime ovde je S=M =R, a operacija ,,-* sabiranje). Ova jednalina se svodi
na (3.1 bis). Jednadinu (3.1 bis) reSio sam u élanku [4] pod pretpostavkom
da je funkcija f neprekidna. Koristeéi opite reSenje Cauchyeve jednaline, ovde
sam formirao opSte reSenje jednadina (3.1) i (3.1 bis).

Jednatinu (3.2) reSio sam u é&lanku [5] pod pretpostavkom da je funkcija
F neprekidna.

Jednatine (3.3) i (3.4) ovde se prvi put pO]aVIJUJu Prva se svodi na
Cauchyevu jednadinu te sam na taj naéin odredio njeno opSte reSenje. Jednacina
(3.4) je, izgleda, znatno komplikovanija. Zato sam posmatrao samo jedan njen
partikularan shicaj i to kada je m=2 i n=p=1. Pretpostavljajuci tada da su
funkcije F; (i=1, 2, 3,4) neprekidne, dobio sam opSte reSenje te jednaline.
Sve ove funkcije su polinomi drugog stepena po dvema promenliivim pri emu
koeficijenti zadovoljavaju izvesne uslove.

Na kraju Zelim da istaknem d&injenicu, da me je prof. D. S. Mitrinovié
podstakao na naulni rad u matematici i posebno u ovoj oblasti. Profesor
Mitrinovi¢ je takode prodiskutovao sa mnom plan teze, proitao prvu verziju
rukopisa i dao niz saveta i sugestija koji su znatno poboljsali tekst.
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1
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I DEO

GENERALIZACIJA JEDNOG REZULTATA DO KOJEG SU DOSLI
ACZEL, GHERMANESCU I HOSSZU

1. Neki rezultati Aczéla, Gherminescua i Hosszia

J. Aczél, M. Ghermdnescu i M. Hosszi u svom radu [2] On cyclic
equations posmatrali su osnovnu cikli¢nu funkcionalnu jednacinu
(1.1) F(xy,sxg, ooy X))+ F (X, X3, ovvs Xy X))+ ..
FF(XpsXyy oovs Xpop)=0
kao i iz nje izvedenu jedna&inu
(1.2) Fxy, x5, ooy X))+ F (X5, Xg, vy Xpp)F--.
+ F(Xp—pits Xn—ptas + o> Xn) FF(Xnepras Xnepigs »ovos X X))+ 0.
+ F(Xn, X0, ooy Xpm1)=0,
gde su p i n (p<n) dva proizvoljna pozitivha broja.
U navedenom radu oni su formulisali tri teoreme od kojih druga glasi:
Opste reSenje funkcionalne jednaline (1.2), ako je n=2p—1, glasi

(1.3) Fy,xg, «oos Xp)=f (X1, X2, oy Xp1)—f (X3, X5, -0y Xp)
Ova teorema, kao i druge dve, dokazana je pod slede¢im pretpostavkama:
1° x;,€8@(=1,2, ..., n) gde je S proizvoljan neprazan skup;
2° Funkcija F uzima vrednosti iz jedne aditivne Abelove grupe M;
3° Za grupu M pretpostavija- se da u njoj jednalina mX =4 (X, 4 < M),
za svako m<n(m € N), ima jedinstveno reSenje X=A4/m.
Treta teorema, koja se odnosi na jednadinu (1.2) u slucaju p<<n<2p—1,
dokazana je u pomenutom ¢&lanku samo na jednom primeru. M. Hosszli [7].

je dokazao jednu teoremu koja generali§e rezultate dveju spomenutih teorema.
Taj generalniji rezultat je dobijen pod istim pretpostavkama 1°, 2°, 3°.

2. Prvo uopStenje

U ovom paragrafu naéi éemo opste resenje funkcionalne jednaline (1.2)
za n>2p—1, gde su uzete u obzir samo pretpostavke 1° i 2° iz prethodnog
paragrafa.
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Teorema 1. Pod pretpostavkama 1° i 2° opste reSenje funkcionalne
Jednacine (1.2), za n=2p—1, je

2.1) Fxp, %0, ooy Xp)=f (X1, %5, o0, Xp—))—f (Xa,Xg, .., Xp)+ A4,

gde je [ proizvoljna funkcija (posmatranog tipa) i A proizvoljan element iz M
za koji je nA=0.

Dokaz. Zamenom se moZe proveriti, da svaka funkcija F oblika (2.1)
zaista zadovoljava funkcionalnu jednaginu (1.2). Ostaje da se dokaZe obrnuto,
tj. da iz (1.2) sleduje da funkcija F ima oblik (2.1). Da bismo to udinili,
poci ¢emo od jednacine (1.2).

Neka je ¢ proizvoljno fiksirani element iz skupa S. Pretpostavljajuéi
da je n>2p—1 i stavljajuci

Xpi1=Xpia=-..=Xn=0,
jednagina (1.2) dobija oblik
(2.2) F(xy, Xg, oovy X))+ F(Xa, X5, o0y Xp,0) 4.0
+F(xpc,cy ooy, O)+(m—2p+1)F(c,c, ..., ©)
+F(c,c, ..., c,x)+F(c,c, ..oy €, %1, %)+ ..
+F (€, %y, X5, -y Xp—y)=0.
Stavljaju¢i u poslednjoj jednakosti x,=c, dobija se
(2.3) Fxp,Xo, ooy Xpog, O+ F(Xy Xg, o vy Xpeg,C,C) 4.0
+F(xp—1,¢,¢y v, Q)+ (—2p+2)F(c,c, ..., C)
+F(c,c, .., Cox)+F(c,cy ooy €,X4,X9) ...

+F(c,xy, X5, «.., Xp—y)=0.
Oduzimanjem jednakosti (2.3) od (2.2) i sredivanjem dolazi se do
relacije

(2.4) F(Xy,Xg, ooy X)) =F (X1, X3, « ooy Xpoq,€)—F (X, X5, «vvy Xp,0)
+ F(Xg, Xgs vvvy Xpo1,€,0)—F(x3,%X4, ..., Xp,¢,0)
+...
+F(x,—1,¢,¢, ..., O)—F(xp,c,c, ..., )
+F(c,e, ..., C).

Uvodeéi notacije

(2.5) f(xy, %05« vy Xp) = F (X3, X9, <.y Xp—y1,0)

+F(Xg, Xgy vy Xpogs €, )+ oo+ F(Xpog,6,€5 o0y ©),

(2.6) A=F(c,c, ..., ¢),
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relacija (2.4) dobija upravo oblik (2.1). Element A (€ M) zadovoljava uslov
nAd =0, §to se zakljuCuje stavljajuéi u jednacini (1.2)

Xy =Xp=...=X,=C.

Ovim je zavrien dokaz teoreme 1.

3. Drugo uopstenje

Ovaj paragraf posveticemo daljoj generalizaciji jednagine (1.2). Naime,
posmatracemo funkcionalnu jednacinu

3.D Fi(x,%e, ooy X))+ Fa(Xg, %5, o0y Xpp)+. ..
+ Fuept1 (Xn—p1> Xn—ptas «-«s Xn)
+ Fye pra(Xneptas Xneptas ++os Xny X))+ ...
+ Fy (X X1, ooy Xp-1)=0 (p<m),

pod pretpostavkama 1° i 2° iz paragrafa 1 (pretpostavka 2° vaZi za svaku
od funkcija Fy).

Teorema 2. Opite refenje funkcionalne jednacine (3.1), za n>2p—1,
dato je formulama

Fi(xl’xza LR xp):fi(xl,xz’ v xp—l)—fi+1(x29x3’ v xp)
3.2) (i=1,2, ..., n—1),
Fo(x1,%2, ooy Xp)=fn(x1,%X2, ooy Xpo)—f1 (X2, X5, «0vy Xp),

gde su f;(i=1, 2, ..., n) proizvoljne funkcije definisane na skupu S, sa vred-
nostima iz M. .

Dokaz. Radi uproiéenja, smatracemo da je
F=Fiyn > Xi=Xian-
Koriste¢i te konvencije, jednacini (3.1) moZemo dati oblik
(3.3) Fi(xis Xip1s oo o0 Xipp—1) + Fiy (i Xivas v Xigp) o0
+E+n—p (xi+n—p, xi+n—p+1a DRI xi+n—1)
+ Fitn—pt1 Xitn—p+1s Xidn—pt2s + -5 Xitn—1> %)+ ...
=+ Fi+n—1 (xi+n—1’ Xiy oo xi+p—2) =0.
Stavljajuéi u (3.3) |
Xigp=Xitp+1=---=Xi4n—1=0,

gde je ¢ proizvoljno fiksirani element iz S, dobijamo
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(34) Fi (61, Xis1s -« - Xipm1) + Fipg (Kide1:Xias <« 5 Xibpe1s ©)
+ Fiio (Xitos Xitgs -+ o5 Xigp—1,€,€6)+. ..
+F}+R_1(xi+p_1,c,c, ces O+ Fp(e,e, ool 0
+F,~+,,+'1(c,c, s Ot F (e, oL, 0
+Fiinpi1(€sc, ooy €, X))+ Fiyu_pra(Cycy ooy €, %, Xigq)
+ oo+ Fippy (€5 X, Xigqs oo o5 Xipp—g)=0.
Ako se u (3.4) stavi x;y,-;=c, dolazi se do jednaCine
(3.5) Fi(Xis Xitas <+ s Xigpg> O+ Firy (Xigys Xitas oo Xitpp, €, )+ .00
+Fippa(Xitp-2,€,€5 vy OFFryppy(c,c, ooy ©)
+Fplese, oony O+ oo +Fiy,p(c,e, oiny ©)
+Fipn—pt1(€5¢ ooy 6, X))+ Fipnpia(€,€5 ooy €5 X5, Xipy)
+ oo+ Fyneg (€ X0 Xit1s + o e Xippg) = 0.

Oduzimanjem jednakosti (3.5) od (3.4) i sredivanjem, dolazimo do
relacije

(3.6) Fi (Xis Xivas - oo Xitp-1) = Fi(Xi, Xig1, o0 Xigp—g, €)
—Fity (Xig1> Xitas «o o5 Xitp—1,C)
+ Fip1 (Xit1s Xitas - o5 Xizp—2,€,C)

—Fi 12 (X2, Xigas evvs Xigp—1sC5C)
+ .

+Fi+p-2(xi+p—2»c’c’ RS C)

_Fi+p—-1 (xi+p—1a CrCy vney C)

+E+P—1(C’07 LR c))
koja vaZi za svako i=1,2,..., n.

Uvedimo notacije

3.7 g (X1, %9, ooy Xpo)=Fi (X1, X2, ..., Xp_1,0)
+Fp (X Xgy ooy Xp—1,C0)+ ...
+Fiip—a(Xp—1,66 ..., ©),

(3.8) Ai=F i p-1(cc, ..., 0©).

Koriste¢i konvenciju F,=F;.,, zakljuéujemo da je takodje g;=g;i ..
Konstante A4; (€ M) zadovoljavaju uslov

(39) A1+A2+ +An’:0,
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jer se on dobija iz jednadine (3.1) ako se stavi x; =x,= ... =x,=c. Na osnovu
(3.7 1 (3.8), umesto (3.6) moZemo pisati

(3.10) Fi(x1, %9, ooy Xp) =8i (X1, Xa, ooy Xpp)—8ig1 (XasXgs -0 vy Xp)+4;
(i=1,2, ..., n).

Na kraju, uvodeéi funkcije

f1=g19

f2=g2—‘A1a

f3:.g3;A1—A25
ﬁt;gn_—Al_A2_ cer —Ap-q,

i koriste¢i se relacijom (3.9), zaklju¢ujemo da funkcije (3.10) dobijaju oblik

(311) Fi(xbxza e xp)zfi(xl’xz, e xp—l)—ﬁ+1(x29x3’ ey xp)
(i=1,2, ..., n)

gde se podrazumeva da je f1=fn+1.

Kako je oblik (3.11) identiCan sa oblikom (3.2), dokazali smo da iz
(3.1) sleduje (3.2). Obrnuto tvrdjenje, tj. tvrdjenje da funkcije (3.2), pri
proizvoljnim f;, zaista zadovoljavaju jednadinu (3.1), moZe se proveriti zamenom.

Ovim je zavrien dokaz teoieme 2.

U sludaju p<n<2p—1 nismo mogli da dodemo do teorema koje su
analogne teoremama 1 i 2.



II DEO

FUNKCIONALNA JEDNACINA

F(xlyxZa ey x,,+1)—F(x2,x3, tees xl):f(xl,xz, sees xn'xn+1)

1. Egzistencija refenja

Neka nezavisno promenljive x; pripadaju skupu S u kome je definisana
interna binarna operacija ,,-““. Za ovu operaciju pretpostavljamo da je aso-
cijativna i da ima jediniéni element e (& S); drugim reéima pretpostavljamo
da je S polugrupa sa jedinicom.

Pretpostavljamo da nepoznate funkcije F, f uzimaju vrednosti iz jedne aditiv-
ne Abelove grupe M. Za grupu M pretpostavljamo da jednadina (n+ 1) X=4
(X, 4 € M) ima jedinstveno reSenje X=A/(n+ 1). Iz toga sleduje da takode i
jednadine m¥X=A(m|(n+1), k€ N) imaju u M jedinstveno refenje po X.

Problem se sastoji u odredivanju svih moguéih parova funkcija (F, f)
za koje je

(1.1 F(xys X, «ovy Xgs)—F (X5, X5, +ovs Xnt1sX1)
=f(x15x2: ] xn—-laxn'xn-i-l) (neN)

Dokazimo da za svako n (€ N) postoje netrivijalna reSenja funkcionalne
jednacine (1.1).
Zaista, neka je

(1.2) F(ty,ts, vy taty)

i ,
= ZCfoltitar s tar)
.

LY PN T VRN SEPYY SEPEY AE)

ntl

[ 2 ]v—l . ’

+ 22 .zoclfv (11,12, ey tn—-v‘tn—v+1atn—v+2’ tees tn'tn+l)’
v= i=

(13) f(tlyt2a v tn)

:fl(tl’tz, CEEY tn—l'tn)—fl(t2’t3’ cees tn'tl)
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n+1

+

2
+ 22 {fv (tistas ooy tpev byt 1 tuvins oo ool
V=

—fo (hsts tog2s ovs Inytyy oo bt oty )}

n+1

gdesu foif, (v=1,2, ..., [T] ) proizvoljne funkcije koje uzimaju vrednosti

iz grupe M. Ako je n=1, na desnoj strani formule (1.2) treba zadrZati samo
prvu s1gmu a ako je n=2 tu sigmu i &lan sa f;. Na desnoj strani formule
(1.3), ako je n=2 treba zadrZati samo dva ¢lana sa f;, a ako je n=1 treba
smatrati da je desna strana jednaka nuli. Slovo C, u formulama (1.2) i (1.3),
oznafava cikli¢ni operator, perioda n-+ 1, koji je definisan pomocéu jednakosti

(14) Ccp(tl’t% L tn+1)=(p(t2at33 v tn+1’ t1)7

gde je ¢ proizvoljna funkcija.

Dokazacemo da funkcije F i f koje su definisane jednakostima (1.2) i
(1.3) zadovoljavaju jednadinu (1.1).

Najpre imamo

(I_C) §Ocvf0(t1,t25 e tn+1)

~(1—0) ZCv,
v=0

il
I Mx

C fo=Z O S,
0

v v=

nt1

- ZC"fo—EC fo

:fO——Cn_i_l f0
=0.
Zatim je
v—1 X
(I—C) 20 Cl f;,(tl, tz, se ey tn~v'tn—v+1,tn—v+2, PRI tn‘t,,+1)
foe

v—1
~(1—C) = C'f,
i=0
1 i v—1 i
-3 Cf,— 3 C*f
i i=0

=2 Cf—Z Cf
i i=1
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=f—C £
=fy(ty, tas -ooy bney bncvils Lnmvias ooy In-lysn)
—fotvrts torzs oy talntrs Bus woes Bt by )
Stoga iz (1.2) sleduje
(1.5) (1—C) F(xy, Xa) -+ » Xni1)

=fi (X1, Xa, «viy Xpo1- Xp Xpg1)—f1(Xa, X35+ oy Xpw Xpi1- X1)
ntl
2

+ Ez{ﬁ, (X1, Xs. ovy Xnv Xneyrls «ov » Xn* Xpt1)
v=

'_f;; (-x\u,-ls Xut2, «ves X Xpgys X1 o0 oy Xya1 Xy )}

1z (1.3) dobija se

(16) f(x1)x2’ cees Xp—1, xn'xn+1)
=f1(X1, X, ooy Xuoy Xn Xpa1)—S1(X2r Xgs vy X X1 X1)
n+l

2
+ X LA (X, X, ceey Xnevr Xnevils Xnovi2s < s X' Xpt1)
y=2

—ﬂ (xv—i-ls Xyg2s ooy Xp Xpt15X15 ooy Xyl xv)}-
Uporedivanjem formula (1.5) i (1.6) zaklju¢ujemo da je

(1—C) F(x1, Xz, «vvy Xup1) =S (X9, Xa, «ory Xpr Xpyq)-

Primedba: Gornje granice zbirova u formulama (1.2) i (1.3), u kojima se sumacioni
. < . Loy [l . s .
indeks oznafava sa v, nisu morale biti ba§ [—2 ], ve¢ su mogle biti i vede, na primer n.

Ali, kao $to ¢emo pokazati, svi ti dopunski ¢lanovi mogli bi da se pridruze onim &lanovima koji
ve¢ figuriSu u tim zbirovima. Posmatrajmo, na primer, u sumi koja se javlja u (1.3), one
sabirke koji bi se dobili za v=k i v=n+1—k, gde je

1
k=2,3, ..., [%], naime

(L.7) fk(tl’tz’ cees In—ktln—k41s o e tn)
—Jfi ks e oo Ity ooy TomyoT) (v=k)
(1.8) fn+1—k sty ooy Bty oo tn)
—~fnt1—k Unta—ks o5 tnstis ooy In—g In—g41) (v=n+1-k).

Ako uvedemo novu funkciju

[

gk tstas ooy fe—1sths - oy tn—y)

= —fnt1—k Gkstht1s ~++» tn—1s tistys vovy T—q)
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izraz (1.8) dobija oblik
Sk (tstys o5 In—g tn—k+1s + o5 1)
_gk(tk+1’tk+2’ ey Inytyy ooy tk_1~tk)

koji se moZe saZeti sa izrazom (1.7) u samo jedan izraz istog oblika. Za to je dovoljno
uvesti umesto funkcije f; novu funkciju fk+gk.
Isto rezonovanje moZe se primeniti i na formulu (1.2).

Posebno navedimo tri najjednostavnija sludaja n=1, n=2 i n=3. Zamenjujudi vrednosti
za n u (1.1), (1.2) i (1.3), dobija se

1° Za n=1,
a9 F(xy, x;)—F (%y, X1) =f (%1 Xy),
(1.10) F(ty, t)=fo(t1, ) + [y (15, 1),
(1.11) f({t)=0;
2° Za n=2,
1.12) F (X1, Xg, X5)—F (x5, X5, %) =f (X1, X5+ X5),
(1.13) F(ty, ty,t)=fo(ty. bty ta)+ 1o (tys ta, )+ o (8. £y, 8 )
+ it ty-t3),
.14 ft)=f - t)—f1(t 1)
3° Za n=3,
(1.15) F(xy, %5, %g, %) —F (X5, X3, X4, X1) =f (%1, X3, Xg:Xy) ,
(1.16) v F(ty,ty, ta, t)=fo (1, ta, b3, t) + 1o (85, ta, 84, 1)

o (g tas tys t) +fo By, tis by, t3)

+fi(t, bt 1)

(b ty, ts-t)+ (8 13, 1,0 1)),
(1.17) Sy, by, t)=fi (b, by 1) —f1 (85, 15 1)

+fi (01 1y, 1) — Sy (g, 11 1)

2. Svodenje na jednadinu sa jednom nepoznatom funkcijom
DokaZimo slede¢i rezultat:
Lema 1. Da bi funkcionalna jednadina
(2'1) (1—C) F(xla Xas ovs xn+1)=g(x1’ Xgs ooy xn+1)
(F nepoznata, g pozmata funkcija) imala bar jedno reenje, potrebno je i dovoljno

da funkcija g ispunjava uslov

(2.2) z Cvg(xl,x29 sy xn+1):0'

v=0
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Dokaz. a) Uslov je potreban.
Primenom operatota C¥, iz (2.1) dobijamo

(CV_CV+1)F(x1’x2’ LR xn+1)=cvg(x15x29 s xn+1)a

za svako v=0,1,2, ..., n Sabiranjem ovih jednakosti dobija se uslov (2.2).
b) Uslov je dovoljan. Ovo sleduje iz rezultata koji su dobili Aczél,
Gherminescu i Hosszu (videti [2]).
Napomenimo samo, da se jedno resenje F, jednadine (2.1), kad je uslov
(2.2) ispunjen, moZe napisati u obliku

1 n v—1 _ .
(2.3) Fo(x1, % s Xps)=—7 3 % Cg(xy, X2y o0y Xpt)
r+l 10
n—=1 pj
= EO - Cig(Xy, Xay vy Xpi1)

O ovome videti [7] i [10L

Lema 2. Ako funkcija g zadovoljava uslov (2.2) i ako je F, jedno reienje
Jjednacline (2.1), opste reSenje te jednaline je

F(xl,xz, e x,,+1)=F0(x1,x2, ey x,,+1)
+CyC”+1f0 (xls Xas «ens xn+])’

gde je f, proizvoljna funkcija i Cyc"t! operator definisan sa

n
2.9 Cyc'ti= T Cv.
v=0
Dokaz. Na osnovu pretpostavki je
(l—C)F(xla Xay +ouy xn‘l—l):g(xl’ Xgs ooes xn+1),
(1 —=C) Fy(x1, X35 -+ Xpr) =8 (X5 X3, -5 Xnt)-

Oduzimanjem ovih jednakosti dobija se

F(xy,Xay ovvs Xppr)—Fo(or, Xgs ooy Xpg1)
=ClF (X1, Xy +vv» Xpr)—Fo (X1, %5, « .oy Xyl
Odavde sleduje (videti [10])
Flep, X9, oy Xpy)—Fg (X1, X5 - vy Xyt
=Cyc 1 fo (X1, X35« .5 Xnt1)s

gde je f, proizvoljna funkcija.
Ovim je dokaz zavr$en.
Teorema 1. Ako funkcije F i f zadovoljavaju jednacinu (1.1), tada je

(2.5) Cyc" 1 f (%1, X5 + -+ s Xp—15 Xp* Xnt1) =0,
i obrnuto, ako funkcija f ispunjava uslov (2.5), postoji funkcija F takva da vazi (1.1).
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Ova teorema sleduje direktno iz leme 1.

Primenom formule (2.3) i leme 2 moZe se odrediti opSte reSenje jed-
naéine (1.1) kada je poznato opSte reSenje jednadine (2.5). Time je reSavanje
jednagine (1.1) svedeno na refavanje jednaéine (2.5), u kojoj se javlja samo
jedna nepoznata funkcija f.

Primedba. Hronoloski posmatrano, jednalina (2.5) je prethodila jednaini (1.1). Na
jednadinu (2.5) ukazano je u Clanku [8], gde je prvi put konstatovano da funkcija (1.3) za-

dovoljava tu jednalinu. Tek kasnije je primeéeno da je pogodnije posmatrati jednadinu (1.1)
ma da ona sadrZi dve nepoznate funkcije, jer je ona vrlo jednostavnog oblika.

Jednadina (2.5) dobijena je iz jednaCine (1.1) eliminacijom nepoznate funkcije F. S
druge strane, moZe se iz jednaline (1.1) eliminisati nepoznata funkcije f-
Zaista, ako u (1.1) stavimo x,4,=e (=Jjedini¢ni element), dobija se

(2.6) flx, X, 000y Xp)
=F (X1, X5 ovvs X580 — F(Xg, X3, «..y Xp,€ X))
Zamenom funkcije f iz (2.6), jednadina (1.1) postaje
2.7 F(xp,Xgs ooy Xpp1) — F(Xy5 Xgy + v o5 Xpty,Xq)

=F(x1,x2, veey Xp—15sXp  Xptq, e)—F(x27 cees Xyt Xptys €, X)
Problem reSavanja jednaline (1.1) sveden je sada na reSavanje jednadine (2.7). Ako
pretpostavimo da je jednacina (2.7) reSena, funkcija f dobija se iz (2.6).
Jednatina (2.7) je na prvi pogled prostija jer sadrzi samo Cetiri ¢lana pri proizvoljnom
n, dok jednadina (2.5) ima n+1 ¢lanova. Medutim, svi rezultati koji ¢e biti u daljem
izloZzeni dobijeni su iz jednaline (2.5) a ne iz jednaCine (2.7).

3. Glavni rezultati

Sluéaj n=1. Jedna&ina (1.1) ima oblik (1.9) i njeno opste reSenje dato
je formulama (1.10) i (1.11), §to je sasvim jednostavno za proveravanje.

Slucéaj n=3. U ¢lanku [3] dokazana je, pod pretpostavkama navedenim
na poletku ovog odeljka, sledeca teorema

Teorema 2. Opste reSenje funkcionalne jednacine

(3.1) f(xl'.X2' -..‘Xp,xp+1' ""x2F7x2P+1' ...'x4p)
+f (K- Xg+ oo Xppr, Xpret oo Xapiis Xpprat - .-t Xgpo X1)
+
Ff (Kap X1 oo Xy Xpr e Xapo1, Xppt o e Xy p—1) =0

Jje funkcija
1.17) F s ta, tg) =fi(ti, ta- ty) —f1(tas t3- 1) +fa (ty - B B3) —fo (B 1y - 1a),

gde su f, i f, dve proizvoljne funkcije.
Za n~=3 jednadina (2.5) ima oblik

(3.2) S (1 X, X3+ Xg) 4+ [ (Xa, X5 X4 - Xy)

S (Xg5 Xy > X1 X) + S (Xg5 X1, X3 - X3) =0,
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tj. identi€na je sa jednafinom (3.1) za p=1. Prema teoremi 2, opite re$enje
jednaline (3.2) je dato sa (1.17). Na osnovu raduna izvedenog u § 1 zaklju-
¢ujemo da je funkcija

Fy(tistastg,t) =filti, ta-ty- 1) +fa (b - ta, by t) + fo (B2 - 13,04 1)

jedno partikularno refenje jednadine (1.15), gde je f definisano sa (1.17).
Primenjujuéi lemu 2, dobija se opsSte reSenje jednadine (1.15) po F u obliku

F(t19t2>t3st4):Fo (t19t2>t35t4)+cyc4fo (tl’t2’t3’t4)7

gde je f, proizvoljna funkcija. Poslednja formula se poklapa sa formulom
(1.16).

Dakle, dokazali smo da je (1.16) i (1.17) opste refenje funkcionalne
jednaéine (1.15).

Slucajevi n=5 i n=7. U sledeéa dva paragrafa dokazatemo da je opSte
reSenje jednadine (1.1) u ovim sludajevima dato formulama (1.2) i (1.3).
Dokazi su prili¢no glomazni,

Shiéaj n=2. ReSenje jednatine (1.1) dato formulama (1.2) i (1.3) nije
u ovom sludaju opste.

Da bismo se u to uverili, dovoljan je sledeéi primer. Neka je S=M =R
i neka je ,.-< operacija sabiranja realnih brojeva. Jednacina (2.5), za n=2,
ima tada oblik

S s Xa+ Xg) + f (X9, X34 X0) +f (X3, X1 + Xp) = 0.

Ova jednaCina bife detaljno ispitana u sledeem odeljku. Njeno opSte redenje
je dato sa (3.1.8). Medutim, formula (1.3) tj. (1.14) daje samo trivijalno
reSenje f(x,»)=0. Ovim je naSe tvrdenje dokazano.

Ovi rezultati nam sugeriraju da pretpostavimo da je reSenje jednaZine
(1.1), dato formulama (1.2) i (1.3), opSte za n neparno i da nije opSte za n
parno. Ne znamo §ta uslovljava ovu razliku izmedu sluéajeva kada je n parno
i sludajeva kada je n neparno. Medutim, mogu se navesti neki formalni razlozi
za to. Prvo, broj proizvoljnih funkcija koje figuriSu na desnoj strani relacije
(1.3) je za neparno n ve¢i od n/2, a za parno »n on je bas jednak n/2.
Znadi kad je n parno, da ne postoji ,,dovoljan“ broj proizvoljnih funkcija u
reSenju (1.3). Drugo, postoji jedan razlog zbog koga se ne moZe dokaz iz
sluajeva n=1,3,5,7 preneti na slufajeve kada je n parno. Taj razlog Ce
biti naveden u sledeéem paragrafu.

Cak i pri dopunskoj pretpostavci da je operacija ,,-“ komutativna,
navedeno reSenje jednadine (1.1) u slufaju parnog s nije opste. Ovo sleduje
iz ve¢ navedenog primera.

Opsti dokaz u sludaju neparnog »n nismo na$li, ali izgleda da se isti
metod dokaza (koji je primenjen u slucajevima n=15 i n=7) moZe primeniti
1zan=9, 11, ...

Generalizacija. Umesto funkcionaln: jednagine (1.1) moZe se posmatrati
jednacina
(3.3 F(x1,Xg, ooy Xpa1)—F (X9, X5, <oy Xpi1sXy)

. :f(xl’xza cees X1 Xit X1 Xietgs oo v s xn+1)
gde je 1<k<n.

~
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Za k =n jednadina (3.3) je identi¢na jednacini (1.1). Za 1 < k< n, jednadina
(3.3) se svodi na jednadinu (1.1). Zaista, ako stavimo

F(xl’x25 ses xn+1):G(xk+29xk+35 cees Xpp1s X1 Xgs oo xk+1)9

F Xy ooy X)) =8 (Xka1s Xuras o5 XnsX1sXas «ovs Xp),

jednadina (3.3) dobija oblik

G (Xpgz> Xig> «+os Xni1sX15 Xy « ooy Xpr1)
—G (Xpt+3,Xkrqs -+ > Xnt1s X105 X2s + o v s Xpp1s Xito)
=g(xk+2axk+3’ ooy Xpp1s X1, Xy ey xk—lyxk'xk+1)'

Na kraju, ako stavimo
Xepe =11 X3 =1ta, s Xnt1=Ints X1 = ln—it1s - o5 Xpt1 = lnsrs
prethodna jednadina postaje
Gty ta ooy L)) =G (s ls, ooy Tngrs 1)
=g(tistas o ta1stntnty)s

tj. dobija ée jednadina (1.1) samo §to umesto slova F, f, x stoje respektivno
Ga &, 8

Primedba. Ako je S=M=R, mogu se na osnovu navedenih rezultata formirati mnogo-

brojni specijalni sluajevi jednadina (1.1) ili (2.5) za n=3, 5, 7. Dovoljno Siroka klasa asocija-
tivnih operacija sa jedini¢nim elementom data je sa

xy=0(@ 1)+ ),

gde je o proizvoljna neprekidna strogo rastuéa funkcija definisana na Citavoj realnoj osi a
¢—! njoj inverzna funkcija. Jedini¢ni element ove operacije je ¢ (0).

O ovome detaljnije videti knjigu [1].

4. ReSavanje funkcionalne jednadine u slu¢aju n=5

Funkcionalna jednadina (2.5) u ovom sludaju glasi
(41) Cycﬁf(xl,xz,xa,x4,x5~x6)=0.

Radi uproséenja formula, umesto f(x;, Xy, X5, X4, X5+ Xg) pisaCemo samo
12345.6 1 sliéno u drugim sluCajevima. Takode éemo upotrebiti sledece
skradenice

S, e, x5, X4, X5+ x) = 10345 - 6,

nf(xy, Xy, X3, Xg, X5) =1 (12345).

Drugim redima, izostavija se slovo f, zarezi i zagrade (,); umesto promenljive x;
pise se samo njen indeks i, a umesto jedini¢nog elementa stavlja se 0.
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Koriste¢i ove skradenice jednadina (4.1) dobija oblik

(4.1 bis) 12345-6+23456-1+34561-2+45612-3+56123-4+61234-5=0.
Teorema 3. 0ps'€e refenje jednacine (4.1) je dato sa (1.3) .
4.2) J (%15 X, X5, Xg, X5) = f 1 (%1, Xa, X3, Xg X5)—f 1 (X2, X5, Xg, X5 X1)
+f2 (15 Xg, Xg - Xy, X5)—Ff2(Xg, Xyg5 X5, X1+ X5)
+ S5 (%1, X X, Xg, X5)—f5 (Xg, X5, X1, X3 X3),

gde su fi, fs, fs proizvoljne funkcije.

Posledica. Iz teoreme 3 i rezultata iz § 1 sleduje da je (1.2) i
(1.3) opste resenje jednaline (1.1) u sluéaju n=>5.
Pre nego Sto predemo na dokaz teoreme 3, uvedimo sledeéu definiciju.

Definicija. Za funkcije g i h reéi cemo da su u relaciji~, tj. da je
g~h ako je njihova razlika oblika

8 (15 Xg, X3, Xg, X5)—h (X1, X3, X3, Xy, X5)
=f1 (%15 Xg, X3, Xg - X5)—f1 (Xa, X3, X4, X5+ X7)
+f2 (X1, Xa, X3+ Xy, X5)—f 5 (X3, X4 X5, X1+ Xp)
+f5 (%15 Xz - X3, Xg5 X5) —f5 (X4, X55 Xy, Xa - X3),

gde su f1,fs,f; pogodno izabrane funkcije.

Uvedena relacija je relacija ekvivalencije. MoZe se dokazati da iz g,~h,
i go~h, sleduje g,-+gy~h,+h, Takode iz 2" g~0(m < N) sleduje g~0.

Teorema 3 moZe se ukratko napisati
4.3) (4.1) < (12345 ~0).
Dokaz teoreme 3. Implikacija
(12345~0) => (4.1)
dokazana je u § 1. Ostaje jo§ da se dokaZe
(4.4) (4.1) = (12345~0).
Stavljajuéi u jednacini (4.1 bis) 6=0 (tj. x;=¢), dobijamo
(4.5) 12345 + 23451 + 34501 -2 + 450123 + 501234+ 01234-5=0.
Cikli¢kim permutovanjem nezavisno promenljivih, iz (4.5) dobijamo

—23451—34512—45102-3—51023-4—10234-5—-02345-1-0,
34512 + 45123 + 51203-4 + 12034- 5+ 20345-1 + 03451.2=0,
—45123—-51234—12304.5—23045-1—30451-2—-04512-3=0,
51234 + 12345 + 234051 + 340512+ 40512-3 + 05123.4=0.

2%
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Sabirajuéi poslednje &etiri jednakosti i (4.5), dobijamo

(4.6) 2 (12345) = —01234- 5—50123-4—45012-3—34501 -2
+02345-1+10234-5+ 51023-4 + 45102-3
—03451-2—20345-1—12034-5—-51203-4
+04512-3 +30451-2+23045-1+ 123045
—05123-4—40512-3—34051-2—23405-1.

Kako je
—01234-5+02345-1~0, 10234-5—20345-1~0,
—12034-5+23045-1~0, 12304-5—23405-1~0,

iz (4.6) izlazi
4.7 2 (12345)~—05123-4—50123-4 + 51023-4—51203-4

—03451-2 +30451-2—34051-2—34501-2
+04512-3—40512-3—45012-3 + 45102-3 .

Primenom formule (4.6) (ili preciznije, zamenom 1-3, 24, 3-5, 40,
5-1-2), dobijamo
—2(34501-2)=03451-2+1-20345+01-2034-5+ 501-203-4
—04501-2-3—30451-2—1-23045—01-2304-5
+0501-23-4+40501-2-3 + 34051-2 + 1-23405
—001-234-5—5001-23-4—45001-2-3—34501-2
+01-2345+001-234-5+5001-23-4+45001-2-3

§to je ekvivalentno sa

0=03451-2+1-20345 + 01:2034- 5+ 501-203-4
—04501-2-3--30451-2—1-23045—01-2304-5
+0501-23-4+40501-2-3 +34051-2 + 1-23405
+01-2345 +34501-2.

,,Sabirajuéi* poslednju jednakost sa (4.7), nalazimo

2(12345)~-—-05123-4—50123-4 + 51023-4—51203-4
+04512-3—-40512-3—45012-3 + 45102-3
+01-2345+1-20345—1-23045+ 1-23405
+01-2034-5+501-203-4 +0501-23-4 + 40501 -2-3
—04501-2-3—-01-2304-5 .
Kako je

—05123-4+01-2345~0, —50123-4+1-23405~0,
51023-4—1-23045~0, —51203-4 +1-23405~0,

iz prethodne formule sleduje
(4.8) 2(12345) ~ 04512-3—40512-3—45012-3 + 45102-3

+01-2034:5+501-203-4 +0501-23-4 +40501-2-3
—04501-2-3—01-2304-5.
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U cilju daljeg uproséenja desne strane ove relacije primeni¢emo formulu
(4.6) na prva cetiri &lana. Na taj nadin dobijamo

2 (12345)= —00451-2-3—2-30045-1—12-3004-5—512-304
+04512-3+00451-2-3 +2-30045-1 + 12-3004- 5
—0512-34—40512-3—04051-2-3—2-30405-1
+012-304-5+5012-34+45012-3 + 04501-2-3
—02-3045-1—102-304-5—5102-34—45102-3,

—2(40512-3)=04051-2-3+2-30405-1+ 123045+ 512-304
—00512-3-4—40051-2-3—2-34005-1—12-3405
+0512-34+00512-3-4 + 40051-2-3 +2-34005-1
—012-345—-5012-34—05012-3-4—40501-2-3
+02-3405-1+ 102-345 + 5102-34 +05102-3- 4,

—2(45012-3)=04501-2-3+2-30451 + 12-3045 +012-304- 5
—05012-3-4—40501-2-3—2-34051—12-3405
+0012-34-5+50012-3-4 +45001-2-3 +2-34501
—012-345—0012-34-5—50012-3-4—45001-2-3
+02-3451 + 102345+ 0102-34-5+ 50102-3-4,

2(45102-3) = —04512-3—2-30451—02-3045-1—102-304-5
+05102-3-4+ 405123 + 2- 34051 + 02-3405- 1
—0102-34-5—50102-3-4—45012-3—2-34501
+002-345-1+1002-34-5+ 5100234+ 451023
—02-3451—002-345-1—1002-34-5—-51002-3-4 .

Ako saberemo ove detiri jednakosti i svedemo izraz na desnoj strani,
dobijamo
2(04512-3—40512-3—45012-3 +45102-3)
=2(—012-345+102-345+ 12-3045—12-3405
+012-304-5+04501-2-3—-02-3045-1—102-304-5
—05012-3-4—40501-2-3 +02-3405-1+05102-3-4).

Odavde izlazi

2(04512-3—40512-3—45012-3 - 45102-3)
=04512-3—40512.3—45012-3 +45102-3
—012-345 4102345+ 12-3045—12-3405
+012-304-5+04501-2-3—02-3045-1--102-304-5
~05012-3-4—40501-2-3 +02-3405-1+05102-3-4.

Kako je
04512-3—-012-345~0, —40512-3 +102-345~0,
—45012-3 + 12-3045~0, 45102.3—12-3405~0.
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iz prethodne jednakosti sleduje
2(04512-3—40512-3—45012-3 + 45102-3)
~012-304-5+04501-2-3—02-3045-1-102-304-5
—05012-3-4—40501-2-3+02-3405-1+05102-3-4.

Mnozeéi relaciju (4.8) sa 2 i sabirajuéi je sa poslednjom relacijom,
nalazimo
4 (12345) ~012-304-5—04501-2-3—02-3045-1—102.304-5
—05012-3-4+40501-2-3+02-3405-1+05102-3-4
+2(01-2304-5+501-203-4 + 0501-23-4—01-2304-5).

Grupi$uéi ¢lanove na desnoj strani, imamo
4(12345) ~ (012-304-5—04501-2.-3) + (40501-2.3—102.304.5)
+(01-2034.5—05012-3-4) + (01-2034-5--02-3045-1)
+(02-3405-1—01-2304-5) + (05102-3-4—01-2304.5)
+2(501-203:-4+0501-23-4).
Kako je
012-304-5—-04501-2-3~0, 40501-2-3—102-304-5~0,
01-2034-5—05012-3-4~0, 01-2034-5-—-02-3045-1~0,
02-3405-1—01-2304-5~0, 05102-3.-4—01-2304.5~0,
iz prethodne relacije sleduje
(4.9) 4 (12345)~2 (501-203-4 + 0501-23 - 4).
Da bismo redukovali dalje desnu stranu ove relacije, poéi ¢emo od
jednakosti (4.5). Stavljajuéi u njoj 2=4=0, dobijamo
10305 + 01035 + 50103 + 05013 -+ 30501 + 03051 =0.
Odavde sleduje
50103 + 05013 = —10305-—01035—30501—03051,

3 (50103 + 05013) = (50103 — 10305) + (50103 —30501)
+ (05013 —01035) + (05013 —03051).

Zamenjujuéi u poslednjoj formuli 1 sa 1-2 i 3 sa 3.4, dolazimo do
3(501-203-4+0501-23-4) .

=(501-203-4—1-203-405) +(501-203-4—03-4051.2)
+(0501-23-4—01-203-45) +(0501-23-4—03-4051.2).

Kako je
501-203-4—1-203-405~0, 501-203-4—03-4051-2~0,

0501-23-4—01-203-45~0, 0501-23-4—03-4051-2~0,
iz poslednje relacije sleduje
3(501-203-4 +0501-23-4)~0,

tj.
501-203-4-+0501-23-4~0.
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Na osnovu toga, iz (4.9) dobijamo 4 (12345) ~ 0, odakle sleduje 12345~ 0.

Ovim je zavr§en dokaz implikacije (4.4) a samim tim i teoreme 3.

Primedbe. 1° Posto je u dokazu kori$¢ena samo jednalina (4.5), zakljuCujemo da je ta

jednacdina ekvivaientna jednadini (4.1).

2° Prvi korak u refavanju jednaline (4.5) sastojao se u formiranju jednakosti (4.6)

U sluéaju kada je n parno, ovaj prvi korak nije mogucée uliniti.

5. Resavanje funkcionalne jednacine u sluéaju n=7

Funkcionalna jednadina (2.5) u ovom slufaju ima oblik
(5.1 CycB f(xy, Xy, X5, Xy, X5, Xg, X7+ Xg) = 0.
Kao i u prethodnom paragrafu koristicemo upro$éene oznake:
Sy, Xg, Xg, X4, X5, Xg, X7) = 1234567,
S (x1. e, x5, X4, X5, Xg, X7 Xg) = 1034567 - 8,
nf(Xy, Xo, Xg X4, X5, Xg, Xp) =1 (1234567),

i sliéno u drugim slu¢ajevima.
Jednadina (5.1) moZe se napisati u obliku

(5.1 bis) 12345678 + 2345678 -1 + 3456781-2 + 45678123
+5678123-4 + 67812345+ 78123456 + 81234567 =0.

Teorema 4. Opste refenje jednacire (5.1) je dato sa (1.3), 4.
(5.2) S (X415 X, X5, Xg, X5, Xg 5 X7)
=f1(%1, Xg, X3, Xy, X5, Xg - X7) —f1 (Xa5 X3, Xy, Xg5» Xg, X7 X1)
2 (X1, Xo, X3, X5 X5+ Xg5 Xq)—f2 (X3, Xg5 X5, Xg» Xq5 X1 - Xp)
+ [ (X1, Xa, X3, Xg - X5, Xg, Xg)— 3 (Xg5 X5, Xg5 X7, X1 X3+ Xg)
+ 1 (X1, Xo, X5+ Xy, X5, Xg5 Xg)—F 4 (X5, Xg» X7, X1, X3, X3 - Xy),

gde su fy,fs,f3,f1 Proizvoljne funkéije.

Posledica. Iz teoreme 4 i rezultata iz § 1, sleduje da je (1.2) i

(1.3) opste resenje jednacine (1.1) u sluéaju n="17.

Pre nego §to predemo na dokaz teoreme 4, postavicemo sledecu

definiciju.

Definicija. Za funkcije g i h reéi éemo da su u relaciji ~, tj. da

je g~h, ako je wmjihova razlika oblika

8 (X15 Xp5 X3, Xg5 X5, X5 X7)—H (X1, Xg5 Xg, Xy, X5, X5 X7)

=f1 (X1, Xa, X3, Xg5 X5, Xg - X7) —f1 Xz, X3, Xy, X5, Xg, X7 X)
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+fa (X1, Xa, Xy, Xy, X+ Xg, Xg)—f 5 (X3, X5 X5, Xg5 X7, Xy * Xp)

+ S5 (%1, X, X3, X4+ X5, Xg, Xq) —f 5 (Xg, X5, Xg5 X7, X1, Xp - X3)

+ fa (%15 Xg, X3+ Xy, X5, Xg5 X7) —f 4 (X5, Xg, Xq, X1, Xa, X3+ Xy),
gde su f1,fas,fa,f1 pogodno izabrane funkcije.

Uvedena relacija je relacija ekvivalencije. MoZe se dokazati da iz g~
i go~h, sleduje g,+gs~hy+hy. Takode iz 2™ g~0(m < N) sleduje g~0.
Teorema 4 moZe se ukratko napisati

(5.3) (5.1) < (1234567 ~ 0).
Dokaz teoreme 4. Implikacija
(1234567 ~0) = (5.1)
dokazana je u §1. Ostaje da se dokaZe
5.4) (5.1) = (1234567 ~ 0).
Stavljaju¢i u jednadini (5.1 bis) 8=0 (tj. x3=¢), dobijamo

(5.5) 1234567 + 2345671 + 3456701 -2 + 4567012-3
+5670123-4 + 67012345 + 70123456 + 0123456 7=0.

Ciklickim permutovanjem nezavisno promenljivih, iz (5.5) dobijamo

—2345671—3456712—4567102-3—5671023-4
—6710234-5—7102345- 6—1023456-7—0234567-1=0,

3456712 + 4567123 + 5671203 -4 + 6712034.5
+7120345-6 + 1203456 7 + 2034567+ 1 + 0345671-2=0,

—4567123—5671234—6712304-5—-7123045-6
—1230456-7—2304567-1-—3045671-2—0456712-3 =0,

5671234 + 6712345 + 7123405 6 + 1234056- 7
+ 2340567 1 + 3405671-2 + 40567123 + 0567123-4=0,

—6712345—7123456—1234506-7—2345067- 1
—3450671-2—4506712-3—5067123-4—0671234-5=0,

7123456 + 1234567 + 2345607 - 1 + 34560712
+4560712-3 + 56071234 + 6071234-5+ 0712345-6=0.

Sabiranjem poslednjih Sest jednakosti i (5.5), dobija se

(5.6) 2(1234567)= —0123456-7—7012345-6—6701234-5
—5670123-4—4567012-3—3456701-2
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+0234567-1+ 10234567+ 7102345-6
4-6710234-5 + 56710234 + 45671023

—0345671-2—2034567-1—1203456-7
—7120345-6—6712034-5—5671203 -4

+0456712-3 + 30456712 + 2304567 -
+1230456-7 + 7123045-6 + 6712304

W -

—0567123-4—4056712-3-—-3405671 -
—2340567-1—1234056-7—7123405 -

DN N

+0671234.5 + 5067123 -4 + 4506712 -
+3450671-2+2345067-1+ 1234506-7

w

—0712345.6—6071234-5—5607123-4
—4560712-3-—3456071.2--2345607 - 1.
Kako je
—0123456-7 + 0234567 -1~0, 1023456 -7—2034567-1~0,
—1203456-7+ 2304567 - 1~0, 1230456-7—2340567-1~0,
—1234056-7 + 2345067 - 1~0, 1234506-7—2345607-1~0,

iz (5.6) izlazi

(5.7 2 (1234567)~—0345671-2 + 3045671.2—3405671-2
+3450671-2—3456071-2—3456701-2

+0456712-3—4056712-3 + 4506712-3
—4560712-3—4567012-3 +4567102-3

—0567123-4 + 5067123 .4—5607123 -4
—5670123-4 + 5671023-4—5671203 -4

+0671234-5—6071234.5—6701234.5
+6710234-5—6712034-5 + 6712304 5

—0712345-6—-7012345.6+ 7102345-6
—7120345-6 + 7123045 -6—7123405- 6.

Zamenom 1-3, 2—4, 3-5, 4-6, 57, 60, 7-1-2, u jednakosti
(5.6), dobijamo

—2(3456701-2)~0345671-2+ 1-2034567 4 01-203456-7
+701.20345-6 + 6701-2034-5 + 56701203 -4

—0456701-2-3—-3045671-2—1:2304567
—01-230456-7—701-23045-6—6701-2304-5

+056701-23-4 +4056701-2-3 + 3405671 -2
-+1-2340567 + 01-234056-7 + 701-23405-6
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—06701-234-5—-506701-23-4—4506701-2-3
—3450671-2—1-2345067—01-234506-7

+0701-2345-6+ 60701 -234.5 + 560701-23 -4
+4560701-2-3 +3456071-2 + 1.2345607

—001-23456-7—7001-2345-6—67001-234.5
—567001-23-4—4567001-2-3—3456701-2

+01-234567 +001-23456-7+7001-2345-6
+67001-234-5+ 567001-23-4+4567001-2-3.

Sredivanjem poslednje jednakosti i ,,sabiranjem* sa (5.7), dobijamo

2 (1234567)~0456712-3—4056712-3 + 45067123
—4560712-3—4567012-3 + 45671023

—0567123-4 + 5067123 -4—5607123-4
—5670123-4 + 5671023-4—-5671203-4

+0671234.5—6071234.5—6701234-5
+6710234-5—6712034-5 + 6712304 -5

—0712345-6—7012345.6 + 7102345-6
—7120345-6 + 7123045-6—7123405-6

+01-234567 +1-2034567—1-2304567
+1.2340567—1-2345067 + 1-2345607

+01-203456-7--01-230456-7 + 01-234056-7—01-234506-7
+0701-2345-6+701-20345-6—701-23045-6 + 701-23405-6
—06701-234-5 + 60701-234 .5+ 6701.2034.5—6701-2304-5
+056701-23-4--506701-23-4 + 56070123 -4+ 56701 -203+4
—0456701-2-3 + 4056701 -2-3—4506701-2-3 +4560701-2-3.

Kako je

01-234567—0712345-6~0, 1-2034567—7012345-6~0,
—1-2304567 + 7102345 6~0, 1.2340567—-7120345-6~0,
—1.2345067 + 7123045 -6~0, 1-2345607—7123405-6~0,

iz prethodne formule sleduje

(5.8) 2 (1234567)~0456712-3—4056712-3 + 45067123
—4560712-3—4567012-3 + 4567102-3
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—0567123-4+5067123-4—5607123 -4
—5670123-4 + 5671023-4—5671203 -4

+0671234-5—6071234-5—-6701234-5
4-6710234-5—-6712034-5 + 67123045

+01-203456-7—01-230456-7 +01-234056-7—01-234506-7
+0701-2345:6 + 701-20345-6—701-23045-6 + 701-23405- 6
—06701-234-5 + 60701-234-5 + 6701-2034- 5—6701-2304-5
+056701-23-4—506701-23-4 + 560701234+ 56701-203- 4
—0456701-2-3 + 4056701-2-3—4506701-2-3 + 4560701-2-3.

Radi daljeg uproscenja desne strane ove relacije, primeni¢emo formulu
(5.6) na prvih Sest ¢lanova, tj. izvr§iCemo u (5.6) redom sledece zamene:
1° 1-0, 24, 35, 46, 57, 61, T—+2.3;
2° 1-4, 2-0, 35, 4-6, 5-7, 61, 7-2.3;
3 1-4,2-5 3-0,4-6, 5-7, 61, 7-2.3;
4° 1-4,2-5 3-6, 40, 5-7. 61, 7-2.3;
5° 1-4, 2-5,3-6, 4—7, 5-0, 61, 7-2.3;
6° 1-4, 2—5, 3~6,4-7, 5—+1, 60, 7—-2-3.

Na taj nadin, posle svodenja, dobijaju se sledeée formule:

2 (0456712 3) + 56712-304—0456712-3

+056712-34 + 40567123 + 040567123
+2-3040567-1 + 12-304056- 7 + 71230405 6

—06712-304-5--506712-34—4506712- 3
—0450671-2-3—2-3045067-1—12-304506- 7

+0712-3045-6 -+ 60712-304- 5 + 560712 34
+4560712-3 +0456071-2-3 +2-3045607- 1

—~012-30456-7—7012-3045-6—67012-304- 5
—567012-34—4567012-3—0456701-2-3

+02-304567- 1+ 102-30456- 7 + 7102-3045- 6
+67102-304-5+ 567102 34+ 4567102-3 =0,

—2(4056712-3) + 6712-3405—056712- 34
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—0405671-2-3—2-3040567-1—12-304056-7
—712-30405-6—6712-3045—-56712-304

+06712-345 + 506712- 34+ 0506712-3-4
- 4050671-2-3 +2-3405067-1 + 12-340506- 7

—0712-3405-6—60712-345—-560712- 34
—0560712-3-4—4056071-2-3—2-3405607+ 1

+012-34056- 7+ 7012-3405- 6 + 67012 345
+567012-34 - 0567012-3-4 + 405670123

—02-340567-1—102-34056-7—7102-3405- 6
—67102-345—567102-34—0567102-3-4=0,

2(4506712-3) + 712-34506—06712- 345

+0450671°2-3 +2-3045067-1 + 12-304506- 7
+ 712-30456 + 6712- 3045 + 06712+ 3045

—0506712-3-4—4050671-2-3—2-3405067- 1
—12-340506-7—712-34056—6712- 3405

+0712-3456 + 60712- 345 + 060712+ 34+ 5
+5060712-3-4 -+ 4506071-2-3 + 2-3450607 - 1

—012-34506-7—7012-3456—67012- 345
—067012-34-5—5067012-3-4—4506701-2-3

+02-345067- 1+ 102-34506- 7 + 7102- 3456
+67102-345+ 067102-34-5+ 5067102-3-4=0,

—2(4560712-3) + 12-345607—0712- 3456

—0456071-2-3—2-3045607-1—12-304567
—712-30456—0712-3045-6—60712-304- 5

+0560712-3-4 4+ 4056071-2-3 + 2- 3405607 1
+12-340567 + 712- 34056 -+ 0712-3405- 6

—060712-34-5-—-5060712-3-4—4506071-2-3
—2-3450607-1—12-345067—712- 34506

+012-34567 + 7012+ 3456 + 07012 345- 6
+607012-34-5+ 560701234 + 4560701-2- 3

—02-345607-1—102-34567—-7102- 3456
—07102-345-6—607102-34-5—5607102-3-4 =0,

—2(4567012-3)—2-3456701 + 012- 34567
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—0456701:2-3—2-3045671—12-304567
—012-30456-7—7012-3045-6—67012-304-5

+0567012-3-4 + 4056701-2-3 + 2-3405671
+ 12340567 +012-34056- 7 +7012-3405- 6

—067012-34-5—5067012-3-4—4506701-2-3
—2-3450671—12-345067—012- 34506 7

+07012-345-6 + 607012 34- 5+ 5607012-3- 4
+ 456070123 +2-3456071 + 12- 345607

—02-345671—-102-34567—0102-3456-7
—70102-345-6—670102-34-5—5670102-3-4=0,

2 (4567102 3) +02-345671—4567102-3

+0456712-3 +2-3045671 +02-304567-1
+102-30456-7 +7102-3045-6 + 67102-304- 5

—0567102-3-4—4056712-3—2-3405671
—02-340567-1—102-34056-7—7102-3405-6

+067102-34-5 + 506710234 + 4506712+ 3
+2-3450671 + 02-345067- 1+ 102- 345067

—07102-345-6—607102-34-5—5607102-3-4
—4560712-3—2-3456071—02-345607- 1

+0102°3456-7 +70102-345-6 + 670102-34-5
+5670102-3-4+4567012-3 +2-3456701 =0.

Sabiranjem ovih Sest jednakosti, sredivanjem i deljenjem sa 2, dobijamo
formulu

0456712-3—4056712- 3+ 4506712-3
—4560712-3—4567012-3 + 4567102-3
+02-304567- 1+ 102-30456-7 + 7102-3045- 6+ 67102- 3045
—0567102:3-4—-02-340567-1—102-34056-7—7102-3405-6
+ 0671023454 5067102-3-4 + 02- 3450671 + 102-34506- 7
—07102-345-6—607102-34-5—5607102-3-4—02-345607- 1
—0456701-2-3—-012-30456-7—7012-3045-6—67012-304- 5
+0567012-3-4 + 4056701-2-3 +012-34056- 7+ 7012- 3405- 6
—067012-34-5—5067012-3-4-—-4506701-2-3—012-34506-7
+07012-345:6+ 607012-34-5 + 5607012 3-4 + 4560701-2-3 =0.

,»Sabirajuéi“ poslednje jednakosti sa (5.8) i koristeé¢i relacije

0671234:5—012-34567~0, —6071234:5+ 102-34567~0,
—6701234-5+12-304567~0, 6710234-5—12-340567~0,
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—6712034- 5+ 12-345067~0, 6712304 5—12-345607~0,
01-203456-7—02-304567-1~0, —01-230456"7+02-340567-1~0,
01-234056-7—02-345067-1~0, —01-234506-7 +02-3456071~0,

dobijamo

(5.9) 2 (1234567)

~—0567123 4+ 5067123 - 4—5607123-4
—5670123- 4+ 5671023-4—5671203 - 4
+0701-2345- 6 + 701-20345- 6—701-23045- 6 + 701-23405-
—06701:234- 5+ 60701-234-5 + 67012034 - 5—6701-2304-
+056701-23-4—506701-23- 4 1 560701-23-4 4 56701-203-
+0567102-3-4—102- 30456 7—7102-3045- 6 —67102- 304 -
—067102-34-5—5067102- 34 + 102- 340567 + 7102+ 3405
+ 071023456+ 607102 345 + 5607102+ 3+ 4—102- 34506-
—0567012-3-4 + 01230456 7+ 7012 30456 + 67012 304-
+ 067012345+ 5067012- 3-4—012-34056-7—7012- 3405 -
—07012-345-6—607012- 34- 5—5607012- 3-4 + 012- 34506

A I NV S - N -

Da bismo izvriili dalju redukciju desne strane ove formule, primeni¢emo
formulu (5.6) na prvih fest ¢lanova, tj. izvricemo u (5.6) redom sledeée
zamene:

1° 150, 25, 356, 4-7, 51, 62, T-3.
2° 155,20, 3-6, 4-7, 51, 62, T—3.
3 1-5, 2-6, 30, 4-7, 51, 62, 7-3-
4 15 26, 3-7, 4-0, 51, 62, 7—~3-
5 1-5,2-6, 3-7, 4-1, 550, 62, 7-3.
6 1-5 26, 3-7, 4—>1, 52, 60, 7-3-4

>

malie N A o

>

Na taj nadin, posle svodenja dolazimo do slede¢ith formula:

—2(0567123-4)—67123-405 + 05671234

—067123-45-5067123-4--0506712-3-4
—3-4050671-2—23-405067-1—123-40506-7

+07123-405-6+607123-45 + 56071234
+0560712-3-4 +3-4056071-2 +23-405607- 1

—0123-4056-7—70123-405-6—670123-45
—5670123-4—0567012-3-4—3-4056701-2

+023-40567-1+1023-4056-7+71023-405-6
+ 67102345 + 56710234+ 0567102 3- 4

—03-405671-2—203-40567-1--1203-4056-7
—71203-405-6—671203-45—-5671203-4=0,
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2 (5067123-4)-7123-4506 + 067123 - 45

+0506712-3-4 +3-4050671-2 + 23405067 1
+123-40506-7 + 7123-4056 + 67123405

—07123-456—607123-45—0607123-4-5
—5060712-3-4-—-3-4506071-2--23-450607- 1

+0123-4506- 7 + 70123456 + 670123 45
+0670123:4-5 + 5067012-3-4 + 3-4506701 - 2

—023-45067-1-—-1023-4506-7—71023-456
—671023-45—0671023-4-5—5067102-3-4

+03-450671-2 +203-45067-1 + 1203- 45067
+71203-456 4+ 671203-45 +0671203-4-5-0.

—2(5607123-4)—123-45607 + 07123 - 456

—0560712-3-4—3-4056071-2—23-405607- 1
—123-45067—7123-4056—07123-405+6

+0607123-4-5 + 5060712-3-4 + 3-4506071-2
+23-450607- 1+ 12345067 + 71234506

—0123:4567—70123-456—070123-45-6
—6070123-4-5—5607012-3-4—3-4560701-2

+023-45607-1+1023-4567 -+ 71023 456
+071023-45-6 + 607102345+ 5607102-3-4

—03-456071-2-—203-45607-1—1203- 4567
—71203-456—071203-45- 6—6071203-4-5=0,

—2(5670123-4) + 23456701 —0123-4567

—0567012-3-4—3-4056701-2—23-405671
—123-40567—0123-4056-7—70123-405-6

+0670123-4-5+ 5067012 3-4 + 3-4506701-2
+23-450671 +123-45067 + 0123-4506- 7

—070123-45-6—6070123-4-5-5607012-3-4
—3-4560701-2—23-456071—123- 45607

+023-45671 + 1023-4567 + 01023-456-7
+701023-45-6 + 6701023-4-5 + 5670102-3-4

—03-456701-2—203-45671 —1203-4567
—01203-456-7—701203-45-6—6701203-4-5=0,
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2(5671023-4) + 3-4567102—023-40567- 1

+0567102-3-4 +3-4056712 + 23-405671
+023-40567-1+1023-4056-7 +71023-405: 6

—0671023-4-5—5067102-3-4—3-4506712
—23-450671—023-45067-1—1023-4506-7

+071023-45- 6+ 6071023-4- 5+ 5607102-3-4
+3-4560712 + 23-456071 + 023456071

—01023-456-7—701023-45-6—6701023-4-5
—5670102-3-4—3-4567012—23- 456701

+03-456712 +203-45671 + 0203-4567- 1
+10203-4567 + 710203456 + 6710203-4-5=0,

—2(5671203-4) + 5671203-4—03-456712

—0567123-4—3-4056712—03 405671-2
—-203-40567-1—1203-4056-7—71203-405- 6

+0671203-4-5+ 50671234 +3-4506712
+03-450671-2+203-45067-1+1203-4506-7

—071203-45-6—6071203-4-5—5607123-4
—3:4560712—03-456071-2—203-45607-1

+01203-456-7+701203-45-6 -+ 6701203+ 4- 5
+5670123-4+3-4567012 + 03- 4567012

—0203-4567-1—10203-456-7—710203-45-6
—6710203-4-5—5671023-4—3-4567102=0.
Sabiranjem poslednjih Sest jednakosti, svodenjem sli¢nih &lanova i de-
ljenjem sa 2, nalazimo
(5.10) —0567123-4+5067123-4—5607123-4
—5670123-4 + 5671023-4—5671203-4

—0123-4567 + 1023 - 4567—1203 - 4567

—123-40567 + 123-45067— 123 45607
—0567012-3-4—3-4056701-2—0123-4056-7—70123-405- 6
+0670123-4-5+ 5067012-3-4 + 3-4506701-2+ 0123-4506-7
—070123-45-6—6070123-4-5—5607012-3-4—3-4560701-2
+0567102-3-4 +023-40567- 1+ 1023-4056 7 + 71023-405- 6
—0671023:4-5—5067102-3-4—023-45067-1—1023-4506- 7
+071023-45-6 + 6071023-4-5+ 5607102 3-4 + 023-45607- 1
—03-405671-2—203-40567-1—1203-4056-7—71203-405-6
+0671203-4-5+03-450671-2+203-45067 -1 + 1203-4506- 7
—071203-45-6—-6071203-4-5—03-456071-2—203-45607-1=0.
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MnoZeci ekvivalenciju (5.9) sa 2 i sabirajuéi je zatim sa (5.10), svode-
njem sli¢nih &lanova i pogodnim grupisanjem dobijamo:
4(1234567)~(0123-4567—0567123-4) + (5067123-4—1023-4567)
+(1203-4567—5607123-4) + (123-40567— 5670123 4)
+(5671023-4—123-45067) + (123- 45607 — 5671203 4)
+ (0123 4056-7—0567012-3-4) + (0567102 3-4—-0123-4506-7)
+(5067012-3-4—1023-4056-7) + (1023- 4506 7— 5067102 3-4)
+(1203-4056-7—5607012-3-4) + (5607102-3-4—1203-45067)
+(012-30456-7—0670123-4.5) + (6070123-4-5—102-30456-7)
+(0671023-4-5—012-34056-7) + (102 -34056 - 7— 6071023 -4-5)
+(012-34506-7—0671203-4-5) + (6071203 -4-5—-102-34506-7)
+{012-30456.7—023-40567-1) + (203-40567-1—102-30456-7)
+(023-45067-1—012-34056-7) + (102-34056-7—203.45067-1)
+(012-34506-7—023-45607-1) +(203-45607-1—102-34506-7)
+(3-4056701-2—70123-405-6) + (3-4506701-2--71023-405-6)
+(03-405671-2—070123-45-6) + (3-4560701-2—71203-405-6)
+(03-450671-2-—-071023-45-6) + (03-456071-2—071203-45-6)
+2{0701-2345-6+ 701-20345-6—701-23045-6 + 701-23405-6
—06701-234.5+60701-234-5+ 6701-2034-5—6701-2304-5
+056701-23.4—506701-23-4 + 560701-23-4+ 56701-203 -4
+07102-345-6—7012-3405-6—7102-3045-6 +7102-.3405-6
—067102-34-5+607102-34-5+67012-304-5—67102-304-5
+070123-45-6+071203-45-6 +70123-405-6 + 71203 -405-6
+7012-3045-6—07012-345-6 + 067012-34-5—607012-34-5
—3-4506701-2—03-450671-2}.

Kako je svaka mala zagrada, na desnoj strani ove relacije, oblika (5.2)
(~0), posle skraéivanja sa 2, dobija se:

(5.11) 2 (1234567)

~0701-2345-6 +701.20345-6—701-23045-6 + 701-23405.6
—06701-234.5+60701-234-5+ 6701-2034-5—6701-2304-5
+056701-23-4—506701-23-4 + 56070123 -4 + 56701-203 .4
+07102-345.6—7012-3405-6—7102-3045-6 + 7102-3405-6
—067102-34-5+607102-34-5+67012-304-5—67102-304-5
+070123-45.6 +071203-45-6 +70123-405-6 + 71203-405.6
+7012-3045.6—07012-345.6+067012-34-5—607012-34-5

—3.4506701-2—03-450671-2.

Stavijajuéi u (5.5) 4=6=0, dobija se

(5.12) 1230507 + 2305071 + 3050701 -2 + 0507012 . 3
+ 5070123 + 0701235 + 7012305 + 0123057 = 0.
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Ako se u (5.5) stavi 3=6=0, dobija se

(5.13) 1204507 + 2045071 + 0450701 - 2 + 4507012
+ 5070124 4 0701204 -5 + 7012045 + 0120457 = 0.

Vrieéi u formuli (5.12) sledeée zamene
1° 1-1, 2-2.3, 3-4, 5-5.6,7-7,
2° 1-1-2,2-3, 3-4, 5-5.6, 7-7;
3 1-1, 2-2, 3-3.4,5-5.6, 717,
a u formuli (5.13), zamene

1° 1-6, 2-7, 4-1.2,5-3,

7-4.5;
2° 1-1.2,2-3, 4-4, 5-5.6, 1-7T;
3° 1-1.2,2-3, 4-4.5 556, 1-7T;
4° 11, 2-2.3, 4-4, 5-5.6, 717,

dobijamo slede¢ih sedam jednakosti:

0= 12-3405-607 +2-3405-6071 +405-60701-2-3 + 05-607012-3 -4
+5-607012-34+07012-345-6 + 7012-3405.6 + 012-3405- 67,

0=—1.23405-607—3405-6071-2—405-60701-2-3—05.60701-.23-4
—5.60701-234—0701-2345-6—701.23405-6—01-23405- 67,

= —123-405.607—23-405-6071—3-405-60701-2—05.607012-3-4
—5-6070123-4—070123-45-6—70123-405-6—0123-405-67,

0= 6701-2304-5+701-2304-56 +01:2304-506-7+ 1-2304-5067
+304-50671-2 + 04-506701-2-3 +4-506701-23 + 06701-234 .5,

0= 1-23045-607 - 3045-6071-2+045-60701-2-3 +45.60701-23
+5-60701-234 +0701-2304-5-6+ 701-23045-6 + 01-23045-67,

0=—1.2304.5607—304.56071-2—04-560701-2-3—4-560701-23
—60701-234.5—0701-2304-5-6—701-2304-56—01-2304.567,

0=—12-3045.607—2-3045-6071—045-60701-2-3—45.607012.3
—5-607012-34—07012-304-5-6—7012.-3045-6—012-3045-67.

Sabiranjem (5.11) i poslednjih sedam jednakosti i sredivanjem, dobijamo

2 (1234567)~(701-20345.6—5.6070123- 4) + (67012034 - 545-607012-3)
+(056701-23-4—0123-405-67) + (3045 6071 -2— 506701 -23-4)
+(560701-23.4—3405-6071-2) + (56701203 - 4—123 - 405 607)
+(1-2304- 5067—7102 3045 - 6) + (123405 - 607 — 67102 304- 5)
+ (012340567 —067102-34- 5) + (71023405 - 6—1-2304- 5607)



O nekim klasama cikli¢nih funkcionalnih jednaéina 35

+(07102-345-6—01-2304-567) + (607102 -34-5—304-56071-2)
+(67012-304.5—12.3045.607) + (067012-34-5—012-3045-67)
+(304-50671-2—607012-34-5) + (1-23045-607—3-4506701 -2)
+(71203-405-6—1-23405-607) + (01-2304-567—03-450671-2)

+ (071203 -45-6-—-01-23405-67) + (2-3405-6071—4-560701-23)
—(45-60701-23—23-405-6071) + (01-2304-506-7—04-560701-2-3)
+(04-506701-2-3—07012-304-5.6) + (4-506701-23 —2-3045-6071)
+3-405-60701-2+05-60701.23-4.

Kako je svaka mala zagrada, na desnoj strani poslednje relacije, oblika
(5.2) (~0), dobijamo

(5.14) 2 (1234567)~3-405-60701 -2 + 0560701 -23 - 4.
Stavljajuéi u (5.12) 2=0, dolazimo do

3050701 + 0507013 = —1030507—0305071
—5070103 —0701035
—7010305—0103057.

Ako ovde izvr§imo zamenu

1-1.2, 3-3.4, 5-5.6, 7-17,
imamo jednakost

3.405-60701-2+05-60701-23-4 = —1-203-405-607—03-405-6071-2
—5-60701-203-4—-0701-203-45-6
—701-203-405-6—01-203-405-67.

Iz poslednje jednakosti i (5.14) izlazi

8 (1234567)~(3-405.60701-2—1:203-405.607)
+(05-60701-23-4—03-405-6071-2)
+(3-405-60701-2—5-60701-203-4)
+(05-60701-23.4--0701-203-45-6)
+(3-405-60701-2—701-203-405-6)
+(05-60701-23.4—01-203-405-67).

Odavde sleduje 8 (1234567)~0, tj. 1234567~0, jer je svaka od zagrada
na desnoj strani oblika (5.2). '

Time je zavrSen dokaz teoreme 4.

Primedbe. 1° Kao i u prethodnom paragrafu, vidimo da je u dokazu teoreme 4 isko-
rif¢ena samo jednaina (5.5). Prema tome, zakljuCujemo da su jednaline (5.1) i (5.5) ekvi-
valentne. .

2° Funkcije f; (i=1, 2, 3, 4) Cija egzistencija sleduje iz teoreme 4, mogu se efektivno
odrediti koriste¢i formule koje se javljaju u dokazu.

3*



IIT DEO

RESAVANJE IZVESNIH KLASA FUNKCIONALNIH JEDNACINA
U REALNOJ OBLASTI

1. ReSenje jednadine

F(x,y,2)—F(y,2, x)=f(x,y+2)

U prethodnom odeljku videli smo da se pri vrlo opstim pretposiavkama
moZe naéi opSte redenje jednadine (2.1.1), a takode jednaline (2.2.5), za
n=1,3,5 7. Za parno n nismo mogli naéi opste resenje.

U ovom paragrafu analiziraemo jednaéinu (2.1.1) za n=2, tj. jednadinu
(1.1) F(x,y,2)—F(y,2, X)=f(x,y-2)

pri dopunskjm pretpostavkama:

1° §=R, tj. nezavisno promenljive x,y,z uzimaju proizvoljne vrednosti
iz skupa realnih brojeva;

2° M =R, tj. funkcije F i f uzimaju takode vrednosti iz skupa realnih
brojeva;

3° Operacija ,,-* je operacija sabiranja realnih brojeva (ona je asocija-
tivna i ima jediniéni element).

Dakle, umesto (1.1) moZemo pisati

1.2) F(x,y, z)——E(y, Z, X)=f(x,y+z2).
Eliminacijom funkcije F dobijamo jednadinu

(1.3) FOay+D+ (24 X) +f (@ x+y) =0,

koja odgovara jednacini (2.2.5).

Jednacina
(1.4) g(y+z,x)+g@+xy)+8(x+y,2)=0,
koja se iz (1.3) dobija stavljajuéi f(x, y)=g (»,x), reSena je u &lanku [4] pod

pretpostavkom da je funkcija g neprekidna. Naime, u tom &lanku je dokazana
sledec¢a teorema:
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Teorema 1. Opste neprekidno reSenje funkcionalne jednacine (1.4) je

(1.5) g% ) =(x—=2p) b (x+y),

gde je § proizvoljna neprekidna funkcija.
Iz navedenog ¢&lanka neposredno sleduje i opStija teorema koju éemo
ovde formulisati.

Teorema 2. Opste reSenje funkcionalne jednacine (1.4) je dato sa

(1.6) gy =0(x—=2y) b (x+y),
gde je ¢ opste reSenje Cauchyeve funkcionalne jednaline
(1.7) fE+y)=fx)+f(»),

i ¢ proizvoljna funkcija.

Posledica. Opste resenje jednacline (1.3) je
(1.3) ) =e@x—p)b(x+y)
gde ¢ iy imaju isto znaclenje kao u teoremi 2.

Zamenjujuéi funkciju f iz (1.8) u (1.2), dobijamo

F(x,y9,2)—F(y,z,x) =9 2x—y—2z)y (x +y + 2).
Koristeéi se ¢injenicom da je ¢ reSenje jednaline (1.7), odavde sleduje
F(,3,2)=F(3,2,x) =0 (x=2) ¢ (x+y+2)—0(y—x)d (x+y+2),
tj.
{Fx, 3 )= (x—Dd (x+y+2}—{F(y, 2, )—¢ (y—x) b (y + 2+ x)} = 0.

Funkcija F(x, y, 2)—¢ (x—2) Y (x+y+2) je, dakle, invarijantna pri cik-
lickoj permutaciji promenljivih x, y, z. Na osnovu toga, prema [l10] (str.
8—9), zakljuCujemo da je
(1.9) F(x,y,)=¢(x—2) b (x+y+2)

+O(x, 5, )+ Py, 2, ) + P (2, x, p),

gde je ® proizvoljna funkcija.
Prema tome, dokazali smo sledeéi rezultat:

Teorema 3. Opste reSenje jednacine (1.2), gde su F i f nepoznate
Sfunkcije, dato je pomoéu (1.8) i (1.9), gde su § i ® proizvoljne funkcije a ¢
proizvoljno reSenje jednacine (1.7).

Posledica. Opste neprekidno reSenje jednaline (1.2) dato je sa
(1.10) fx)=Qx—yd(x+y),
(1.1 F(,py, 2)=(x—2)Y(x+y+2)-+DP(x, y, 2) + D (y, 2, x) + P (z, x, ),

gde su § i @ proizvoljne neprekidne funkcije.
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Generalizacija. Operaciju ,,-“ umesto uslovom 3° moZemo definisati sa

x-y=g(gt(x)+g ()

gde je g proizvoljna striktno monotona funkcija koja je definisana na &itavoj
realnoj osi a g—! njoj inverzna funkcija. Ovako definisana operacija je
asocijativna i ima jedini¢ni element e=g (0) (videti [1]).

Resavanje jednacine (1.1), uw ovom generalnijem slufaju, svodi se opet
na refavanje jednacine (1.2) (videti [4]).

U pomenutom ¢lanku je reSena na taj nacin funkcionalna jednadina

f(xy’ Z) +f(yzs x) +f(zx, y)= 0,
pod pretpostavkom da je f neprekidna funkcija.

2. ResSenje jedne klase funkcionalnih jednadina

U radu [9] odredeno je opsSte neprekidno reSenje jedne klase funkcionalnih
jednadina koja generalife jednadinu (1.2).
Neka je ciklicki operator C definisan sa

Cr(x1,Xas ooy Xman)=f (X3, X5 -1y Xingns X1)s

gde je f proizvoljna funkcija.
U pomenutom radu posmatrana je jedna¢ina

m-+n .
2.1 _Zl CrF o+ X+ oo+ Xm Xpgr + Xz + - o ot X)) =0,
=

gde su m i n (m+n>2) prirodni brojevi, x; realne nezavisno promenljive i
F; nepoznate realne funkcije i dokazana je sledefa teorema.

Teorema 4. Opste neprekidno reSenje jednaéine (2.1) dato je sa

Fi(x,J/)z(”X—my)f(x+Y)+gi(x+)’) (i:152’ ceey m+n_l)5

(22) m4-n—1
Fm+n(an’)=(”x—mJ’)f(x+J’)— ifl gi(x+y)’

gde su f i g (i=1,2, ..., m+n—1) proizvoljne neprekidne funkcije.
Primetimo da iz teoreme 4 moZemo neposredno dobiti i opSte neprekidno
reSenje funkcionalne jednacine

i=

m+tn
(23) 21 C'—IF(x1+x2+- . -+xm;xm+1+xm+2+ .. '+xm+n)=0,

koja se iz (2.1) dobija stavljajuéi Fi;=F,=...=F,.,=F. (U op§tem sludaju
to ne mora biti tagno).
Zaista, ako iskoristimo (2.2), dobijamo

m+n——1
81=8= = Emin=— X gi=—(m+n—1)g=0.

i
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Dakle, opSte neprekidno resenje jednaline (2.3) dato je sa
2.4 F(x,y) = (nx—mp) f (x + p),

gde je f proizvoljna neprekidna funkcija.

3. Refenje druge klase funkcionalnih jednadina

U d&lanku [5] reSena je jednalina koja generaliSe jednadinu (2.3). Neka
je cikliéni operator C definisan sa

Cf(x1’x2’ sy xm+n+p) :f(x2,X3, R} xm+n+p9x1)a

gde je f proizvoljna funkcija. Posmatrana jednadina glasi
m--n-+p .
3.1 421 CrF (X4 o4 Xy Xpgg+ oo+ X Xmtntr+ <o o+ Xmtngp) =0,
i=

gde su m,n,p prirodni brojevi, x; realne nezavisno promenljive i Fnepoznata
realna funkcija.

U radu je dokazana slede¢a teorema.
Teorema 5.Opste neprekidno refenje funkcionalne jednacdine (3.1) dato je sa

xX+y+tz Xty+z

1° F(x,y,z):(x——m )f(x—|—y—}—z)—|—(y n-—— )g(x+y+z)

m+n+
zd myn<p, m#*n, m+n#%£p;

X+y+z

2° F(x,y,9)=f(x+y—p > x+y+2)

xX+y+z X+y+z

m+n+p

—f (—x— y+p ,x+y+2)+( )g(x+y+2)

za m,n<p, m#n, m-+n=p;

x+y+z

3° F(x,,2) f[x+y (mm) = x+y+z]

—f(~y+nx—+f~+z7’ x+y+2) +(y - ) g (x+y+2),

m+n+
za m<n=p;

X+y+z

4 F(x,,72) f[x+y (o) 222 ax+y+z]

X+y+z xX+y+z

—f (— x+m x—f—y—}—z)—l—(x—m

m+n+

e,

zad n<<m=p,
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5° F(x,¥,2) =f(x—m—xiziz— »x+y+2)
min+p
R L e LGS}
m-+n+p m+n-+p .

za 2m=2n+p;
6° F(x,0,2)=f (6, y+2)—f (1, 2+ %) +& (x+,2)—g (z, X +),

za 2m=2n=p,
7° F(x,,2)=f (%, 9, 2)—f (3,2, X), za m=n=p;

gde su f i g proizvoline neprekidne funkcije.

Primetimo da su teoremom obuhvaceni samo sludajevi kada je p=max
(m, n, p) dok se svi ostali slutajevi, kao §to je to u &lanku pokazano svode
na pcsmatrane.

1z teoreme 2.2 i rezultata iz &lanka [2] sleduje da su reSenja koja su
navedena u slufajevima 6° i 7° poslednje teoreme opsta ako se pretpostavi
samo da su f i g proizvoljne funkcije. Taj rezultat je dobijen i u &lanku [5].

4. Jo§ jedna klasa funkcionalnih jednacina
Za proizvoljnu funkciju f stavimo

C.f('xh xz, LI xm+n+p) :f(x29 x3’ cee xn,-i—n-i—pa xl)'

Posmatracemo funkcionalnu jednaginu

(4.1)

m+n+p
‘21 Ci_lF(x1+x2+ e +xm9xm+1+xm+2+ e +xnt+n):0!

1

gde su m, n, p prirodni brojevi. Ova jednalina je, u izvesnom smislu, gene-
ralizacija jednadine (2.3) i specijalni slu€aj jednadine (3.1). Za ovu jednadinu
odredi¢emo ne samo neprekidno ve¢ i opSte refenje, §to onemogucava da
iskoristimo rezultate prethodnog paragrafa.

Teorema 6. Opste refenje jednacine (4.1) je funkcija
(4.2) F(xy)=¢(nx—my) (n #m);
(4.3) F(xy)=b(x)—¢(») (n=m),

gde je ¢ proizvoljno resenje Cauchyeve jednacine (1.7) a ¢ proizvoljna funkcija,

Dokaz. Stavljajuéi x;=0 (i=1, 2, ..., m+n-+p) iz (4.1) dobijamo F (0, 0)
=0. Na osnovu toga, stavljajuéi x;=x, x;=0 (=2, 3, ..., m+n-+p) iz (4.1)
izlazi m F(x,0)+n F(0,x)=0, tj.

(4.4) F(0,x)= —" F(x, 0).
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Ako u jednadini (4.1) stavimo x;=x, X, =y, x,=0(i=3,4, ..., m+n+p),
dobié¢emo

(m—1) F(x+y,0)+F(x,y)+@—1) F(0,x +y)+F (0, x)+F(y,0) =0,
tj. prema (4.4)

(4.5) F@o) = (1=") Oy, 0+ 2 F(x, 00— F (3, 0)
n n

Ako stavimo F(x, 0)=f(x), prethodna relacija ¢e glasiti
(4.5 bis) FOon)=(1=")f (4 0) + 7 =1 ).

Na osnovu toga jednadina (4.1) postaje

m m+-n+p
(4.6) (1 —-’;) SO (X Xat e ot Xons )
i=1
mm—(—-nﬁfp

- W b Ci_l f(x1 + Xg+ .ot xm)
i=1

myntp
= iZI Cl f (Xt + Xpgez o v o+ X )
Ako je m=n, jednalina (4.6) je identi¢ki zadovoljena, pa funkcija f moze
biti proizvoljna. 1z (4.5 bis) tada izlazi (4.3). Obrnuto nije teSko proveriti.
Ako je m#n, dokazatemo da iz (4.6) sleduje da funkcija f zadovoljava
Cauchyevu jednacinu (1.7).
Zaista, stavljajuéi u (4.6)

1° Xy=X, Xmei1=Y, ;=0 (i#1l,m+1) (p = m>n);
2° X=X, Xmin=Y, X;=0 (itm, m-+n) (p=n>m);
3 xy=x, Xp1=y, x,=0 (iFl,m+1) (m>p,n; p+n>m);
4° X=X, Xpy1=Y, ;=0 (i#Fl,m+1) (m>p,n; p+n<m);
5° X=X, Xpin=Y, X;=0 (i£m, m+n) (n>p,m; p+m>=n);
6° Xp=2X, Xpin=y, X;j=0 (i=m, m+n) (n>p, m; p+m<n);

dobijaju se respektivno jednagine
1o (1 _%) [nf (x4 )+ mf (x) + mf ()]
+ 2 [mf (X)+ mf (D] =nf () +1f (9);
90 (1 _%) [mf (x +¥) +nf (x) +nf ()]
+ % [mf (x) +mf (D] =nf () +nf (3);
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¥ (1) o) o 4 0]
+ 2 Imf () + mf (D] =nf (X) +nf (9);

4 (15 Wm ) e 0 2 O (1) f ()
+(+p) f(¥)+ (m—n—p) f(x+p)]=nf(x)+nf (¥);

5° (jednatina 3°);
6 (1= )0nnp)f ) 4 pf () B 0N U (5) 6 mf ()]

=(m+p)f(x)+(m+p)f(y)+n—m—p)f(x+y).
Sve ove jednacinc sc svode, posle sredivanja, na Cauchyevu jednainu

(1.7) Fx+y) =)+ ().

Koristeéi jedralinu (1.7) i stavijajuéi f(x)=no(x), formula (4.5 bis)
dobija oblik (4.2). Obrnuto, tj. da svaka funkcija oblika (4.2), gde je ¢ reSenje
jednagine (1.7), zadovoljava jednalinu (4.1), neposredno sc¢ proverava. Kako
slucajevi 1°—6° obuhvataju sve mogucnosti pri kojima je m=#n, teorema je
dokazana.

Posledica. Opste neprekidno resenje jednacine (4.1) je funkcija

4.7) F(x,y)=c(nx—my) _(n#m);
(4.8) F(x,y) =9 (x)—d () (n=m),

gde je ¢ proizvoljna konstanta a { proizvoljna neprekidna funkcija.

5. Jednaéina

Fl(x1+x2,x3)+F2(x2+x3,x4)+F3(x3+x4,x1)+F4(x;+x1,x2):O

Neka je C operator definisan u prethodnom paragrafu. Funkcionalna
jednadina

m+n+p R )
(5.1 T O Fi(as Xyt Xy Xy Xma o ) = 0,
i

(m,n,p € N), gde su F; nepoznate funkcije, generaliSe jednacinu (2.1) u istom
smislu kao $to i jednaina (4.1) generali§e jednacinu (2.3).

U ovom paragrafu mi ¢emo re§iti jednadinu (5.1) u slucaju kada je
m=2, n=p=1, pod pretpostavkom da su funkcije F; neprekidne. Opstl slucaj
je vrlo komplikovan.

Teorema 7. Ako su realne funkcije F; (i=1,2,3,4) neprekldne i ako je '
(5.2) Fy (%) + Xa, Xg) + Fy (x5 -+ X5, X4) + Fa (X5 + Xyq, X1) + Fy (Xg+ X1, %) =0,
Sfunkcije F; (i=1,2,3,4) mogu se predstaviti u obliku
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Flx,y)=ax*+ (@a—a)y?*—2axy+bx+cy+p,

5.3) Fo(x,p)=ax?+(@a+a)y*+2axy+Bx+vyy+gq,
Fy(x,9)=—ax*—(@—a) y*+ 2axy—(c+B)x+(y—B—b—0c)y+r,
Fo(x,p)=—ax*—(a+a)y*—2axy+(c+B—y) x—(b+B) y—p—q—r,

gde su a, b, c, o, B, v, p, q, r konstante. Obrnuto, pri proizvoljnim vrednostima
ovih konstanata, funkcije F;, definisane sa (5.3) zadovoljavaju jednacinu (5.2).

Dokaz. Obrnuto tvrdenje moZe se proveriti zamenom funkcija F; iz
(5.3) u (5.2), na ¢emu se neemo zadrZavati. Treba jo§ dokazati da iz (5.2)
sleduje (5.3).

Stavljajuéi x, =x, x,=y, x3=x,=0, jednacina (5.2) daje
(5.4) Fo(x,y)=—F (x+y,0)—F, (y,0)—F; (0, x).
Na osnovu toga (5.2) ¢e glasiti
(5.5) Fi(xy+ x5, X3) +Fp (X0 4 X5, Xp) + F3 (3 + X4, X1)
=Fy (X4 + X+ x5, 0) 4+ Fy (%5, 0)+ F5 (0, x4 + xp).
Stavljaju¢i ovde x,=x, x,=p, x;=Xx,=0, dobijamo
(5.6) Fy(x,y)=—F,(0,x)—Fs(x+y,0)+ F, (¥, 0)+ F5 (0, ) + F, (0,0).
Eliminacijom funkcije F, iz (5.5) i (5.6), dolazi se do jednakosti
(5.7 Fy (x4 X3, X5) + Fy (xg+ x4, x3) + F1 (x4, 0)+ F5(0, y) + F>,(0,0)
=Fy (g +x1+ %2, 0) + Fy (xg+ X3+ x4, 0) + F1 (0, x5+ x3)
+F3 (0, x4+ x3) + F, (0, 0) + F5 (0, 0).

Odavde za x,=x, X3=p, X;=x,=0 odnosno x,=x, x;=y, Xg=x3=0,
imamo respektivno jednakosti

(5.8) Fi(x, ) =F (0, x+y) + Fg(x+y,0)+ F, (x, 0)—F, (0, x)
' —Fy (x, 0)—F3(y, 0) + F; (0, 0),
(5.9 Fy(e, ) =F, 0, x+y)+ F,(x+y,0) + Fy (x,0)— F; (0, x)

—F (x,0)—F, (y,0)+ F, (0, 0).
Uvodeéi notacije
Fi(x,0)=f1(x), F1(0,x)=f3(x),
Fy(x,0) =21 (%), F3(0,x)=g, (%),
p=F1(0,0)=/,(0)=/3(0),
r=F;(0,0)=g,(0)=g,(0),
jednakosti (5.8) i (5.9) postaju
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(5.8 bis) Fy(x, ) —fo (X+ )+ & (X+0) +£1 () —fo (D — &1 (¥)— g1 () + 1,
(5.9 bis) Fy(x,¥)=g2(x+y) +f1(x+¥)+ g1 (X)—g (X)—f1 (X)—f1(») + .
Zamenom u (5.7) i sred.vanjem dolazi se do jednaline
(5.10)  f1 (x5 + g+ X)) —f1 (Xa+ Xy + %) + f1 (X1 + X9) —f1 (X3 + X5) + /7 (x4)—f1 (X1)
+ 81 (X1 4 X + X3) — &1 (Xg + X3+ Xg) + &1 (X3 + X4) —&1 (X1 + Xp) + 81 (X5) —g1(X3)
+ S (X1 4 X5+ x5) —f2 (X1 + X5) — 2 (X2 + X3) +f2 (x2)
+ 8y (X3 + x4 + X1)—&5 (X3 + X)) — &5 (X4 + X1) + g5 (x4) = 0.
Za xy=Xx, x3=y, Xx;=x,=0, odavde se dobija
[Lr(x+y)—f1()—f1(») +p
T&HE+Y) =g () =6 () +r
+fx+y)—fo(0)—fe (P +p
+ 8 (X +¥)—8a(X)—g:(¥) +r=0.

Dakle, funkcija f; (x) + g4 (X) + f2 (x) + g2 (x)—2 p—2 r zadovoljava Cauchy-
evu jednadinu (1.7), odakle sleduje

(5.11) [ +g (D) +Hfe()+g(x)—2p—2r=C; x (C;=-const),
jer su funkcije fi, f5, 81, & po pretpostavci neprekidne. Eliminacijom funkcije
g, iz (5.11) i (5.10), dolazimo do jednaline:
(512)  f1(xa+ xg) +f1 (e + Xg) —f1 (%4 + Xy + X)—f1 (x1)

+ 81 (X + Xo+ Xg)—g1 (X1 + Xo) + 81 (X4 + X1) + 2 g3 (X5+ Xy)

—81 (X2 + X3 + Xg) g1 (X3 + X + X1) + 81 (X2) —&1 (X3) — &1 (%)

+ f2 (g + Xg -+ Xg) —f5 (X1 + Xo) — 1o (X + X35) +f5 (X3)

—fa (g X+ 1) 2 (Xg + %) 42 (X4 + X1)—S2 (%) = 0.
Zamenom X,=Xx, X,=J, X, =X3=0 nalazimo
L)+ —filx+9)—p

o T+ () —gx+y)—r=0,
odakle sleduje

(5.13) fi(X)+g (X)—p—r=Cyx (Cy=const).
Elimniacijom funkcije g, iz (5.12) i (5.13), dobija se
(5.14)  f1(xg+ X3+ x9) +J1 (X5 + Xy + x)—f1 (1 + X+ X5)—f1 (X, + x1fx2)
+ 21 Gt X)) — 21 (¥ + x0) —f1 (x1) —f1 (X2) /1 (X5) +f1 (%)
+fo (Xp+ Xa+ Xg) —f5 (3 x4+ X1) + S5 (X5 +X9) + [ (Xa+ Xy)
—f2 (%1 + X2)—f2 (Xp + Xg) +f3 (X2) —f2 (x4) = 0.
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Stavljaju¢i ovde x,=x, x;=y, x3=2, x,=0, dolazimo do jednakosti
—f1(x+y+2)+ 1+ +f1(E+x) +f1(x+y)—fL (D=1 () —f1(2) +f1(0)
+(X+y+D)—f2 (0 + D2+ X)—fo (x+P) T2 (D +2 () +f2 (2)—f2(0)=0.

Dakle, funkcija f,—f; zadovoljava Fréchetovu funkcionalnu jednadinu
(videti [6])

(5.15) Sf(x+y+)—f+D—=f(E+0)—f(x+P)+/ () +f (M) +/(@)—f(0)=0.

Kako je opSte neprekidno reSenje ove jednaline polinom drugog stepena
i kako je f1(0)=f;(0)=p, zakljubujemo da je

(5.16) Sa () —f1(x)=Ax*+ Bx (A4, B=const).
Eliminacijom funkcije f, iz (5.14) i (5.16), dobijamo sledeéu funkcionalnu
jednadinu
(5.17) J1 (% + x5+ X4) +f1 (X3 + X+ X)) —f1 (g + X1+ X5) + 11 (X1 + X3)
=2 f1 (g + x)—f1. (x5 + x1) —f1 (a + X3) + 21 (x3) +f1 (x))—p =0.
Za x1=2X, X3=y, X3=0, x,=2, iz (5.17) sleduje
Hix+y+2)—fi(+2)—f1E+x)—f1(x+ )+, (%) +/1(0) +/1 (@) —f1(0) =0,

tj. funkcija f; zadovoljava Fréchetovu jednalinu (5.15). Prema tome, postoji
relacija

(5.18) fi(x)=Cx*+Dx+p (€, D = const).
Iz (5.16), (5.13) i (5.11) redom izlazi

(5.19) fo(x)=(A+C)x*+ (B+D)x+p,

(5.20) g1(x)=—Cx?+(Cyo—D)x+r,

(5.21) g2(X)=—(A+C)x2+ (C,—Cy—B—D)x +r.
Stavljajuci

A=—a, B=c—b, C=a, D=b, C=y—2B—c, Cy=b—c—B,

prethodne &etiri formule postaju

(5.18 bis) fL() = ax+bx+p,

(5.19 bis) fa(x)=(a—o) x*+ cx+p,

(5.20 bis) gi(x)=—ax®*—(c+B)x+r,

(5.21 bis) g (xX)=—(@—)x*+(y—P—b—c)x+r.

Unose¢i ove izraze za funkcije f,,fs, 21,82 v (5.8 bis) i (5.9 bis) dobi-
jaju se prva i treca od formula (5.3). Zamenjujuéi F, i F; iz (5.3) u (5.6)
i oznadavajuéi F,(0,0) sa g dobija se druga formula (5.3). Konac¢no, iz (5.4)
izlazi i poslednja formula (5.3).

Ovim je teorema 7 dokazana.
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Resumé

SUR CERTAINES CLASSES DES EQUATIONS FONCTIONNELLES
CYCLIQUES

Dragomir Z. Djokovi¢

Ce travail qui présente la thése de doctorat contient trois parties:

1 partie — Généralisation d’un résultat obtenu par Aczél, Ghermdnescu
et Hosszu;
Il partie — L’équation fonctionnelle
F(xla Xgs <oy xn+1)_F(x27 X3y oo xn+17x1) :f(xla Xos + s xn—laxn'xn+l);
III partie — Résolution de certaines classes d’équations fonctionnelles

dans le domaine réel.

I

Dans la premiére partie, j’a1 trouvé la solution de 1’équation (1.1) et
de I’équation (1.2) sous les hypothéses suivantes

1° x; €5 ou S est un ensemble non vide quelconque;

2° des fonctions inconnues F et F; prennent des valeurs dans un groupe
abélien additif M;

3 n=2p—1.
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L’équation (1.1), pourn>p, a été résolue (1960) par J. Aczél, M. Ghermi-
nescu et M. Hosszli dans leur article [2] ,,On cyclic equations. Tls ont trouvé
la solution générale mais avec 'hypothése supplémentaire:

4° Péquation mX=A(X, A€ M; m< N) posséde une solution unique
X=A/m pour chaque m<n.

Les résultats de I’article [2] a généralis¢ M. Hosszi dans son travail
(7], ot il n’a pas affaibli des hypothéses, mais il donne la généralisation dans
un autre sens, en modifiant 1’équation (1.1).

La démonstration donnée ici, pour le cas n>2p—1, est plus simple
de celle qu'on trouve dans [2]

L’équation (1.2) est une généralisation naturelle de I’équation (1.1) et
sa solution générale pour n>2p—1 est déterminée par la méme méthode.

La question suivante reste ouverte: Peut-on trouver la solution générale
des équations (1.1) et (1.2) si p<n<<2p—1 sans admettre I’hypothése 4°?

11

Dans la deuxiéme partie, j’ai considéré I’équation fonctionnelle (2.1) en
supposant que:

1° x; €5 ol § est un semigroupe par rapport 4 I'opération binaire
interne ,,-”’ possedant I’élément neutre e (€ S);

2° les fonctions inconnues F et f prennent des valeurs dans un groupe
abélien additif M dans lequel 1’équation (n+1)X =4 (4 € M) posséde une
solution unique dénotée par X=4A4/(n+ 1).

On peut montrer que la derniére hypothése implique que 1’équation

mkX=A (m|n+1; k<€ N) '

posseéde aussi une solution unique pour chaque 4 € M.

Par élimination de la fonction F, I’équation (2.1) se raméne & 1’équation
(2.2). C’est précisément 1’équation fonctionnelle considérée par D. S. Mitrinovié
et moi dans l’article [8]. Dans cet article on a trouvé certaines solutions de
I’équation (2.2) mais dans le cas général on n’a pas démontré que toute
solution de (2.2) est contenue dans la solution indiquée. Dans larticle [3]
j’ai démontré que la solution indiquée dans [8], pour le cas n=3, est la plus
générale.

Ici j’ai continué mon travail sur la recherche du caractére des solutions
de I’équation (2.2) qui sont indiquées dans [8]. J’ai démontré que ces solutions
sont les plus générales aussi dans les cas n=>5 et n=7.

Cela m’a suggéré de supposer que ces solutions sont générales pour
‘chaque » impair. Encore toujours il n’est pas connu si cette hypothése est vraie.

Etant donné que les hypothéses concernant les ensembles S et M sont
trés générales, les démonstrations sont élémentaires mais trés longues. Pour
simplifier ces démonstrations j’ai introduit une relation d’équivalence ~ dans
Pensemble des fonctions E={f:8"—M}. Jai écrit g~h (g, h € E) si et seu-
lement si la fonction g—#h a la forme suivante

g(t17t23 cee tn)_h(tl’tza sy tn)

:fl(t19t23 T tn—2ytn—1'tn)—f1(t25t‘3; cee tn—latn'tl) K
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nt1

+ {fv (tl, Loy ooy tnev tn—vgrstn—vyas o -5 Ip—q, tn)

7
L
e

v

—fv (tv+1,tv+2a ey tn’tlstz, cevy t\I—Z,tv—l'tv )}s

ou f; sont des fonctions convenablement choisies. Dans le méme but, au lieu
de f (%1, X, X3, Xy, X5, Xg, X7 - Xg) J'al écrit simplement 1234567 - 8 et similairement
dans les autres cas. En d’autres termes, je n’ai écrit que les indices des
variables et le signe ,,-” de 'opération binaire.

111

Dans la troisieme partie, j’ai considéré plusieurs classes d’équations
fonctionnelles dans le domaine réel. Ce sont les équations (3.1), (3.1 bis),
(3.2), (3.3) et (3.4). Dans ces équations la lettre C désigne 'opérateur cyclique
de période m+n+p défini par

Cf(xla Xos ones xm+n+p) :f(xz’x:s» cves Xmintps xl)’

oll f est une fonction arbitraire.

L’équation (3.1) est un cas spécial de 1’équation (2.1) de la deuxiéme
partie (on a dans ce cas S=M=R et 'opération ,, - est I'addition ordinaire).
Cette équation se rameéne a I’équation (3.1 bis). Dans Particle [4] j"ai résolu
I’équation (3.1 bis) sous ’hypothese que la fonction f soit continue. En utilisant
la solution générale de 1’équation de Cauchy, j’ai formé les solutions générales
des équations (3.1) et (3.1 bis). Jai résolu I’équation (3.2) dans [5] sous
I’hypothése que F soit continue.

Les équations fonctionnelles (3.3) et (3.4) apparaissent ici pour la
premiére fois. La premére se raméne 3 I’équation de Cauchy et l'on trouve
sa solution générale. L’équation (3.4) est plus compliquée. J’ai considéré
seulement un cas particulier de 1’équation (3.4), & savoir m=2, n=p=1. En
supposant que les fonctions F;(i=1,2,3,4) soient continues, j’ai trouvé la
solution générale de cette équation. Toutes ces fonctions sont des polyndémes
du second degré de deux variables indépendantes, dont les coefficients satisfont
a certaines conditions.

*

A la fin, je veux dire que le professeur D. S. Mitrinovi¢ m’a initié
aux recherches mathématiques et en particulier dans les problémes des
équations fonctionnelles. 11 a discuté avec moi le plan de cette these, il
a lu le manuscript et il m’a donné plusieurs suggestions grice auxquelles
le texte d’une premiére rédaction est remarquablement amélioré.



