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SKALARNA INVARIJANTA U TETRAEDARSKIM KOORDINATAMA

Borislav Lilié¢

1. Bibliografske napomene,— Skalarna invarijanta izraZena u tetraedar-
skim koordinatama nalazi se u Apelovom kursu. Njen izraz, pak, nije tu
izvoden, nego je dat kao gotov rezultat jednog veZbanja [1].

Navodeéi taj izraz, I. Arnovljevi¢ ga je izveo u jednom svom ¢&lanku [2].
Isto izvodenje 1. Arnovljevi¢ je ponovio i u svome kursu [3]. A u poslednjem
izdanju svoga kursa I. Arnovljevi¢ zamenjuje takvo izvodenje jednim znatno
skraéenim [4].

Oba izvodenja 1. Arnovljeviéa, medutim, imaju bitnije nedostatke. Na-
ime, kod prvog izvodenja, polazi se od Salove teoreme, koja ne stoji u ne-
posrednijoj vezi sa traZenim izrazom, pa se zato ide veoma zaobilaznim putem,
uz zametno analiticko-geometrijsko raunanje. Drugo izvodenje, opet, iako je
nastojalo da se osloni na blisku i pogodnu Mebijusovu teoremu, nije pro-
praceno neophodnim obrazloZenjima, tako da je ostalo i nejasno.

— U ovoj raspravi autor postavlja sebi cilj da izraz za skalarnu inva-
rijantu u tetraedarskim koordinatama izvede na osnovu Mebijusove teoreme
elegantno i korekno.

2. Podseéanja na Salovu i Mebijusovu teoremu.— Za jedan proizvoljan
sistem vektora ;, (i=1, 2,...,n) vezanih za prave neka je, u pogledu na
izabran pravougli trijedar osa Oxyz, glavni vektor R (Ry, R,, R,) i glavni mo-

menat M° (M,, M,, M,). Tada skalarna invarijanta ima za izraz

) I=R-M=R.M,+ RM,+ R,M,.

— Skalarna invarijanta poseduje vaZno geometrijsko znalenje. Naime,
sistem vezanih vektora moZe se uopSte redukovati na dva vektora, takozvani
vektorski krst, i to na beskona¢no mnogo nadina. Pri tome, za takve razne
vektorske krstove vredi

Salova (Chasles) teorema. Uzajamni momenat svakog od vektor-
skih krstova zadrZava invarijantnu vrednost, jednaku skalarnoj invarijanti I.

Uzajamni momenat vektorskog krsta, pak, brojno je jednak Sestostrukoj
algebarskoj vrednosti zapremine tetraedra konstruisanog nad vektorima krsta
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kao naspramnim ivicama. Iz Salove teoreme se onda zakljutuje da skalarna
invarijanta geometrijski predstavlja Sestostruku zapreminu tetraedra konstru-
isanog nad bilo kojim redukcionim krstom.

— No, umesto da se skalarna invarijanta povezuje sa postupkom redu-
kovanja na vektorski krst, moZe joj se dati neposredno geometrijsko tuma-
denje na samom posmatranom sistemu vezanih vektora. Takvu moguénost
upravo pruza

Mebijusova (Mdbius) teorema. Uzajamni momenat redukcionog
krsta jednak je zbiru uzajamnih momenata svih vektora sistema, kombinovanih
po dva i dva. .

Saobrazno tome, skalarna invarijanta I jednaka je Sestostrukom alge-
barskom zbiru zapremina tetraedara dobijenih kombinovanjem po dva i dva
vektora posmatranog sistema. Jasno je da ¢e, sa n vektora u sistemu, ukupan

broj tetraedara iznositi <g>
3. Izraiavanje skalarne invarijante u tetraedarskim koordinatama,— Neka

je pred nama jedan proizvoljan sistem vezanih vektora o; (i=1, 2,...,n).
Izaberimo po volji u prostoru jedan tetraedar SABC (sl. 1), orijenti§uéi mu ivice
kako sledi: za tri ivice §to izlaze iz temena S tetraedra uzmu se smerovi ka

tome temenu, to jest smerovi AS, BS, CS; a ostale tri ivice tetraedrove
osnove ABC dobijaju onda smerove pozitivnih rota-

cija oko naspramnih ivica, to jest smerove 4B, BC, CD.
Tada se, kao $to je poznato, posmatrani sistem

-
vezanih vektora o; daje prevesti na ekvivalentni sistem

od Sest vektora ]_";, (k=1,2,...,6) upravljenih po ivi-
cama izabranog tetraedra SABC (videti, na primer, [4],
str. 60). Algebarske vrednosti 7} tih Sest tetraedarskih

—
vektora T, ocenjenih po algebarskom znaku u nazna-
SL 1 denim smerovima tetraedrovih ivica saCinjavaju tako-
zvane tetraedarske koordinate sistema u pogledu na iza-

brani koordinatni tetraedar.

Problem o kome je re u raspravi sastoji se onda u ovome:
Izraziti skalarnu invarijantu u tetraedarskim koordinatama.
U tome cilju, podimo od Mebijusove teoreme. Kako smo videli, prema
toj teoremi skalarna invarijanta se moZe izraziti kao algebarski zbir zapre-
—
mina tetracdara konstruisanih nad tetraedarskim vektorima 7, buduéi da je
—
njihov sistem ekvivalentan zadatom sistemu vektora z;, Za sistem od Sest

vektora T, uopSte bi se dalo konstruisati ukupno <g>= 15 tetraedara. Ovde,
medutim, zbog toga §to se sve ivice koordinatnog tetraedra SABC seku, izuzev
tri para naspramnih ivica, taj se broj svodi svega na tri. Radi zgodnijeg
pisanja, vzmimo da indeksi k kod tetraedarskih koordinata 7, odgovaraju
ivicama koordinatnog tetraedra SABC u ovakvom poretku

1~A4S, 2~BS, 3~CS, 4~BC, 5~CA, 6~AB;
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a u vezi sa tim onda oznadimo algebarske vrednosti zapremina tri tetraedra
— —

nad naspramnim tetraedarskim vektorima Tj, T;.3=1T} (j=1, 2, 3) sa [T}, T}'].
Na taj nadin, skalarna invarijanta dobija izraz

3
2 I=6 ([Ty, T,]+[T,, T5}+[T5, T4])=6 z [T;, T;].
=1

J

No, zapremine [T}, 7;'] tri tetraedra nad naspramnim vektorima 7T daju
se prosto izraziti pomocu zapremine koordinatnog tetraedra SABC. Zaista,
oznadiv§i sa P povrSinu trougaone osnove ABC a sa h visinu kod tetraedra

SABC, njegova zapremina ¢e biti V=%Ph. Oznadimo jo§ duZine ivica kod

koordinatnog tetraedra SABC sa [, (k=1, 2,...,6), odnosno, zdruZujuéi ih
naspramno, sa I, L 3=1I" (j=1,2,3). Tada se neposredno uvida, da ¢e sa

promenom duZina naspramnih ivica [, // u algebarskim odnosima ‘L=g,
, b

j
iy

’

=t zapremina V tetraedra SABC preéi na algebarsku vrednost

U

jer, zamenjujuéi duZinu /; jedne ivice na tetraedrovoj osnovi ABC duZinom
brojno jednakom koordinati 7, povriina P te osnove postaje P—Il:fi, a za-

s e e .- .. o . . 7. .
menjujuéi duZinu /' naspramne ivice duZinom brojno jednakom koordinati Ty,
Ty
J

_,
tetraedrova visina A postaje 2= . Kako, pak, vektori T, leZe na ivicama

,

J

tetraedra SABC, to ¢e zapremina [7;, 7;'] nad naspramnim vektorima 7_‘;, T}’
biti upravo jednaka takvoj promenjenoj algebarskoj vrednosti (3) zapremine
tetraedra SABC:

’

L =Vt ¢

’

N
~

()

) [T T/1=V -7

l;

Do ove relacije (4) moZe se doéi i brie, kada se iskoristi poznata

™~

formula za zapreminu tetraedra SABC V=%l,~ I/ e;sinay, gde je ¢ rastoja-
nje naspramnih ivica j, j* a &, ugao njihovog ukr§tanja. Da bi se odredila

zapremina [7}, 7] tetraedra nad odgovarajué¢im naspramnim vektorima 7j, T},
dovoljno je u toj formuli samo zameniti /;, /;' sa T}, T}, buduéi da rastojanje
e; i ugao «; ostaju nepromenjeni.

Naposletku, kada se algebarske vrednosti (4) zapremina triju tetraedara

— —_—
nad naspramnim vektorima 7, 7;' uvrste u jednalinu (2), za skalarnu invari-
jantu se dobija ovaj traZeni izraz u tetraedarskim koordinatama

37’1’ J < !

i=1

) I=6V(

LT, I,T; Ts Te)
fals T2 75 I le
Loly LIy I
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Pezwme
CKAJAPHBII UHBAPUAHT B TETPADJIPUYECKNX KOOPJAUHATAX
b. Jluauu

BoIpaxeHHe CKalSIPHOTO MHBAPDMAHTA B TETPAa3JPHYECKMX KOODAMHATAX HAXOOUM, Oe3
OKa3arenbCTBa, B BUAC Pe3ynbTaTa OQHOrO ynpaXxHeHHM B y4ueduke Anenst [1]. IIpod. ApHo-
BJIEBUY Jall BBIBOJ 3TOTO BHIpaX€HMs B CBOEH cTaThe [2], a B NOCAeNHEM H3IaHWu CBOEro Kypca
[4] nan coxpameHHBI# BBIBOJ 3TOrO XK€ BBIPAXKEHWSA; HO 0Da 3THX BBIBOAA HE JIMIIEHBI HEN0-
cTaTkoB. B HacTosimieii padoTe aBTOpP BhIpaXEHHE CKAIAPHOrO MHBAPDHAHTA BBIBOAUT HEMOCpel-
CTBEHHO Ha OCHOBaHMM TeopeMsl Meduyca.

IIpexne Bcero BocupomssencHbl teopemst lans u Mednyca.

ToyHO TakKe BOCHPOM3BEAEHO (IO pHC. 1) oNpeleNeHHe TETPAAPUUYSCKUX KOOPIAHHAT

-
Tx (k=1,2,...,6) mid CUCTEMBI CBA3AHHEIX BeKTOpoB v; (i=1, 2,...,n). 3aTem, Ha OCHOBa-
HUM TeopeMbl Meduyca IUid CKanafApHOTO WHBapMAHTA BHIBOAUTCSA BHIpaXeHME (2), TIe [T;, /]
odo3HayaeT anredpauueckoe 3HaueHUe 0OneMa TeTpaslpa Hall NPOTHBOMONIOXKHBIMH TETPAsApPHU-

—_ —> —
ueckumu Bektopamu Tj, T;'=T;1s (=1, 2, 3). Ho, tpu obvema [T}, T;'] ydaeTcs OpMBECTH
T.
opu noMomu odsema V KOOPAMHATHOTO TeTpasapa SABC K BoipaxeHmaMm (4), rme tj:Tj’
Ty !
=I_J’ » oDosHaums I;, I;’ = [; ; nnmHEI peBep nanHoTO TeTpasapa SABC. [Noasysce 3HaYeHHIMH
7
(4), nony4yaeM, HaKOHEH, MCKOMOE BBIpaXkeHME (5) CKaJAPHOTO WHBAPHAHTA.
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