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SKALARNA INV ARIJANTA U TETRAEDARSKIM KOORDINATAMA

Borislav Lilic

1. Bibliografske napomene,- Skalarna invarijanta izrazena u tetraedar-
skim koordinatama nalazi se u Apelovom kursu. Njen izraz, pak, nije tu
izvoden, nego je dat kao gotov rezultat jednog vezbanja [1].

Navodeci taj izraz, 1. Arnovljevic ga je izveo u jednom svom clanku [2].
Isto izvodenje 1. Arnovljevic je ponovio i u svome kursu [3]. A u poslednjem
izdanju svoga kursa 1. Arnovljevic zamenjuje takvo izvodenje jednim znatno
skracenim [4].

Oba izvodenja 1. Arnovljevica) medutim, imaju bitnije nedostatke. Na-
ime, kod prvog izvodenja, polazi se od Salove teoreme, koja ne stoji u ne-
posrednijoj vezi sa trazenim izrazom, pa se zato ide veoma zaobilaznim putem,
uz zametno analiticko-geometrijsko racunanje. Drugo izvodenje, opet, iako je
nastojalo da se osloni na blisku i pogodnu Mebijusovu teoremu, nije pro-
praceno neophodnim obrazlozenjima, tako da je ostalo i nejasno.

- U ovoj raspravi autor postavlja sebi cilj da izraz za skalarnu inva-
rijantu u tetraedarskim koordinatama izvede na osnovu Mebijusove teoreme
elegantno i korekno.

2, Podsecanja na Salovu i Mebijusovu teoremu.- Za jedan proizvoljan

sistem vektora ;i (i = I, 2,... , n) vezanih za prave neka je, u pogledu na

izabran pravougli trijedar osa Oxyz, glavni vektor Ii (Rx, Ry, Rz) i glavni mo-

menat MO (Mx, My, Mz). Tada skalarna invarijanta ima za izraz

-+- -+
1= R. MO= RxMx + RyMy + RzMz.

- Skalarna invarijanta poseduje vazno geometrijsko znacenje. Naime,
sistem vezanih vektora moze se uopste redukovati na dva vektora, takozvani
vektorski krst, i to na beskonacno mnogo nacina. Pri tome, za takve razne
vektorske krstove vredi

Sa 10 va (C has 1e s) t eo rem a. Uzajamni momenat svakog od vektor-
skih krstova zadrzava invarijantnu vrednost, jednaku skalarnoj invarijanti I.

Uzajamni momenat vektorskog krsta, pak, brojno je jednak sestostrukoj
algebarskoj vrednosti zapremine tetraedra konstruisanog nad vektorima krsta

(1)
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kao naspramnim ivicama. Iz Salove teoreme se onda zakljueuje da skalarna
invarijanta geometrijski predstavlja sestostruku zapreminu tetraedra konstru-
isanog nad bilo kojim redukcionim krstom.

- No, umesto da se skalarna invarijanta povezuje sa postupkom redu-
kovanja na vektorski krst, moze joj se dati neposredno geometrijsko tuma-
eenje na samom posmatranom sistemu vezanih vektora. Takvu mogucnost
upravo pruza

Mebijusova (Mobius) teorema. Uzajamni momenat redukcionog
krsta jednak je zbiru uzajamnih momenata svih vektora sistema, kombinovanih
po dva i dva.

Saobrazno tome, skalarna invarijanta I jednaka je sestostrukom alge-
barskom zbiru zapremina tetraedara dobijenih kombinovanjem po dva i dva
vektora posmatranog sistema. Jasno je da ce, sa n vektora u sistemu, ukupan

broj tetraedara iznositi G)'
3. Izrazavanje skalarne invarijante u tetraedarskim koordinatama.- Neka

je pred nama jedan proizvoljan sistem vezanih vektora ;; (i = I, 2,..., n).
Izaberimo po volji u prostoru jedan tetraedar SABC (s1. 1), orijentisuci mu ivice
kako sledi: za tri ivice sto izlaze iz temena S tetraedra uzmu se smerovi ka

tome temenu, to jest

s

smerovi is, is, CS; a ostale tri ivice tetraedrove
osnove ABC dobijaju onda smerove pozitivnih rota-

cija oko naspramnih ivica, to jest smerove iB, ie, CD.
Tada se, kao sto je poznato, posmatrani sistem

vezanih vektora ;; daje prevesti na ekvivalentni sistem

od sest vektora "ic (k= 1, 2,... ,6) upravljenih po ivi-
cama izabranog tetraedra SABC (videti, na primer, [4],
str. 60). Algebarske vrednosti Tk tih sest tetraedarskih

vektora Tk ocenjenih po algebarskom znaku u nazna-
eenim smerovima tetraedrovih ivica saCinjavaju tako-
zvane tetraedarske koordinate sistema u pogledu na iza-

brani koordinatni tetraedar.
Problem 0 kome je ree u raspravi sastoji se onda u ovome:
Izraziti skalarnu invarijantu u tetraedarskim koordinatama.
U tome cilju, podimo od Mebijusove teoreme. Kako smo videli, prema

toj teoremi skalarna invarijanta se moze izraziti kao algebarski zbir zapre-

B

Sl. 1

--->
mina tetraedara konstruisanih nad tetraedarskim vektorima Tk> buduCi da je

--+
njihov sistem ekvivalentan zadatom sistemu vektora Vi' Za sistem od sest

vektora Tk uopste bi se dalo konstruisati ukupno (~) = 15 tetraedara. Ovde,
medutim, zbog toga sto se sve ivice koordinatnog tetraedra SABC seku, izuzev
tri para naspramnih ivica, taj se broj svodi svega na trio Radi zgodnijeg
pisanja, uzmimo da indeksi k kod tetraedarskih koordinata Tk odgovaraju
ivicama koordinatnog tetraedra SABC u ovakvom poretku

I",AS, 2",BS, 3",CS, 4",BC, 5",CA, 6"-'AB;
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a u vezl sa tim onda oznaCimo algebarske vrednosti zapremina tri tetraedra
->- ->- ->-

nad naspramnim tetraedarskim vektorima 1j, 1j+3= 1j' U = 1, 2, 3) sa [1j, 1J'].
Na taj naCin, skalarna invarijanta dobija izraz

(2)
3

1=6 ([Tl' T4]+[T2, Ts]+[T3' Ta])=6 L [1j, 1j'].
j~1

-No, zapremine [1j, T/] tri tetraedra nad naspramnim vektorima Tk daju
se prosto izraziti pomocu zapremine koordinatnog tetraedra SABC. Zaista,
oznacivsi sa P povrsinu trougaone osnove ABC a sa h visinu kod tetraedra

SABC, njegova zapremina ce biti V = ~ Ph. OznaCimo jos duzine ivica kod
3

koordinatnog tetraedra SABC sa Ik (k = 1, 2,... , 6), odnosno, zdruzujuCi ih
naspramno, sa Ij, IH3 = 1/ (j = 1, 2, 3). Tada se neposredno uvida, da ce sa

promenom duzina naspramnih ivica Ij, 1/ u algebarskim odnosima 1J =tjo
~

T/
= t/ zapremina V tetraedra SABC preCi na algebarsku vrednost

1/
Tj T/

= Vt. t."
I. I.'

f
f'

J J

Jer, zamenjujuCi duzinu Ij jedne IVlce na tetraedrovoj osnovi ABC duzinom

brojno jednakom koordinati Tj, povrSina P te osnove postaje P Tj, a za-
I

menjujuci duzinu 1/ naspramne ivice duzinom brojno jednakom kooidinati T/,

tetraedrova visina h postaje h 1J'. Kako, pak, vekt.ori ~ leze na ivicama
1/

(3)

tetraedra SABC, to ce zapremina [Tj, 1j'] nad naspramnim vektorima ~, ~'
biti upravo jednaka takvoj promenjenoj algebarskoj vrednosti (3) zapremine
tetraedra SABC:

, T. T.' ,
[T- T-]=V-L-L=Vt. t..

f'
f

I. /.'
f f

f
J

Do ove relacije (4) moze se doci i bde, kada se iskoristi poznata

formula za zapreminu tetraedra SABC V = ~ Ij 1/ ej sin (XJ, gde je eJ rastoja-
6

nje naspramnih ivica j, j' a (Xfugao njihovog ukrstanja. Da bi se odredila

(4)

->- ->-
zapremina [1j, 1j'] tetraedra nad odgovarajucim naspramnim vektorima 1j, 1j',
dovoljno je u toj formuli samo zameniti Ij, 1/ sa TJ, T/, buduci da rastojanje
ej i ugao (XJostaju nepromenjeni.

Naposletku, kada se algebarske vrednosti (4) zapremina triju tetraedara

nad naspramnim vektorima ~, ~' uvrste u jednacinu (2), za skalarnu invari-
jantu se dobija ovaj trazeni izraz u tetraedarskim koordinatama

1=6V (T

.

, T4+ T2 T5+ Ts TO)=6V~ Ti 1J'=6 V i t. t.'.
I, 14 10 15 Is 10 j=oJl Ij ~' j=1

f f(5)
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Pe310Me

CKAJUlPHbIM MHBAPMAHT B TETPA3jJ;PMQECKMX KOOPjJ;MHATAX

S. JIUJIU'l

Bblpa)KeHHe CKaJIJlpHOrO HHBapHaHTa B TeTpa3)J:pWIeCKHX Koop)J:HHaTax HaXO)J:HM, 5e3
)J:OKa3aTeJIbCTBa, B BH)J:e pe3YJIbTaTa o)J:Horo ynpa)KHeHHH B Y'le5HKe AneJIJI [1]. ITpoQJ. APHO-
BJIeBH'I )J:aJI BbIBO)J:3Toro Bblpa)KeHHJI B CBoeH CTaTbe [2], a B nOCJIe)J:HeM H3)J:aHHH CBoero Kypca
[4] )J:aJI cOKpam;eHHbIH BbIBO)J: 3Toro )Ke BbIpa)KeHHJI; HO o5a 3THX BbIBO)J:a He JIHIIleHbI He)J:O-
CTaTKOB. B HaCTOJlm;eHpa50Te aBTop Bblpa)KeHHe CKaJIJlpHOrOHHBapHaHTa BbIBO)J:HTHenocpe)J:-
CTBeHHO Ha OCHOBaHHH TeopeMbI Me5Hyca.

ITpe)K)J:e Bcero BocnpOH3Be)J:eHbI TeopeMbI maJIJI H Me5HYCa.

TO'lHO TaK)Ke BocnpoH3Be)J:eHo (no pHC. 1) onpe)J:eJIeHHe TeTpa3)J:pH'IeCKHX Koop)J:HHaT

Tk (k ~ 1,2, . . . ,6) )J:JIJI CHCTeMbI CBJl3aHHblX BeKTopOB ~ (i = 1, 2,. . . ,n). 3aTeM, Ha OCHOBa-
HHH TeopeMbI Me5Hyca )J:JIJI CKaJIJlpHoro HHBapHaHTa BbIBO)J:HTCJIBblpa)KeHHe (2), r)J:e [T;, T;']
0503Ha'iaeT aJIre5paH'IeCKOe 3Ha'leHHe o5],eMa TeTpa3)J:pa Ha)J: npOTHBOnOJIO)KHbIMH TeTpa3)J:pH-

'IeCKHMH BeKTopaMH~, 15'=7J+. (j=I, 2, 3). Ho, TPH o5MMa [T;, T;'] y)J:aeTCJI npHBeCTH
T

IIPH nOMOIIlH o5],eMa V Koop)J:HHaTHoro TeTpa3)J:pa SABC K Bblpa)KeHHJlM (4), r)J:e tj = ---L,
l-

T'
J

f/ = -f;' 0503Ha'lHB Ij, f/ = lj+. )J:JIHHbIpe5ep )J:aHHoro TeTpa3)J:pa SABC. ITOJI3YJlCb 3Ha'leHHJlMI1
J

(4), IIOJIY'laeM, HaKOHeIl, HCKOMoe Bblpa)KeHFle (5) CKaJIJlpHOrO HHBapHaHTa.


