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NOTE SUR LA DECOMPOSITION DES CYCLES
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Soit P une permutation d'un ensemble E, fini ou non, c'est-a-dire UDe
application buinivoque de E sur E. La transformee de a (E E) par P, desi-
gnons par (a)P.

Designons par
(I)

Ja permutation C (Ie cycle de l'ordre n), pour laquelb on a

(m=O, 1,..., n-2),

Le cycle C de l'ordre infini

(2)

est defini par (im)C=im+1 (m entier

I. Maurer [1] a demontre que
s'ecrire sous la forme suivante

quelconque) .
chaque cycle C, fini ou infini, peut

(3)

oir PI et P2 sont deux permutations pour lesquelles on a pf = P~ = I (I per-
mutation identique). II a forme deux permutations particulieres PI et P2 de
l'ordre deux pour lesquelles l'egalite (3) a lieu.

Nous allons examiner toutes les representations (3) d'un cycle C a con-
dition que PI soit une identite sur les elements ne faisant pas partie du
cycle C.

Theoreme.
pour !aquelle on a
donnee par
(4)

(5)

II existe precisement une representation (3) du cycle C,
pf

= P~= T, (io) PI = ik (k fixe). Cette representation est

(im)PI = ik-m

(im) P2 = (im-I) PI = ik-m+1
(m entier).

On suppose que im+n= im, si l' ordre de C est fini et ega! an.
Demonstration. Supposons que la representation cherchee existe et posons

(6) (m entier).
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En utilisant la relation (3) et la definition des cycles (1) et (2), on trouve

(im) PIP2 = Um) C = im+1.

(7)

Par application de la permutation P2, il vient

Um) PI = (im+1) P2,

car P~= I. En partant de (7), on trouve successivement:

if(m) = Um) PI

=Um+dP2

= (im+1) PI PI P2

= Um+1) PI C

= (il(",+1») C

ou bien

(8) f(m+ 1)=f(m)-l.

La solution de l'equation aux differences finies (8) satisfaisant a la con-
dition f(O) = k est
(9) f(m)=k-m.

La relation (4) est une consequence de (6) et de (9). D'apres (7), on
verifie la relation (5).

Inversement, si les permutations PI et P2 sont definies par (4) et (5),
il vient

.

(im)PI P2=(ik-m)P2

= (ik-m-I) PI

= ik- (k-m-I)

Done, C = PI P2.
Par application des formules (4) et (5), on obtient

Um) PI PI = (ik-m) PI

= ik- (k-m)

= ik- (k-m+ 1) +1
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(10)

Le th60reme est ainsi etabli.
Designons par S (symetrie) la permutation

(im)S=Lm.

( = n), il faut appliquer la conventionSi l'ordre de C est fini
Etant donne que

(im)CS= (im+1)S = Lm-l'

(im)SC-1 = (i-m) C-1 = Lm-l,
on doit avoir

(11) CS = SC-1.

(12)

(13)

On trouve egalement deux relations suivantes

S2=1,

SC = C-1S.

Les permutations
la forme que voici
(14)

PI et P2, definies par (4) et (5), peuvent s'ecrire sous

Consequences.!. II existe precisement une representation (3) du cycle
C pour laquelle on a

P;=P~=I, (ik)P1=ir (k,r fixes).

2. II existe precisement une replesentation (3) du cycle C pour laquelle
2 2 .

P1=P2=1, (idP2=i, (k,r fixes).

3. Si l'ordre du cycle C est fini et egal a n, Ie nombre total des repre-
sentations (3) pour lesquelles P; = P~ = 1 est egal a n. Si l'ordre de C est
infini, Ie nombre des representations correspondantes est ~.

Rem a r que. Cette Note est, a Ia verite, suggeree par 1'article [1] de I. Maurer. Nous
avons pense que Ie resultat est nouveau. Cependant, grace a une observation de J. Browkin
de Varsovie (qui a Iu cette Note en manuscript) il resulte que Ie theoreme indique est une con-
sequence immediate du fait geometrique suivant: Toute rotation est une superposition de
deux symt!tries (qui ne changent pas Ie centre de la rotation). Une de ces symetries peut etre
choisie arbitrairement, et ['autre sera deja diterminee d'une fa~on univoque.
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