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NOTE SUR LA DECOMPOSITION DES CYCLES
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Soit P une permutation d’un ensemble E, fini ou non, c¢’est-d-dire upe
application buinivoque de £ sur E. La transformée de a (< E) par P, dési-
gnons par (a)P.

Désignons par
(1) (io,ilw"’in—l) (lkEE)

la permutation C (le cycle de Uordre n), pour laquells on a
(im)C=ipnt, (m=0,1,...,0-2), (in—1)C=1i,.
Le cycle C de T'ordre infini
Q) (oo rigriogyiogyioyyipyinyiysigsigse-r)  (ix € E)

est défini par (i,)C=i,+; (m entier quelconque).

I. Maurer [1] a démontré que chaque cycle C, fini ou infini, peut
s'écrire sous la forme suivante
(3) C=P, Py,

ou P, et P, sont deux permutations pour lesquelles on a Pi=P3-1 (I per-
mutation identique). Il a formé deux permutations particulieres P; et P, de
Pordre deux pour lesquelles 1’égalité (3) a lieu.

Nous allons examiner toutes les répresentations (3) d’un cycle C a con-
dition que P, soit une identité sur les éléments ne faisant pas partic du
cycle C.

Théoreme. 1l existe précisément une répresentation (3) du cycle C,
pour laquelle on a Pi_pP3—1, (i) Py=ir (k fixe). Cette répresentation est
donnée par

4 (im) Pr=ix—m
(5) (im) Po = (im—1) Pr= lf—m+1

On suppose que i, n,=li,, si 'ordre de C est fini et égal a n.
Démonstration. Supposons que la répresentation cherchée existe et posons

(6) (im) Pr=ipm)y  (m entier).

(m entier).
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En utilisant la relation (3) et la définition des cycles (1) et (2), on trouve
(im)PrPy=(in) C=1ips,.
Par application de la permutation P,, il vient
) (im) Pr=(im 1) Ps,
car P3=1. En partant de (7), on trouve successivement:
Ir(m) = (im) P
=(im+1) Py
=(Ipt1) P1P1 Py
=(lm+1) P C
= (i) €

=lf(m+1)+1
ou bien

) f(m+1)=f(m)—1.

La solution de I’équation aux différences finies (8) satisfaisant a la con-
dition f(0)=k est
©) f(m)=k—m.

La relation (4) est une conséquence de (6) et de (9). D’aprés (7), on
vérifie la relation (5).
Inversement, si les permutations P; et P, sont définies par (4) et (5),

il vient
(im) P1 Py = (i) Py
= (ik—m—l) Pl

=l - (kem—1)

- im+1
= (lm) C.
Donc, C= Py P,. :
Par application des formules (4) et (5), on obtient
(im)Plplz(ik—m) Pl
= ik— (k—m)
= ims
(im) Pz P2 = (ik—m+1) Pz
=lk— (k—m+1)+1

I -

Donc, P3=P5=1 et enfin, (i) P,=i_o—ix.



16 D. Z. Djokovié

Le théoréme est ainsi établi.
Désignons par § (symétrie) la permutation
(10) (i) S=i_p,.
Si I’ordre de C est fini (=n), il faut appliquer la convention in,.,=i,.
Etant donné que

(in)CS = (im+1)S= I—m—1

(in)SCl=(i_m)Cl=i_p1,
on doit avoir

aan CS=8C-L,

On trouve également deux relations suivantes
12) S%=1,
(13) SC=C-1s.

Les permutations P, et P,, définies par (4) et (5), peuvent s’écrire sous
la forme que voici
(14) P,=SCk, Py—SC++,

Conséquences. 1. 1l existe précisément une répresentation (3) du cycle
C pour laquelle on a

PI=Pi=1I, (ix)Py=i, (k,r fixes).
2. Il existe précisément une répresentation (3) du cycle C pour laquelle
PI=Pi=1I, (iy)Py=i, (k,r fixes).

3. Si Pordre du cycle C est fini et égal A n, le nombre total des répre-

sentations (3) pour lesquelles PI=Pi=1T est égal & n. Si lordre de C est
infini, le nombre des répresentations correspondantes est §,.

Remarque. Cette Note est, & la vérité, suggérée par 'article [1] de I. Maurer. Nous
avons pensé que le résultat est nouveau. Cependant, griace 3 une observation de J. Browkin
de Varsovie (qui a Iu cette Note en manuscript) il résulte que le théoréme indiqué est une con-
séquence immédiate du fait géometrique suivant: Toute rotation est une superposition de
deux symétries (qui ne changent pas le centre de la rotation). Une de ces symétries peut étre
choisie arbitrairement, et I'autre sera déja déterminée d’une fagon umivoque.
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