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1. Dans l'article [1] D. S. Mitrinovic a considere, par une voie pure-
ment algebrique, pour queUes valeurs de tE (0,1) ont lieu les inegalites
suivantes

"
,,-1

(1.1) (n nombre naturel),

( 1.2) "
,,-1

VI-t"-I> VI-t" (n nombre natureI).

Dans Ie meme article il a proposee la question suivante:
Examiner pour quelles valeurs de t E (0,1) aura lieu l'inegalite

(1.3)
m

"vT=-tP> VI-fl,
ou m

"vT=-tP < VI tq,(1.4)

ou m, n, p, q sont des nombres naturels.
Dans cette Note, nous allons examiner deux cas entrant dans cette cate-

gorie d'inegalites, cas qui se laissent etudier par une voie purement algebrique
indique dans l'article [1].

2. ConsidCrons I'inegalite suivante

(2.1)
n n-l

v' I-tP > Vl-fl,
ou n(> 3),p, q sont des nombres naturels teIs que

(2.2)
n-lp<q<-p.
n-3

Nous alJons examiner pour queUes valeurs de tE(O,l) a lieu I'inegalite
(2.1). Cette inegalite implique I'inegalite equivalente

(l-tP)"-I > (I-fl)".

Considerons Ie polynome suivant

(2.3) pet) = PI (t)- P2(t),
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avec
n-I

P1(t)=(l-tpr-I=! (_I)k(nkl)tpk,
k=O

n
Pdt)=(1-tq)n=! (-I)v(~)tqv.

v~o

Le polynome P (t) s' ecrit sous la form~ que voici

P(t)= -( nIl )tP

+(n21 )t2P

+(ntq

_(~)t2q

+(-I)n-2 ( n-l )t(n_2)p_(-I)n-2 ( n ) t(n-2)q
n-2 n-2

+(_I)n-l (n-l ) t(n_l)p_(-I)n-I ( n ) t(n-I)q

n-l n-I

-(-I)n(:) tnq.

Ordonnons les termes de P (t) suivant les puissances croissantes de t.
Les deux termes consecutifs de I - P2 (t) ne peuvent pas etre interposes entre
deux termes de PI (t) -I , car p < q. Etant donn e que les coefficients de PI (t) - I
sont alternatifs, on peut d'apres les remarques precedentes conc1ure que Ie
nombre des variations de signes du polynome P(t) est superieur a celui-ci de
PI (t) -I pour deux unites.

Ainsi Ie polynome P (t) a au total les n variations de signe et peut avoir,
d'apres Ie theoreme de Descartes, tout au plus n zeros positifs.

D'apres (2.3), il s'ensuit que t = I est un zero de I'ordre n-I du poIy-
nome P (t).

Etant donne que

sgn P (E) = - I , sgn P (1- E)= + I ,
oilE (> 0) est suffisammentpetit, Iepolynome P (t) n'a qu'un zero positif to E (0, I).

. n-I
Par suite, SI p < q< -p, on a

n-3

n n-I

yi-tp < yI-tq (0 < t < to < I),

n n-l

yI-tP>yI-tq (O<to<t< I).

Dans Ie cas oil n = 2 ou n = 3, on conc1ut de la meme maniere que
n n-I

yl-tP< yI-tq (O<t<to<I),
n n-l

yi -tP > yl-tq (0 < to < t < I),

oil p, q (p < q) sont des nombres naturels quelconqucs.
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3. Nous allons exammer pour quelles valeurs de tE(O,I) a lieu l'ine-
galite que voici

(3.1)
n n-2

.J1-tP> .JI-f'l

oil n (> 4), p, q sont des nombres natureis tels que

(3.2) n-2p <q<. n-4P.

On peut mettre I'inegalite (3.1) sous Ia forme suivante

(l_tP)n-2 > (l-tfl)n.

Considerons main tenant Ie polynome

(3.3)
On en tire

Q (t) = tP {-( nI2)

+ ( n"22 ) tP

+ (-I) n-3 (:=~) t(n-4)p_( -I) n-3 (n~3) t(n-3)q-p

+ (_I)n-2 (:=~) t(n-3)p -( _1)n-2( n~2) t(n-2)q-p

-( _I)n-l (n~l ) t(n-l)q-p

D'apres (3.2) Ie polynome Q (t) ales n variations de signe. Mettant Ii
profit Ie theoreme de Descartes, on conclut que Ie nombre des zeros positifs
est inferieur ou egal Ii n.

Selon (3.3) t=1 est un zero de I'ordre n-2 du polynomeQ(t).
Etant donne que

sgn Q ( c:) = - I , sgn Q(I-c:)= + I, sgn Q (I + c:)= (_I)n-2,

oil c:(> 0) est suffisamment petit, et

lim Q (t)=(_I)n-l. 00,
t-+ +00

Ie polynome Q (t) a encore seulement deux zeros positifs to E (0, I) et t 1E (I, + 00).

Si p < q <. n-2 p, il resuIte de ce qui precede que I'on a
n-4

n n-2

.J1-tP < .JI tq (0 < t < to< I),

n n-2

.J1-tP> .JI-tq (O<to<t< I).
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Si n = 3 ou n ==4, on conclut de la meme- fa~on qu'on a

n n-2
yl-tP < yl-tq (0 < t < to< 1),

n n-2

yl-tP>yl-tQ (0 < to< t < I),

ou p, q (p < q) sont des nombres naturels quelconques.

Remarq ue 1. Si p:> q, on peut demontrer sans
inegalites (2.1) et (3.1) sont vraies pour chaque tE(O,I).

Remarque 2. Voir aussi l'article 12].

difficulte que les
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