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1. Dans l'article [1] la question suivante est proposee:
Determiner les valeurs de x pour lesquelles la fonction

(1.1)
m

-Jl-xP (m, p> 0; 0 <::x <::1)

est superieure (ou inferieure) a
n

-Jl-xQ (n,q>O; O<::x<::I).

Dans Ie meme article quelques cas seulement sont traites ou les m, n, p, q
sont des nombres naturels. Du reste, Ie probleme general est assez difficile
a resoudre. Dans Ie present article, nous allons examiner les deux cas suivants:

1° p=m, q=n;

2° p=n, q=m,

ou m et n designent des nombres reels positifs.

2. Nous allons etablir Ie theoreme suivant:

The 0 rem e 1. - Pour 0 < m < n et 0 < x < 1, on a

(1. 2)

(2.1)
n m

-Jl-xn>Vl-xm .
Demonstration. II suffit de considerer la fonction

1

(a>O; O<x<l)
et sa derivee

laquelle est positive.
fallait demontrer.

Par une voie analogue, on demontre l'inegalite suivante

f' (a) = -
(l-xa) logy +xa log x

aya-l

Done, la fonction f(a) est strictement croissante, ce qu'il

(2.2)
m n

-JT+?" > -Jl+X'i (O<m<n; x>O).



m

(3.4) y=y'I-xn (O<x< 1),

n
(3.5) y=y'I-xm (O<x<I).
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3. Dans Ie cas 2°, on obtient Ie resultat suivant:

The 0 rem e 2. - On a, pour 0 < m < n, les deux inegalites suivantes:
m n

y'l-xn> y'l-xm (0 < x < xo),

(3.2)
m n

y'1-xn< y'1-xm (xo<x<I),

ou Xo designe la racine unique de l' equation

(3.3)

qui appartient Ii l'intervalle (0, I).

Demonstration. Considerons les deux fonctions

Les courbes CI et C2, dont les equations sont (3.4) et (3.5) respective-
ment, lient les points A (0,1) et B (1,0). Les fonctions (3.4) et (3.5) etant
mutuellement inverses, les courbes CI et C2 sont symetriques par rapport it
la droite y = x. Done, les courbes CI et C2 ont un point d'intersection
P (xo, xo) sur la droite y = x. On voit aisement que Xo est ]a racine de
l'equation (3.3).

Nous allons prouver que les courbes CI et C2 n'ont que A, B, P comme
points communs. Supposons qu'il existe un point d'intersection Q (a, b) des
courbes CI et C2, different des points A, B, P. La symetrie de ces courbes
per met it supposer que a > b > O. Les nombres a et b satisfont aux egalites
suivantes

am+bn= I,
bm+ an = 1.

Si l'on y pose A=b/a (O<A< I), Ie systeme (3.6) peut s'ecrire sous ]a
forme

(3.6)

am+Anan=l,

Amam+an= I.
II s'ensuit

Done,
"

satisfait it l'equation

ce qui est impossible d'apres Ie theoreme AI, demontre en appendice du
present article.

Envisageons les deux arcs des courbes C1 et C2 entre les points P et B.
POUl etablir que] arc est plus proche de l'origine, nous allons ca1culer les
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derivees des fonctions (3.4) et (3.5) pour x = xo' Etant donne que ces deux
fonctions sont mutuelIement inverses, il suffit de calculer

dm_

/

-VI-x" = -k.dx x=x,

L'equation (3.4) peur s'ecrire:

ym+x"= 1
d'ou I'on obtient

(3.7) k
n n-m

=-xo .
m

Par elimination de xo' Ies equations (3.3) et (3.7) donnent

m n

(3.8)

D'apres l'inegalite (4.8), indiquee dans I'appendice, en posant p = m/n ,
on obtient

m n

(3.9) (0 < m < n).

Le premier membre de (3.8), considere comme fonction de k, croit avec
k. En mettant a profit ce fait et l'inegalite (3.9), on conc1ut que dans (3.8)
on a k > 1 .

Etant donc donne que k> 1, il existe un e:(> 0) tel que pour

XE(xo,xo+e:)

Ia courbe C1 est au-dessous de C2. Mais C1 et C2 n'ont aucun point commun
dans l'intervalIe (xo' 1). C'est pourquoi, Ia courbe C1 dans tout cet inter-
valle est au-dessous de C2.

Donc, I'inegalite (3.2) est demontree. L'inegalite (3.1) est une consequence
de (3.2) et de la symetrie des courbes C1 et C2.

Le theoreme 2 est ainsi completement etabli.

4. Appendice

The 0 rem e AI, - L'inegalite

(4.1)

est vraie pour 0 < A< 1 et 0 < m < n.

Demonstration. Cette inegalite est equivalente a celIe
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En developpant les fonctions logarithmiques ci-haut en series, il vient

La derniere inegalite peut s'ecrire sous la forme que voici

(4.2)

avec

Pour etablir l'inegalite (4.2), il suffit de prouver que la fonction

f(x)=(n-m) xm+n + mxm-nxn

est positive pour 0 < x < 1, car on a

(0 <m <n)

L'assertion que la fODction f(x) crolt daDS l'intervalle (0, 1) se ramene
a la verification de l'inegalite suivante

(0 < x < 1),
ou bien
(4.3) (0 < x < 1).

Par differentiation, on trouve

g' (x)=n (n-m) xn-m-I {en + m) ~-n}.

Etant donne que
g(l)=O,

on conclut que la fonction g (x) croit par valeurs positives a partir de m2 pour
x = 0, atteint son maximum pour

x=( m:n
rm,

et decroit ensuite jusqu'a zero pour x = 1 .

Par suite, l'inegalite (4.3) est vraie et

Theoreme A2. - L'inegalite

Ie theoreme Al est ainsi demontre.

(4.4)
2 ~

- < f(p)=(l + p) pl-P < 1e

est vraie dans Ie cas OU0 < p < 1 .
Demonstration. On a, l'une apres l'autre, les egalites suivantes:

logf(p) = log (1 +p)+~ logp,
I-p
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f' (p) =~
{
logp+ 21 P

} =
g(p)

,
J(p) (1- p)2 1+ P (1- p)2

g' (p) = ~ ( 1- P )2.

P 1+p
II s'ensuit

(4.5)

(4.6)

g (p) < g (1) = 0 ,
limf(p) <f(p) < 1imf(p).
p-+ 1 p-+O

(4.7)

D'autre part, on trouve

1imf(p)=~.,
p-+l e

limf(p) = 1 .
p-+O

En confrontant les relations (4.6) et (4.7), on conclut que l'inegalite
(4.4) est vraie.

II faut observer que l'inegalite (4.4) peut s'ecrire ega1ement sous la forme
suivante

p 1

(4.8)
2_<pl-p+pl-P< 1 (0 <p < 1),
e

qui est deja employee dans des demonstrations precedentes.

5. Exemples

Les courbes (3.4) et (3.5), pour differentes valeurs de m et n, sont
representees sur les figures 1,2, 3. Les valeurs correspondantes du zero Xo
sont les suivantes:

m=1 , n=2 ,
m=2 , n=3 ,
m=3 , n=4 ,
m=l ,n=3,
m=2 , n=4 ,
m=3 , n=5 ,
m=l ,n=4,
m=2 , n=5 ,.

m=3 , n=6 ,
m=1/2, n=1 ,
m= 1/3, n= 1/2,
m= 1/4, n= 1/3,
m=1/3, n=l ,
m=1/4, n=1/2,
m=1/5, n=1/3,
m = 1/4, n = 1 ,
m = 115, n = 112,
m=1/6, n=1/3,

xo=0,618033 ... ,
xo=0,754877... ,
xo=0,819172... ,
xo=0,682327 ... ,
xo=0,786151 ... ,
xo=0,837619... ,
xo=0,724491 ... ,
xo=0,808 730... ,
xo=0,851 799... ,
xo=0,381 966 ... ,
xo=0,185037 ...,
xo=0,091307 ... ,
Xo= 0,317672 . . . ,

Xo= 0,145 89t . . . ,

Xo= 0,070 097 . . . ,

xo= 0,275 508 ... ,
xo=0,119684... ,
Xo= 0,055 728 . . . .
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Tous les chiffres ecrits sont exacts.
Deux cas speciaux des courbes (1.1) et (1.2), a savoir pour m = 6, p = 2,

n = 3, q = 5 et m = 5, p = 2, n = 3, q = 4, sont construits sur les figures 4 et 5.
Les abscisses des points d'intersections de ces courbes sont:

0, 868 836 . . . , 1, 071 400 . . .

0, 877 &.36-. . . ,

(fig. 4)

(fig. 5).

Ici de me me tous les chiffres ecrits sont exacts.
Toutes les figures et les resultats numeriques indiques ici sont faits par

etudiant zele D. Slavic.
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Note ajouh~e sur l'epreuve

L'inegalite f (x) > 0 (0 < x < 1), utilisee dans la demonstration du theoreme
AI, peut etre etablie directement comme suit.

Etant donne que la fonction

g(t)=~ (l-~ )t xt
(0 <x < 1)

est strictement decroissante pcur t> 0, on obtient

I(x) =nxn (xm-l)-mxm (xn-l)

= mnxm+n [g (m)-g (n)] > o.



Certaines inegalites oil intervient la fonction puissance 7

y

o x
Fig. 1

Les equations des courbes construites plus haut sont respectivement:

4

2. y=yl-x3,

6. y=yl-x3,

10. y= I-x,
3

13. y=(I-VX)2, 14. y=(l-VX)', 15. y=(l-VX)3,
434

17. y=(l-VX)3, 18. y=(l-VX)4, 19. y=(1_YX)4.

4

1. y= ../1-x4,

3

5. y = ../ 1- x' ,

9. y=l-x2,

3
3. y=yl-x4,

7. y=yl-x',

11. y = 1-../x ,

3

4. y=yl-x3,

8. y=../I-x,

12. y=(I-x)',
3

16. y=(1-VX)3,
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y

Fig. 2
x

Les equations des courbes construites plus haut sont respectivement:
534

I. y_yl-x3, 2. y=yl-x5, 3. y=yl-x',
3 3

5. y-yl-x, 6. y=I_X3, 7. y~l-yx,
453

9. y=(l-yx)', 10. y~(l_yx)4, 11. y=(l_yx)3, 12. y=(I-yx)5.

8. y = (l_X)3,
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y

o x
Fig. 3

Les equations des courbes construites plus haut sont respectivement:
635

1. y-yl-:x3, 2. y=yl-x6, 3. y=yl-x2,
4 4

5. y=yl-x, 6. y=I-x4, 7. y=I-v'X,
5 6

9. y=(1-v'X)S, 10. y=(1-v'X)6, 11. y=(1-v'X)3,

8. y=(I-x)',
3

12. y=(1-v'X)6.
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Y
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Y= Vl-x2

y= Vl-x'
( x~ 0)

Fig. 4

x
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Y

Fig. 5

6
--- Y = vr::;2

3
- Y= V1-X5

(0 ~ X~ 1)

x


