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Soit

(1) Sy (=3 are—s
1

une suite de sommes partielles de la série de Dirichlet
) > a,e~tn
: 1

O<r<hy<... <A, >0 ; n—o; §=Xx+Yi).

Le domaine D ou cetite série converge absolument est obtenu selon le
procédé exposé dans le travail [1]. Ainsi, par exemple, lorsqu’on écrit la série

o0
z |an|e-7\,,x
1
sous la forme
=) o0 1
S laule % =3 p, |agleMF — (> 1),
1 1 n

ou
lim ﬁ(l—i)=o,

n-»o0 j 7 2373

on obiient la condition suivante de la convergence absolue de la série (2)

~inx
(3) 5_"}—“""3—1=0(1), n—oo .
1——
(=)
De 1a il vient:
4 x>A= Hﬁilg n_1|a,,|y.,,

n-yoo A 1 )
n 1 [
kl;[l ( Pr
D’ou le résultat suivant:

S’il existe une telle suite de nombres {u,} (w,>1) qui satisferait, avec les
coefficients et les exposants de la série (2), la condition (4), alors la série (2)
converge absolument dans le demi-plan Res>A.
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Si, dans la relation (4), on écrit p.,,:S"J'l

nt+1
partielle de la série divergente

i dr  (de>0),

1

P’abscisse de la convergence absoluz est alors

A= fim L 1g Lo SnsaSn
n-»ew 7\,, d,,
D’ou, pour
1
d,= (lgan=1Iglgn, ..

nlgnlgen...1g,_n
il résulte

— 1
A=1lm —lg|a,|nlgn...l1gin

n->oo )‘n

)

n
, ou S,= de est la somme
1

La série (2), d’aprés la relation (3), converge absolument sur l'axe de

la convergence absolue si

lim |lg(|a,|nlgn... lgon)—2, 4| < (|4|<M).
n-—yw

Soit la somme partielle (1) écrite sous la forme

n n
S(8)=73 axe™ =73 |ax|e*k* cos (ax—x y)
k=1 k=1

n
+iy |ax|e=2%* sin (ax—2Ae ¥) (xx=argag, s=x+yi);
k=

1

soit la partie réelle de cette suite écrite de la fagon suivante

(5) ReS,(9)= i | Oy, |e=*m* cos (%mp— M ¥)
k=1

q
+ > | an | € *m* €08 (g, — Ay V),
k=1

(cos (“mk'—J‘mk ¥»)>0, cos (“nk_“ g y)<0),

ou
ptg=n, my<n, n,<n.
Si

(6) O<°‘2_“1 ﬂ:("a'—7\1)< cr KUy %y =+ ()\n+1_' n)y < - <0<277,

2m—a

ol 0 <a,=darga, alors 0<|y|<

n—yo0

(0<a _lim (apyg—a,) <27, g=lim (hypg—n,) —lim 2=
n—yowo

n

p—q=0(), p,g— oo.

n->»0 A
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Considérons sur la droite Re s=c (¢ < 4) la suite (5), écrite sous la forme

(7) Re Sn (C): Pp— Qq

q
( P, = zp: Iamk| e—Mm ¢ cos (oc,,,k—— lmky), 0,= 2 la,,k| e—Mn. ¢ cos (oc,,k—l,,ky)>
=1 =1

k
ou P, et Q, satisfont les conditions:
0<P,<Pi<--- <P, o0, p—ron,

(®)
0<Q1<@e<- - <Qp—00, g 00.

Lorsqu'on prend en cosidération les relations (6) et (8) et sur la base
des résultats exposés dans le travail [*], la suite (7) converge si

Pp+1_Pp — lim Qp+1_Qp= 0

lim s
pPO® 7\1,' Py [
J— P —_

Q) im Len=P b gy H_C<o
P> (Qp-l—l_Qp))‘p Py 1——7\k
O<r' <1, limr'=1; 0<p,<1, lim g,<1).

proo D>
Si
, €08 (%, —Am, ) P
hy =T (s,,= L+ 2 oS (am— y))
—cos (ax, —A, ») ) 4
Yp = sp’ 2 Sp = 1— Z cos (ank'_)\nk y))
? E=1
alors
q p
T (A—we) . g > cos (ax—A y)
e (¢+q-m)
(1—}\]‘,) Sy Sq Sq
k=1

De 13, lorsqu'on prend en considération que la suite

[ >, e"k"] (0<B~6, <+ - - <Bp47—0,<- - - <O<2m)
k=1

limitée, il résulte, d’aprés les conditions (6)

lim 2-1  (p+g=n).
Pa® S,

[T L. Karadzié: Certains théorémes se rapportant aux séries @ termes constants
ces Publications, Ne 93 (1963).
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Par conséquent, les relations (9) peuvent étre écrites sous cette forme-ci:

(10 lim a, e m° s, = li e Mg 0
(10) m s, = lim a,, s, =0,
P> ]

. a O~
lim |2 | e Cmp=npd € _ 1

pow| ay

Donc, la série de Dirichlet (2) posséde, sous ces conditions-ci, la somme
partielle

m

(11) S g™ (mpyi—my=0 (1), p— o)

k=1
dont la partie réelle converge uniformément dans le domaine D

am,,

lg

. a
Res>c= lim 4
P> 7\m _7\np
De méme, la partie imaginaire de la suite (11) converge uniformément dans
le domaine D,

’
amp

’
a,,p

Ig
Res > ¢’ = lim

Pro Ay, —A
Mp

’

ou {m,’} et {n,’} sont les suites partielles de la suite de sorte que m, —n,’ =

=0(1), p—oo. .
Si

(12) lim

n-—»o

Qni1
an

=1, im (pi1—A)=h O <h< )
n-—»>ow

alors c¢=c¢'. Par conséquent, la suite (11) converge uniformément pour
Res > ¢, si, d’aprés la condition (10), est satisfaite la condition

na,e~*¢=o0 (1), n— oo.

En vertu de ce qu’on vient d’exposer ci-dessus, on peut formuler ce

Théoréme — Si la suite d’exposants {\,} et la suite d’arguments {arga,}
de la série de Dirichlet (2) satisfont les conditions (6) et (12) et si
na,eM¢=0(l), n— oo (c>0)
alors
lg an+1
. a,
Res=C=lim

nw  Ap1—h,

est labscisse d’ultraconvergence de cette série. Elle converge sur I'axe Res=C

2n—a

dans les intervalles 0<|y|< si na,e*nC=o(l), n—oo.

De la fagon ci-dessus exposée, on a donné l’expression analytique pour
I’abscisse d’ultraconvergence d’une classe spéciale de séries de Dirichlet. S’il
existe quelque autre expression analytique pour ’abscisse d’ultraconvergence
de n’importe quelle classe de séries de Dirichlet, I’auteur 1’ignore.
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