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1. INTRODUCTION

En part ant de l'identite de Jacobi

(1.1)
00 +00

IT(1-x2n) (1 + x2n-l z) (1 + x2n-l Z-l) = 2: xn' zn
n=l -00

(x et z, variables complexes; Ix [ < 1, z of.0)

laquelle intervient dans la theorie des fonctions elliptiques, on peut obtenir,
comme consequences, les identites suivanLes:

( 1.2)

- 00

(1.3)
00 00 ~ (n'+n)

IT
(1_xn)3=

2: (-It(2n+ l)x2
n=1 n=O

(1.4)

1
00 l-x2n 00 2 (n'+n)

II l-x2 n-l =:to
x

dues a Euler, Jacobi et Gauss respectivemen~.
Remarquons qu'on a

(1.5)
00

IT(l-rn-l) (1 + xn) = 1
n=l

([xl < 1),

et par suite a l'identite (1.4) on peut donnel la forme

00 00

IT(1_x2n) (1+xn) = 2:
n=l n=O

1
2

(n'+n)
X

Pour la demonstration de ces identites voir les artIclesl) 2).

Recemment B. Gordon 3) a demontre une identite analogue que void
-- 1) G. H. H a r d y

- E. M. W rig h t: An introduction to the theory of numbers,

4-th ed., Oxford 1960.
2) J. M. D 0 b b i e: A simple proof of the Rogers - Ramanujan identities, The

Quarterly Journal of Mathematics (2), vol. 13 (1962), N.! 49, pp. 31-34.
3) B. Go r don: Some identities in combinatorial analysis, The Quarterly Journal

of Mathematics (2), vol. 12 (1961), N.! 48, pp. 285-290.



2 Dragomir Z. Djokovic

( 1.6)
00

IT(1-.x2") (I_X211-1 z) (I-X211-1 r1) (I-X411-4 Z2) (1-x4"-4 r2)

1I~1
+00

= 2 X311'-211 (Z311 + Z-311_Z311-2_Z-311+2),

-00

valable aussi sous les conditions Ix I< I, z =FO.

L. J. Morde1l4) a donne une nouvelle demonstration de l'identite (1.6)
en employant la theorie des fonctions theta.

B. Gordon a obtenu, comme consequences de (1.6), les deux identites
suivantes

(1. 7)
00 +oo..!.. (311'+11)

IT (I-X")3 (1-x211-1)2 = 2 (6n + I)x 2 ,
11=1

( 1.8)
00 +00

IT(l-x211) (I_X211_1)2 (I_X411)2= 2 (3n+l)x311'+2I1.
11=1 -00

B. Gordon 3) suggere les generalisations possibles, mais il n'a reussi a
obtenir aucune identite nouvelle en dehors de (1.7) et (1.8).

Dans eet article no us avons effectue une des generalisations suggerees
par Gordon.

2. IDENTITE PRINCIP ALE

Soit

(2.1)
def 00

B (s, t) = IT (1-s" t),
11=1

def
A (s, t) = (1-t-1)2 B2 (s, t) B2 (s, t-1).

On verifie sans difficulte que la fonction (2.2) satisfait a
fonctionnelle

(2.2)

l'equation

(2.3) A (s, t) = S2t2 A (s, st).

Le produit au moyen duquel la fonction A (s, t) est definie, etant abso-
lument convergent pour Is 1< 1, t =F0, s'ecrit sous la forme que voici

(2.4)
+00

A (s, r) = 2: ak (s) tk.
-00

La serie qui se trouve au second inembre de la relation (1.4) est uni-
formement convergente pour Is I< 6, T-1 < It I< T, ou 6 et T (0 < 6 < 1,
T> 1), sont arbitraires.

A partir des egalites (2.3) et (2.4), on trouve la relation recurrente

ak (s) = ak-2 (s) Sk(2.5) (k entier).

s'ensuitII

(2.6)

(2.7)
(n entier).

4) L. J. M 0 r dell: An identity in combinatorial analysis, Proceedings of the
Glasgow Mathematical Association, Vol. 5 (1962), part 4, pp. 197-200.
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D'apres (2.6) et (2.7) la serie (2.4) prend la forme que voici

(2.8)
+~ +~

A(s, t)=ao(s) L sn'+nt2n+ads) L sn'+2nt2n+l.

-00 -00

Etant donne que A (s, S-1) = 0, si l'on fait 1= S-1 et t = -S-1 dans
(2.8), il vient

+~ +~

ao (s) L sn'-n + a1 (s) S-1 L sn' = 0,
-~ -~

+~ +~

ao (s) L sn'-n -al (s) S-1 L sn' = A (s, -S-I).
-~ -~

Par suite, on a

(2.9)
+~

2ao (s) L sn'-n = A (s, -S-I),
-~

(2. 10)
+~

2al (s) L sn' = -sA (s, -S-I).
-~

La relation (2.2) donne

(2.11)
~

A (s, -S-l) = 4 n (1 + sn)4.
n~l

En posant x = S2 dans l'identite (1.4), on trouve

(2.12)
~ l-s4n ~ 1 +~ 1 +~n - L sn'+n =- L sn'+n =- L sn'-n.

n~ll-s4n-2 n::O 2 -~ 2-00

En faisant encore x = s et z = 1 dans (1.1), on obtient

(2.13)
~ +~

n (l-s2n) (1 + s2n-l)2 = L sn'.
n=l -00

On a, d'apres (2.9), (2.11), (2.12) et (1.5), la relation suivante

~ (1+sn)4(I-s4n-2)2 ~ (1+sn)(1+s2n-l)2
ao (s) = n = n

'n=l 1-s2n n=l l-sn
(2.14)

et, d'apres (2.10), (2.11) et (2.13),

ads) = -2s fr (1 + sn)4
- -2s fr(1 +sn)(1 + s2n)2

.
n~l (1-s2n)(1 +s2n-l)2 n=l l-sn

(2.15)

Si l'on utilise les relations (2.1), (2.2), (2.14) et (2.15), l'identite (2.8)
prend la forme suivante:

~

n (l-sn) (l_s2n-l) (1_snt)2 (l-sn-1t-1)2
n=l
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ou bien
00

TI (l-sn) (l-s2n-l) (l-sn t)2 (1_sn-l (-1)2
n=!

={Jj
(l+s2n-l)2}

~
snIp (2n

-2{Jj (l+s2n)2}~ Sn'(2n-l.

C'est l'identite que nous voulions obtenir et qui est analogue aux iden-
tites (1.1) et (1.6).

Nous allons donner a l'identite (2.16) une nouvelle forme.
L'identite (1.1), si l'on y fait x=s, Z=S(2 et ensuite x=s, Z=(2, fournit

les egalites

(2.16)

(2.17)
+00 00

L:
sn'+n (2n=

TI (l-s2n) (1 +s2n t2) (1 +s2n-2 (-2),
-00 n=!

(2.18)
+00 00

L sn' (2n-l = TI (1_s2n) (1 + S2n-l (2) (1 + S2n-l (-2).
-00 n= 1

D'apres (2.17) et (2.18), l'identite (2.16) prend la forme suivante:
00

TI (l-s2n-l)2 (l-sn ()2 (1_sn-l (-1)2

n=!
00

= TI (1 + s2n-l)2 (1 + S2n (2) (1 + S2n-2 (-2)

n=!

ou bien

(2.19)
00

(1_(-1)2 TI (l-s2n-l)2 (l-sn ()2 (l-sn (-1)2
n=!

00

= (1 + (-2) TI (1 + s2n-l)2 (1 + S2n (2) (1 + s
2n (-2)

n=!
00

-2(-1 TI (1+S2n)2 (l+s2n-1t2) (I+S2n-l(-2).

n=!

3. CONSEQUENCES

(a). Si l'on pose t=ei6 dans l'identite (2.19), on trouve

(3.1)
00

(l-cos 6) TI(l_s2n-l)2 (1-2s cos 6 + s2n)2

n=!
00

= TI(1 + s2n)2 (1 + 2s2n-l cos 26 + s4n-2)
n=!

00

-cos 6 TI(1 +s2n-l)2 (1 + 2s2n cos 26+ s4n).
n=!
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Avec les notations de Jacobi, l'identite (3.1) s'ecrit

H2(~
I

K, iK')02(;
I

K, iK')

dn (u IK, iK')-cn (u IK, iK') = a
2 ,

o (uIK, iK')

ou a designe l'expression

Par introduction des fonctions theta, l'identite (2.19) prend la forme
plus simple

Dans cette forme, l'identite (2.19) peut €tre demontree aisement en
utilisant la theorie des fonctions theta.

(b). En divisant l'identite (2.16) par (t-l)2, on obtient

00
t -2 IT(l-sn) (I-S2n-l) (1 + sn t)2 (l-~ n t-1)2

n~1

= (t-1)-2 {[Jj (1 + s2n-l)2
] X

sn'+n t2n

-2 [Jj (l + S2n)2]
X

sn' t2n-l} .

Lorsqu'on fait ici t tendre vers I'unite, on a l'identite suivante:

(3.2)

(c). A l'identite (2.19) on peut donner Ia forme

(3.3)
00

IT
(l_s2n-l)2 (l-sn t)2 (l-sn t-1)2

n~1

00

= IT(l +s2n-l)2 (l +s2n t2) (1 +s2n t-2)
n~1
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Lorsque t - 1, 1'egalite (3.3) donne

(3.4)
00 00

n (1_s2n-l)2 (1_sn)4 = n (1 +sn)2 + 2 (Ll-L2),
n=1 n=1

ou nous avons pose

Dl
L 1

. D2
Ll = lim , 2= 1m ,

HI (t-1)2 HI (t-1)2

(3.5)
00 00

Dl = n (1 + s2n-l)2 (1 + s2n t2)(1 + s2n t-2)- n (1 + sn)2,
n=1 n=1

00 00

D2 = n (1 + s2n)2 (1 + S2n -1 t2) (1 + s2n-l t-2)- n (1 + Sn)2.

n=1 n=1

Pour evaluer les limites Ll et L2, nous allons representer les differences
Dl et D2 sous la forme des series suivantes:

(3.6) Dl ={j] (1 +s2n-l)2}
k~1 {IT

(1 +s2n)2

x [(1 +S2k t2) (1 +S2k t-2)-(1 +S2k)2] nit (1 +s2n t2)(1 +s2n t-2)}

x fr (1 +s2n (2) (1 +s2n t-2)
}
,

n=k+l

(3.7) D2 = {j] (1 +s2n)2}
~I {[[(

(1 +s2n_l)2]

X [(1 +S2k-l t2) (1 +S2k-l t-2)-(1 +S2k-l)2] fr (1 +s2n-1t2)(1 +s2n-lt-2)
}n=k+1

=
(t2--: 1)2

{Ii (1 +s2n-l)2
} i {~::~l 2[Ii (1 +

S2n_l)2
]t n=1 k=1 (1 +S ) n=1

X fr (1 +s2n-l t2) (1 +s2n-l t-2)
}
.

n=k+1

D'apres (3.6) et (3.7), on trouve

(3.8)

(3.9)
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En rempla~ant Ll et L2 dans (3.4) par les expressions (3.8) et (3.9),
i1 vient

(3.10) Ii (l_sn)4 (l_s2n-l)4 = 1 + 8 f (-It
sn

.
n=l n=l (1 +sj2

Etant donne que

la formule

=sn-2s2n+ 3 S3n- . . .
(1 + sn)2

(3.10) devient

(3.11)
00 00 00

TI (l-s")4(I-s2n-l)4=1+8 L L (-I)m+n-lmsmn.

n=l n=l m=l

Posons

(3.12)
00 00 00

L L (_l)m+n-l msmn = L I:t.(n) sn.
n~l m~l n~l

En comparant les coefficients de sn, on conc1ut

(3.13) I:t.(n)= L (_I)d+d'-ld

din (d' = :' d> 0) .

Dans la theorie des nombres, on introduit la fonction cr definie par

(3.14) cr(n)= L d
din

(d>O),

qui possede les deux proprietes suivantes:

(3.15) (nl et n2 premiers entre eux),

(3.16)
p'+1-1

cr(p') =
p-l

(p nombre premier).

Nous allons exprimer la fonction (3.13) au moyen de la fonction (3.14).

Pour n impair, d + d' est pair. Par suite, on a

(3.17) 1:t.(2n+ 1)= -cr(2n+ 1).

Soit a present n = 2' N (r>O, N impair).

Les diviseurs d de n pour lesquels la somme d + d'
la forme d1 ou 2' d1, ou d1 represente un diviseur de N.

La somme de tels diviseurs de nest

est impaire ont

~l= L
din

d+d'=;::l
(mod 2)

d = (2' + 1) L d1= (2' + 1) cr(N).
d,lN

La somme des autres diviseurs de nest
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En utilisant les deux dernieres relations, on obtient

IX(2r N) = ~1-~2 = 2 ~1-(2r+l_l) a (N),

ou bien

(3.18) IX(2rN)=3a(N) (,>0, N impair).

D'apres (3.12), (3.17) et (3.18), Ie developpement prend la forme

00

11 (l-sn)" (l_s2n-l)4
n=l

= 1 + 8 {-
~1

a (2n-l) s2n-l+ 3
21

cr(2n-l) S2 (2n-1)

+3
~1

cr(2n-l)S2'(2n-1)+...},

ou plus precisement

(3.19)
00

11
(l_sn)4 (l_s2n-l)4

n=l
00 0000 k

= 1-8 L cr(2n-l)s2n-l+ 24.L .L cr(2n-l)s2 (2n-i).
n=l k=ln=l

Si I'on remplace spar -s, la relation (2.13) devient

(3.20)
00 +00

11 (l-sn)(l-s2n-l)= .L (-ltsn'.
n= 1 -00

Designons par '4 (n) Ie nombre de representations de n (n entier positif
ou nul) sous la forme a~ + a~ + a~ + a~ (a; entiers), en regardant deux represen-
tations comme distinctes si I'ordre des a; ou leurs signes sont differents.

On a l'egalite suivante

(3.21)
D

(l-Sn)4(I-S2n-l)4=(X (-I? sn')' =
~o

(-I)n'4(n)sn.

De (3.19) et (3.21), it vient

'4(0)= 1,

'4 (2n-l) = 8 a (2n-l)

'4
[2k (2n-l)] = 24 cr(2n-l)

(n = 1, 2, 3, . . .),

(k, n = 1, 2, 3, . . .).

Ces formules sont connues {voirl>}.


