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1. INTRODUCTION

En partant de I'identité de Jacobi

—o0

© 400
(1.1) [T A=x2" Q+x2""1z) (1 +x2"~1z71) = > xmz"
n=1

x| <1, z#0)

laquelle intervient dans la théorie des fonctions elliptiques, on peut obtenir,
comme conséquences, les identités suivanies:

(x et z, variables complexes;

1
© + oo —(3n*+n)
(1.2) [Ta—x"=3 (—1x? ,
o " o0 - 1 ndn)
(1.3) [TU—x"3=S (=) Q2n+1)x? )
n=1 n=0
1
0 l_xzn o 7(n'+n)
1.4 = b s
4 nl;Il I—x2n-1 Zo
dues & Euler, Jacobi et Gauss respectivemens.
Remarquons qu’on a
(L5) [1a—x") A+x)=1  (|x|<1),
n=1

et par suite a l’identité (1.4) on peut donner la forme
%(n’+n)

[T—%m (14+x)=3 x
n=1 n=0

Pour la démonstration de ces identités voir les articles? 2,
Récemment B. Gordon® a démontré une identité analogue que voici

) G. H . Hardy — E. M. Wright: An introduction to the theory of numbers,
4-th ed., Oxford 1960.

2) J. M. Dobbie: A simple proof of the Rogers — Ramanujan identities, The
Quarterly Journal of Mathematics (2), vol. 13 (1962), Ne 49, pp. 31—34,

3) B. Gordon: Some identities in combinatorial analysis, The Quarterly Journal
of Mathematics (2), vol. 12 (1961), Ne 48, pp. 285—290.
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(1.6) ﬁ (1—x27) (1—x2"—1 z) (1—x2"—1z=1) (1 —x21—1 72) (] —x4"—4 z-?)
n=1

+o
= Z x3n*—2n (23"+z‘3"—z3"—2—z—3”+2),

valable aussi sous les conditions |x| <1, z# 0.
L. J. Mordell® a donné une nouvelle démonstraiion de I’identité (1.6)
en employant la théorie des fonctions théta.

B. Gordon a obtenu, comme conséquences de (1.6), les deux 1dent1tes
suivantes

(1.7 ﬁ (1—x"P® (1—x2"—1p— Z 6n+1)x (3 '+n)
n=1 =
(1.3) ﬁ (I—x2") (1—x2"-12 (1—x*")? = +Zw (3n+ 1) x3m+en
n=1 =

B. Gordon® suggére les généralisations possibles, mais il n’a réussi a
obtenir aucune identité nouvelle en dehors de (1.7) et (1.8).

Dans cet article nous avons effectué une des généralisations suggérées
par Gordon.

2. IDENTITE PRINCIPALE

Soit .
def o
2.1 B(s, )= ] (1—s"1),
n=1
(2.2) A(s, D) d:(l—t‘l)z B (s, 1) B2(s, tY).

On vérifie sans difficulté que la fonction (2.2) satisfait 4 1’équation
fonctionnelle

(2.3) A(s, =51 A(s, si).

Le produit au moyen duquel la fonction A4 (s, #) est définie, étant abso-
lument convergent pour |s| <1, ¢ 0, s’écrit sous la forme que voici

2.9 A(s, D)= ? ay (s) t~.

—o0

La série qui se trouve au second iembre de la relation (1.4) est uni-
formément convergente pour |s| <0, T-1<|t|<T, od bet T (0<O<I,
T> 1), sont arbitraires.

A partir des égalités (2.3) et (2.4), on trouve la relation récurrente

2.5) ax (8) = ax—y (5) s* (k entier).
Il s’ensuit
(2.6) Ay (5) =@y (5) s™+"
(n entier).
2.7 any1 (5) = ay (5) s™+2

19 1. J. Mordell: An identity in combinatorial analysis, Proceedings of the
Glasgow Mathematical Association, vol. 5 (1962), part 4, pp. 197—200.
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D’aprés (2.6) et (2.7) la série (2.4) prend la forme que voici

(2.9) A(s, H=ay(s) Z swEn 24 g, (5) 2 ST f2nt1

— 00

Etant donné que A(s, s~)=0, si l'on fait r=s"1 et r=—s! dans
(2.8), il vient

+oo +o .
ap(s) > s™7" +ay(s) st > s” =0,

+o0 + o0
ag(s) 3 s7 T —ay (s) st Y M =A(s, —s7Y).

Par suite, on a

2.9) 2a, (s) Jio §7 = A (s, —s7Y),
o

(2.10) 2a,(s) > s = —sA(s, —s ).

La relation (2.2) donne h
(2.11 A(s, —s ) =4 f11 (1+sm

En posant x=s? dans Pidentité (1.4), on trouve

© gt = 1t | 1+

(2.12) L[l T gz =”ZOS" = 5 —2.:9 smEn — > _zms" -,

En faisant encore x=s et z=1 dans (1.1), on obtient
) + o0
(2.13) [TA—=s¥) (1 + 2 1= 57
n=1 —o0

On a, d’aprés (2.9), (2.11), (2.12) et (1.5), la relation suivante

e (1 —g4n1—2)2 i n 2n—1\2
(2.14) a5 (5) = H (1+S)( g2 (1+s)(1+”s ’

—g2n n=1 1—s

et, d’aprés (2.10), (2.11) et (2.13),

* (1+s™2 o
2.15 a,(s)=—2s =
( ) 1() J;Il (1_s2n)(1+s2n—1)2 I;I
Si I'on utilise les relations (2.1), (2.2), (2.14) et (2.15), Pidentité (2.8)
prend la forme suivante:

(145" (14529
1—s"

ﬁ (1—s") (1—2"=1) (1—s" ) (1—gn—1 r-1)2

[H (1+s2n—1)2} Zw gmngan g {H (1+S2n)2] § gman ey

—o0 n=1 —w
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ou bien
(2.16) [T (1—s" (1—2"Y (1—s" ) (1—s"~1 112
n=1
0 +o00
={H (1+s2”—1)2] S s gan
n=1 —o

-] -+ 00
—2{ 1 (1+s2")2} S osm el
n=1 —00

C’est I’identité que nous voulions obtenir et qui est analogue aux iden-
tités (1.1) et (1.6).

Nous allons donner 4 I'identité (2.16) une nouvelle forme.

L’identité (1.1), si l'on y fait x=s, z=s1 et ensuite x =5, z=r3, fournit
les égalités

~+ o0 -}

2.17 > st =TT (1—s%") (1 +52"£3) (1 +s2"-2172),
—o0 n=1
+ o0 0o

(2.18) > s =TT (1—s%") (1+s2712) (14 s27-14-2),
—c0 n=1

D’aprés (2.17) et (2.18), l'identité (2.16) prend la forme suivante:

ﬁ (1—s2"-1)2 (1—s™ £)2 (1—s™-1¢-1p2
n=1
= ﬁ (1452712 (14527 ¢2) (14527-2¢72)
n=1

_iﬁ (1+ 5272 1+ s2n-1 1) ( 4 s2n-1 -2)
t

n=1
ou bien
2.19) (1—t=H2 H (1—s2"192 (1—s"1)? (1 —s" 1712

n=1
=(1+13 ﬁ (1+52"-22 (1+52"22) (1 +52"7¢72)
n=1
-2 ﬁ (1+527)2 (14 527-1¢2) (14 527-1179),
n=1

3. CONSEQUENCES
(a). Si I'on pose t=e'® dans I'identité (2.19), on trouve

3.1 (1—cose)ﬁ (1—s2"-1)2 (1—25 cos 0 + 5272

n=1

~ ] (1522 (1425271 cos 20+ s47-%)

n=1

—cos 0 ﬁ (1 452712 (14 252" cos 20+ s47).

n=1
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Avec les notations de Jacobi, I'identité (3.1) s’écrit

H? (i

K, iK’) 02 (l
2

K, iK’)

dn(u|K, iK)—cn(u|K, iK')=a

2

O (u|K, iK")
ol a désigne 'expression
1 © ___p2n-1Y6
g1 H(1 ")’
2/ g =i (1—g*")

Par introduction des fonctions théta, l’identité (2.19) prend la forme
plus simple

2931 91 () =939:9:(21—9, 97 9, (2v).

Dans cette forme, l’identité (2.19) peut étre démontrée aisément en
utilisant la théorie des fonctions théta.

(b). En divisant I’identité (2.16) par (r—1)?, on obtient

t—2"fj1 (1—s" (1—s2"Y (1 + 5" )2 (1—s" 112

+oo

=(t~1)‘2[[ a1 +s2"—1)2] S srten g2
n=1

) + o
—2[ IT (1+s2")2] > s t“—l} .
n=1 —00
Lorsquw’on fait ici ¢ tendre vers 'unité, on a l'identité suivante:
oo

(3.2) ﬁ (1—s™ (1_s2"—1)=[ﬁ (1 +s2"—1)2]z n(2n—1) s
n=1 n=1

—z[ﬁ it +s2")2] 5 (=1 @n—1) 7.
n=1 —o0

(c). A Pidentité (2.19) on peut donner la forme

]

(33) ] (—s2"12 (1—s" 02 (1—s" -1y

n=1

I

TT (1452792 (14527 ) (14527 1)
n=1

2t {ﬁ (1452712 (1 4 527 2) (1 + 52" t__g)_fI (1 +s")2}
n=1

— 2t {ﬁ (14522 (1 + 5271 2) (1 45271 t_2)__f’I (1+s”)2},

n=1 n=1
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Lorsque ¢ — 1, I’égalité (3.3) donne

3.4 ﬁ(l—sz"—ly 1—sm= n(1+s")2+2(L1 Ly,

n=

ol nous avons posé

L —11 Dl 5 L2=hm -D2 ’
—~1 (t—1)? t—1 (t—1)2

(3.5) Dy =TT (14521 (14527 2) (14+527 =) —T ] (1 +5",
n=1

n=1
Dy=TT (145272 (145213 (14521 =3 —T] (15"
n=1 n=1

Pour évaluer les limites L, et L,, nous allons représenter les différences
D, et D, sous la forme des séries suivantes:

o o rk—1
(.6) D1={H a +s2"—1)2} S {H (1 + 5272
n=1 k=1 \n=1
X (1 +5% £2) (1+5% 1) —(1+ 5257 [] (1+s2"t2)v(1+s2"t"2)}

)i mlio )

rr

sek 2[H
><"=1;I+1(1+s2"z2)(1+s2"t—2)],
6.7 1)2={nfj1 a +s2")2} » {[H ( +s2"—1)2]

n=1

X[(1+S2k_1 %) (1+s2k—1 t““)—(l+s2"“1)2] ﬁ (1+s2"—1t2)(1+s2”—1t—2)]
n=k+1

R,

(owr e tslfio )

k=1

X H (1+s2"—1t2)(1+s2"-1t—2)}.

n=k+1

D’aprés (3.6) et (3.7), on trouve

0 2k
(3.9) L,=4 °°(1 ) §
‘ =4 {fT s },‘Zlaﬂzk-l)z-
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En remplagant L, et L, dans (3.4) par les expressions (3.8) et (3.9),
il vient

n

o 0 S
3.10 1—s™t(1—s2""1)2=1+8 (-1 —.
(3.10) ,,I;Il( ) rgl (1+s"?
Etant donné que
-8 =s"—252R L 358
(1452

la formule (3.10) devient

@11 [T A= (= Y=1485 5 (—mntmgm,
n=1

n=1 m=1

Posons

(3.12)

o

i (=" tms™ =% a(n) s
1 m=1

n=1

Mg

n

En comparant les coefficients de s”, on conclut

(3.13) w(m)=S (— i+ -1d (d’:%, d>0).
dln
Dans la théoric des nombres, on introduit la fonction o définie par
(3.14) s(m=7% d @>0),
din

qui posséde les deux propriétés suivantes:
(3.15) 6(ny ny) =6(ny)oc(ny) (n, et n, premiers entre eux),

-1

" (p nombre premier).
p._

(3.16) o (p") -

Nous allons exprimer la fonction (3.13) au moyen de la fonction (3.14).
Pour n impair, d+d’ est pair. Par suite, on a

(3.17) «2n+1)=—oc(2n+1).

Soit A présent n=2"N (r>0, N impair).

Les diviseurs d de n pour lesquels la somme d+d’ est impaire ont
la forme d; ou 2'd,, ol d; représente un diviseur de N.
La somme de tels diviseurs de n est
X, = z d=(2"+1) z d,=(2"+1) o (N).
dfn A
d+d =1
(mod 2)

La somme des autres diviseurs de n est

By =0 (n)—F; = (2*1—1) 6 (N)—3,.
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En utilisant les deux derniéres relations, on obtient

a(2’N)=2,—3%,=23%,—(2*1—1) o (N),
ou bien '

(3.18) a(2"N)=36(N) (r>0, N impair).
D’aprés (3.12), (3.17) et (3.18), le développement prend la forme

T (1—s™* (1—s*n-18
n=1

= 1+8{—§ c(2n—1)s2"-143 i o (2n—1)s2@n—D

n=1 n=1
+33 c(2n—1)s2'(2”—1’+...],
n=1
ou plus précisément

(3.19) ﬁ(l—s")4(l~s2"—1)4
n=1

=1—-8% c(2n—-1s*1+24% % c(2n_1)s2k(2n—l).
n=1 k

=1n=1

Si l'on remplace s par —s, la relation (2.13) devient
") ~+00
(3.20) [IA—sDA—=s*"-H=73 (—1) 5.
n=1 . o

Désignons par r,(n) le nombre de représentations de n (n entier positif
2 2 . -
ou nul) sous la forme a?+a3+a3+a; (a; entiers), en regardant deux représen-
tations comme distinctes si 'ordre des a; ou leurs signes sont différents.

On a I’égalité suivante

@2) ] ('1~s")4(1—s2"—1)4=(§° (— 1) s"')4= S (=) sn
n=1 —o0

n=0
De (3.19) et (3.21), il vient
ry(0)=1,
ry(2n—1)=80(2n—1) n=1,2,3,..),
r[2¥2n—1]=246(2n—1) tk,n=1,2,3,..)).

Ces formules sont connues {voir?}.



