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SUR UN PROCEDE FOURNISSANT DES EQUATIONS FONCTIONNELLES DONT
LES SOLUTIONS CONTINUES ET DIFFERENTIABLES PEUVENT ETRE
DETERMINEES *)

Dragoslav S. Mitrinovitch

1. La solution générale de I’équation aux dérivées partielles du second ordre

2 2
) Pz 0
ou2 o2
est la fonction
(2) Z:Fl (quV)-i-Gl (u~v),

F, et G, étant des fonctions quelconques dérivables.
La solution générale de I’équation

3 02z 02z 1[(0z\2 0z\2
) w2 02z l:(()u) <0v> ]
est la fonction

4) z=Fy(u+v) Gy (u—v),

ou F, et G, désignent des fonctions quelconques dérivables.
La relation
0z\2  [0z\2
(5
ou oy
détermine toutes les solutions communes aux équations (1) et (3), a savoir

z=Pu+v) et z=0 W—v),

P et Q dénotant des fonctions quelconques dérivables deux fois par rapport
aux variables, mises en évidence.

Dong, il faudra que
(41) Fu+v)Gu—=Fu+v»+G w—v)=Pu+v),

*) Grace a quelque§ remarques dues 3 Monsieur le professeur J. Aczél (& Debrecen
Hongrie), le texte définitif de cette Note est amélioré dans certaine mesure. Nous en remercions
M. J. Aczél. :
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ou

(42) Fu+vGu—=Fu+n+G6 u—v=Qu-y),
ce qui conduit respectivement a

(BY) Gy (u—v)= const, G, (u—v)= const;

(B>) Fy(u+v)= const, F,(u+v)= const.

Comme conséquence du fait indiqué plus haut, nous avons énoncé [1}
les résultats suivants:!)

a) La seule solution continue et dérivable de chacune des équations fonc-

tionelles
' SOy fO)=fx)+,P (),
Fm &) [ =)+
est la fonction f(x)=0 [f" (x)= d"ffdx™, f™(y)=df[dy];
b) Toutes les solutions continues et dérivables des équations fonctionnelles

Fx) f(»)=fC)+,D(y),
F) fO) =) +f»)

f(x)=0 et f(x)=1

pour la premiére équation, et

f)=0, f(x)=2,

sont

pour la seconde.

A partir du fait mentionné plus haut, on peut également résoudre des
équations fonctionnelles beaucoup plus générales que celles indiquées dans ce
qui précéde. Ceci sera I'objet de cette Note.

2. Posons:
F(x)=afP(x), Gx)=bfx)+ec,
F)=fm @), Gx)=/®(x),
{a(£0), b(=F0),c constantes].

L’équation (A4;) devient alors

(5) fx) fON)=af@(x)+bfP(y)+c
et les conditions (B;) et (B,) sont respectivement
. (6) fOWM=k,  bfO)+e=ky;
€

(7) [ @)=k, af®(x)=ke

Les ky, k,, k3, k4 présentent ici et dans la suite des constantes.

1) Le contenu essentiel de ladite Note [1] est ici exposé dans une forme un peu simplifiée.
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L’ensemble des équations (5) et (6), ainsi que celui des équations (5) et
(7), fournissent toutes les solutions continues et dérivables de I’équation foncti-
onnelle (5).

Prenons en considération le cas ou

&) m>p>n>q.

Dans ce cas, (6) fournit ky=0. L’équation (5) regoit la forme
bf@(y)+c=0,

et c’est pourquoi k,=0.
Par suite, la solution continue de Péquation fonctionnelle (5), sous la
condition (8), est définie par I’équation différentielle

® @ =—c/b,
et cette solution est unique.
La solution de (9) est un polyndme de degré gq.
Pour trouver d’autres solutions de (5), partons de (7).

Comme conséquence de la cendition (8), tenu compte de (7), on a k3=0
et k4=0. L’équation (5) devient alors, précisément, I’équation déja rencontrée (9)
ce qui prouve que I’équation (9) n’a pas d’autres solutions continues et dérivables
en dehors de celle déterminée par (9).

Passons maintenant au cas

(10) m>p=n=q.
Alors, de (6) on tire

(11) ky = (k2 — ).
L’équation (5), pour ce cas, prend la forme
12) aki+ky=0.

Les (11) et (12) fournissent
ky=-—c/(a+b), ky=ac/(a+Db).
Par suite, la solution de I’équation fonctionnelle
(13)  fM @)@ =af@@)+bfOG) te, (@#—b, m>q), -
est définie par
(14) @)= —c/(a+Db).
La solution de (13) est un polynéme de degré g, défini i Paide de (14).
A partir des relations (7), en tenant compte de la condition (10), on

obtient précisément la solution (14), ce qui est la seule solution continue et
dérivable de (13).

Envisageons ensuite le cas

(15) m=n=p<g,
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pour lequel les relations (6) sont
S =k, c=ky,
ce qui, remplacé dans (5), donne
kf=ak1+c.
Par conséquent, la solution de I’équation fonctionnelle

(16) ) f () =afmx)+bfP)+e, (m<g),

est déterminée par P’équation

. atlyal+4ce
f<m>(y)z—‘/2 :

En partant de (7), compte tenu de (15), on retrouve la solution déja
obtenue de I’équation (16).

Notre but n’est pas d’épuiser tous les cas qui peuvent se présenter, en
étudiant I’équation fonctionnelle (5), et c’est pourquoi nous finirons par consta-
ter que toutes les solutions continues et dérivables de I'équation fonctionnelle
{5) sont des polyndmes, qui se réduisent, dans certains cas, & une constante.

3. Posons:

Fix)=f(x), Gi(x)=f(x),
Fy(x)=f(x)+ Ag(x), Gax)=f(x)+Bg(x),
avec A, B constantes arbitraires.
L’équation (A;) devient, dans ce cas,
(17) [f(x)+Ag)] [f(¥)+Bg»]=1(x)+f(}).

En appliquant le procédé de notre Note [1], résumé ici, on obtient le
résultat que voici:

Les solutions continues et dérivables de I'équation fonctionnelle (17) sont:
R A k2 2k —ky2
I fR)= g =
2B+ (A — Bjk; 2B+ (A—B)k,
:3'% £ () = 2dp—F;
24+ (B— A)ky 24+ (B—A)ky
k| et k, étant des constantes arbitraires, telles que
2B+ (A—B)k1 =0, 2A+(B— Ak, F 0.

Pour 4=0 ou B=0, la solution est

2° flx)=

f(x)=0, g(x) arbitraire.
Pour 4=B=0 la solution est
f(x)=2, g(x) arbitraire,
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4. Prenons maintenant le cas assez général suivant
Filxl= A, f™ )+ A f7Px) + - -+ + A f1(X) + A f (),
G [x]=B,f®(x) +B1f" ~D(xX)+ « -« + B, 1 f'(x) +B.f(x),
Flx]=C fP(x) + CLfP=0x)+ - - - + Cp —1f'(x) + Cpf(x),
Gy [xI=D_fD(x) + Dy f@—D(x)+ - - - + Dy 1 f'(x)+ D, f(x),

ou A;, B;, C, D; sont des constantes.

(18)

L’équation (A4;) prend la forme

(19) - BX] Galyl= Filx] + Gi[yl.
Les conditions (B;) et (B,) sont respectivement:
(20) Gil=k,,  Gl=ky;

et
2n Filxl=k;, Flx] =k,

Les relations (19) et (20) d’une part, et celles (19) et (21) d’autre part
fournissent toutes les solutions continues et dérivables de I’équation fonc-
tionnelle (19).

Par un choix convenable des expressions différentielles Fy, Fy, G; G, y
figurant nous sommes ainsi dans la possibilit¢ de former, d’une maniére systé-
matique, des équations fonctionnelles de types divers dont la solution continue
et dérivable peut étre déterminée.

5. Les équations fonctionnelles dont il s’agit ici pourraient étre résolues
également a I'aide des artifices différents.

Nous allons illustrer ceci par deux équations fonctionnelles particuliéres,
considérées dans ce qui précéde.

Envisageons, tout d’abord, 'équation

22) f&x) f)=f )+, ().

Pour y=x, il vient f2(x)=2f(x), donc f(x)=0 ou f(x)=2. Comme f(x)=0,
f(y)=2 (ou linverse) n’est pas solution de I'équation (22), il vient

f@)=0, f(x)=2,
ce qui sont les solutions continues et dérivables de I’équation (22).
La méthode générale, qu'on peut appliquer a I'équation fonctionnelle

S f ()= f(x)+7 (),

pour trouver ses solutions continues et dérivables, consiste en ceci: si f(y) n’est
pas constant, on peut substituer 4 y deux valeurs y; et y,, telles que

SOD=a, f(y)sa,

ou a; et a, désignent deux constantes différentes.
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On a alors
ay frm(x)=f(x)+ by (b1 =f"ay)),
ar f(x) = f(x) + b, (by = f"ay)),
On en tire
_ (a2—ay) f(x)=a; by—ay by,
et ensuite

f(x)=const.

Si m >0, on obtient comme solution f(x)=0.
De méme si m=0, n> 0, on trouve: f(x)=0 et f(x)=1.

6. Tout récemment, J. ACZEL [2] a donné un bel apergu, bien documenté,
sur des équations fonctionnelles. Cet apergu est suivi d’un index bibliographique
contenant les 64 notes, mémoires et articles consacrés i des équations fonction-
nelles.

Parmi de nombreuses équations citées dans I’étude [2] on ne rencontre
pas les équations fonctionnelles considérées dans cette Note.

Remarque ajoutée sur I'épreuve.

Monsieur le Professeur J. ACZEL a bien voulu lire le manuscript de
cette Note et il nous a donné, dans une lettre, quelques observations intéres-
santes sur des résultats énoncés dans le présent article, ce dont nous lui sommes
fort reconnaissants.

Nous pensons revenir sur le sujet de cette Note pour déterminer les
solutions de 1’équation fonctionnelle

Fi(x)+ Gi(y) = Fy(x) Go(y)

sans rien supposer des fonctions Fy, F,, G, G,.

Dans l'article en projet nous confronterons également les résultats de la
présente Note avec ceux de H. W. Pexider [3], de C. Stephanos [4], de T.
Levi-Civita [5), de P. Stdickel [6], de O. Suté [T].
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REZIME

O JEDNOM POSTUPKU KOJI DAJE FUNKCIONALNE JEDNACINE CIJA SE
NEPREKIDNA I DIFERENCIJABILNA RESENJA MOGU ODREDITI

Dragoslav S. Mitrinovié
U ovom c¢lanku je generalisan jedan ranije objavljen piséev rezultat [1}
o funkcionalnim jednadinama. Izmedu ostalih tretirane su jednaline
(1) SO FO) = afP)+bfOx) +c,
2) [fG)+ag™)] [f ) +bgO)]=f(x)+f(»),
(a, b, ¢ konstante; fR(¢) = d*f (r)/dt*)

kao i druge opStijeg oblika.
Tako, na primer, za jednaéinu (2) dokazan je rezultat:
Neprekidna i diferencijabilna reSenja funkcionalne jednaline (2) su:

o akq? 2k — k2

1° f)= e, g () =
2b+(ﬂ—b)k1 2b+(a—-b)k1

o b k52 2ky—ky?
2a+(b—a)k, 2a+(b—a)k,

gde su k; i k, proizvoljne konstante pod uslovom da je
2b+(a—b)k, #£0, 2a+(b—a)k, #£0.

Dokazani su i ovi rezultati:
1° Jedino neprekidno i diferencijabilno reSenje funkcionalne jednadine

(3) S ) f) =)+ ()
je funkcija f(x)=0;
2° Sva neprekidna i diferencijabilna reSenja funkcionalne jednacine
C)) Fx) S =f )+ ™(y)
su funkcije: .
fx)=0, fo=1.

Jednadine (3) i (4) su partikularni sluéajevi jednadine (1), koja je u ovom
¢lanku detaljno obradena.



