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(primljeno 5. novembra 1962)

B. Berneis [1] dao je resenje sledeceg problema:
Pro b I em. Odrediti sve prirodne brojeve ZI koji imaju osobinu Z2 = nZI ,

gde je n fiksan prirodan broj, a Z2 broj koji se dobija iz ZI premeJtanjem
njegove poslednje cifre ispred prve. (Pretpostavlja se da je upotrebljen dekadni
brojni sistem.)

B. Berneis se ogranicio na slucajeve n = 1,2, . . . , 9; Osim toga on (u
tim slueajevima) nije odredio sve brojeve ZI koji imaju navedenu osobinu.
NaveScemo novo i potpuno resenje ovog problema i pokazacemo na cemu
pocivaju dye "cudnovate" cinjenice koje je primetio B. Berneis, ali ih nije
objasnio.

Resenje. Neka je

(1) ZI=(ZIZ2...Zk) (zi=O,I,2,...,9)

jedan od brojeva koje treba odrediti, napisan u dekadnom brojnom sistemu.
Formirajmo beskonacni periodicni decimalni razlomak

(2)

Kako je, prema uslovima zadatka,

(3)

IZ (2) sleduje

tj.

ili

(4) Z=~
lOn-l

Dakle, svaki broj (1) koji zadovoljava uslov (3) je period razlomka (4)
i to onaj period koji pocinje odmah iza decimalne zapete. Ovaj period ne
mora biti najkraci (osnovni), posta to nismo nigde pretpostavili.

(Zk = 1, 2, . .. , 9).

Dokazimo da vazi i obrnuto:
a) Decimalni razvoj broja (4) je cisto periodican tj. cifre tog razvoja

se periodicki ponavljaju pocev odmah iza decimalne zapete.
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b) Poslednja cifra onog perioda broja (4) koji pocinje odmah iza
decimalne zapete je Zk, tj. brojilac razlomka (4).

c) Period (1) broja (4) koji pocinje odmah iza decimalne zapete
zadovoljava uslov (3).

Dokazimo tvrdenje a). Ako pretpostavimo da ono nije tacno, bilo bi

z=O, 0102 ... Ojb1b2... bkb1b2... bk... (i,k> I, OJ=l=bk).

Odavde bi sledovalo

Zk 10k(ala2 ... aj)+(b1b2 .., bk)-(ala2 ... a/)
Z=-=

10n-1 10/(1Ok_1)
,

8to je nemoguce jer zbog o/=I=bkrazlika (b1b2 ... bk)-(0102 ... 0/) nije de-
ljiva sa 10.

Prema tome, Imamo

(5) z=O, b1b2... bkb1b2... bk ...

Dokazimo tvrdenje b). Iz (5) sleduje

(6)

Kako su poslednje cifre brojeva IOn-I i 10k_1 devetke, zakljucujemo
da je

9zk = 9bk (mod 10),
odakle sleduje Zk = bk.

Na kraju dokazimo i tvrdenje c). Iz

nz = (Zk + z) 10-1

= (bk + z) 10-1

= 0, bkb1b2
'"

bk-l bkb1b2 ... bk-l ...

=
(bkb1 b2 ... bk-l)

10k_1

(4) sleduje

Uporedujuci poslednju jednakost sa (6), zakljucujemo

n(b1b2
'"

bk)=(bkb1b2 ... bk-l),

sto je i trebalo dokazati.
Ovim je navedeni problem u potpunosti resen.

da je

P rim e r. Ako je n ~4, zk = 1 iz (4), dobijamo

Z = 0, 025641 025641 ...

(7)

Prema tome, za Zl mozemo uzeti brojeve

o 25641
02 56410 25641

025 64102 56410 25641

gde prednju nulu mozemo izostaviti, ali 0 njoj moramo voditi racuna pri formiranju broja
Z2'
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Ako uzmemo da je zk=2, 3, ... ,9, tada se umesto brojeva (7) dobijaju brojevi koji
su dva, tri, ... , devet puta veci od brojeva (7).

B. Berneis je (izuzev u slucaju n = 1) dobio sarno one brojeve Zl koji su jednaki
osnovnim periodima razlomaka (4). Tako, na primer, od brojeva (7) dobio je sarno prvi.

Primedba. Za neke vrednosti broja n moze se desiti da je duzina osnovne peri ode
razlomka (4) razlicita za razne vrednosti zk' Na primer, ako je n=5, tada je osnovna peri-
oda razlomka 1/49

(8) 02040 81632 65306 12244 89795 91836 73469 38775 51

a osnovna perioda razlornka 7/49 = 1/7 je 142857.

Navedimo da je osnovna perioda razlomka 1/89 jednaka

(9) 01123 59550 56179 77528 08988 76404 49438 20224 7191.

B. Berneis je primetio da se brojevi (8) i (9) mogu dobiti "sabiranjem" stepena broja
2 i "sabiranjem" Fibonacci-evih brojeva, respektivno:

(10)

020408163264
128

256
512

1024 .. .
020408163265306122 . . .

0112358
13
21

34
55

89
144 ...

01123595505 ...
On to nije mogao dokazati jer, iduci drugim putem, nije primetio da su (8) i (9)

periodi razlomaka 1/49 i 1/89, respektivno.
Seme (10) su posledice sledecih jednakosti:

1 2 1 co

( 2 )
n

49
=

100 ~ = ~1 100 '
1--

100

(II)
I 1

89 100

I co

= 10-1 " c lO-nIlL... n ,

1 n=O
10 102

gde su co=l, cl=l, c2=2, c3=3, c,=5, c5=8,
'"

Fibonacci-evi brojevi. Jednakost (11) sle-
duje iz poznate jednakosti

I-x-x'

co

2: cnxn.
n=O

G e n era I i z a c ij e. 1° Na isti nacin resava se ovaj problem kada se
dye ili vise poslednjih cifara prebacuju na pocetak (zadrzavajuci svoj poredak).

2° Interesantno je resiti ovaj problem i u drugim brojnim sistemima.
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Resume

SUR UN PROBLEME ARITHMETIQUE

D. Z. Djokovic

B. Berneis [1] a considere Ie probleme suivant:
Determiner tous les nombres naturels Zl possMant la propriete Z2 = nZl

(n entier), ou Z2 est Ie nombre obtenu a partir de Zl par deplacement de
son dernier chiffre devant Ie premier.

Dans cet article l'auteur donne une nouvelle et complete solution de ce
probleme et trouve l'explication pour deux proprietes "curieuses" des nombres
(8) et (9), apercues par B. Berneis.


