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1. - Dans cette Note, nous prouverons tout d'abord l'inegalite suivante

(Ll)
n n-l

Van-xn> Van-I_xn-I (n, nombre naturel > 1)

avec a> 0 et 0 <x <a.

Si l'on pose x = at, l'inegalite (Ll) devient

n n-I

(1. 2) (O<:t<I).

Supposons qu'il existe au moins un t E (0, 1) pour lequel on a

(1. 3)
ce qui impliquerait
(1.4)

n n-l

vT-tn <; Vl-tn-I ,

Nous allons demontrer, dans ce qui suit, qu'il n'existe aucun t E (0, 1)
verifiant la relation (1.4). A cet effet, envisageons Ie polynome suivant

(1. 5)
ou bien

P (t) = (1-tnt-I-(I-tn-It,

pet) =PI (t) -P2(t),
avec

n-I
PI (t) = (1-rnt-I = L (-I)k (nkl) tkn,

k=O

n

P2 (t) = (l-tn-1t = L (-1)" (~ )
t.(n-l).

.=0

Ces deux polynomes ont des termes semblables si et seulement si
l'equation indeterminee

kn = v (n -1)

admet des solutions (k, \/), ou k E {O, 1,2,
'"

, n-I} et v E {O, I, 2, .,. , n}.
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Les solutions eherehees sont uniquement (0, 0) et (n-I, n). C'est pour-
quoi, nous avons Ie developpement suivant eontenant 2n - 2 termes:

( 1.6) pet) = tn-l {(n
-(~)tn-l

_(nIl) t

+(n21)tn+l

-(n31) t2n+l

-( ~ ) t3n-3

+.. .

-(-I)n-2 ( n )tn'-4n+3+(-lt-2 (n-l ) tn'-3n+l
n-2 n-2

+ (-I)n-2 (n~l) tn'-3n+2 + 2 (-It-1 tn'-2n+l} .

Le nombre des zeros positifs du polynome P (t), selon Ie theoreme de
Descartes, est inferieur ou egal 11n-l, etant donne que ee polynome presente
n-l variations de signes. D'autre part, la forme (1.5) du polynome P (t)
montre que t = 1 est un zero de l'ordre n-l du polynome en question. On
en eoncIut que Ie polynome P (t) possede un et un seul zero positif t = 1
dont l'ordre de multiplieite est n-l.

E'ant donne que

sgn P (t) = sgn {(-1)n-l (t-l)n-l}

= sgn (1-tt-1

= 1,

(O<t<l)

il s'ensuit qu' il n'existe aueune valeur t E (0, 1) pour laquelle la relation
(1.4) aurait lieu. Ceei demontre l'inegalite (1.2).

Comme exemple, eonsiderons l'inegalite suivante
6 5

vl-t6 > vI-t5 (O<t < 1).

Le polynome eorrespondant P (t) admet la forme que voici

P (t) = (1-t6)5_(1-t5)6

= -f' (2t25 -6 t20 -5 t19 + 15 t15 + IOtI3_20t10-1 OF + 15f' + 5t-6)

= -t5 (t -1)5 (2t20 + IOt19+ 30t18 + 70t17 + 140t16 + 246t15 + 385 t14

+ 545t13+ 705 t12+ 835t11+ 911 tl0+ 915t9+ 845t8+ 715t7 + 555t6

Sans faire usage du theoreme de Descartes, on eonelut, done, 11partir
de la representation precedente du polynome P (t), que l'on admet

sgn P (t) = sgn (1-t)5

=1.

(0 < t < 1).

Or, l'inegalite envisagee plus haut est vraie.
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2. - Examinons pour quelIes valeurs de t E (0, 1) a lieu l'int5galite
suivantel

(2.1)

oil n designe un nombre naturel superieur it 1.
A cet effet, considerons Ie polynome suivant

(2.2) P (t) = (1-t"-l)"-l_(1-t"t.

Afin que les polynomes

admettent des termes semblables, il faut et it suffit que l'equation indeterminee

k (n-I) =vn

possede des solutions (k, v) avec kE {O, 1,2,
'"

, n-I} et vE {O, 1,2, ... , n}.

La solution cherchee est (0, 0) et elle est unique.
Le polynome P (t) s'ecrit sous la forme suivante:

(2.3) P (t) = t,,-1 {_(nIl)

(n-I )+ 2 t"-1

-(n31) t2"-2

+.. .

+ (-1)"-1 (:=D t"'-3"+2_( -1)"-1 (n~l) t"'-2"+1

+O)t

-( ~) t"+1

-( -1)" (: )t"'-"+1} .
Le polynome P (t) presente n variations de signes ce qui implique que

Ie nombre de ses zeros positifs est, au plus, egal it n. Comme l'on voit it
partir de la relation (2.2), Ie polynome admet t = 1 comme zero de l'ordre n-1.

Le polynome figurant entre accolades au second membre de l'egalite
(2.3), lequel sera designe par Q (t), admet les proprietes suivantes2:

lim Q(t)=(-I)"-l.oo.
/--++00

Etant donne que l'on a, en outre,

sgnQ(I-e:)= +1, sgnQ(I+e:)=(-I)"-l

oil e:(> 0) est suffisamment petit, Ie polynome Q (t) ainsi que celui pet)
possedent une racine to E (0, 1).
-- n n-r

1 La comparaison des fonctions VI-t"-r et VI-t" (r=2,3,...)dansl'intervaIle
(0,1) peut etre effectuee probablement d'une maniere analogue.

2 L'analyse se simplifie si l'on considere P (t) sous la forme suivante:
p (t)

=
(l_t)n-I {(1 + t + t2 + . . . + t"-2)n-I_(I-t) (I + t+ t2+ . . . + t"-I),,}.
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Puisqu' on admet
sgn P (t) = sgn (t---,-to)

on peut ecrire Ie resultat suivant:

(0 < t < I et

n n-l

.Jl-tn-l < .Jl-tn (0 < t < to < 1),
n n-l

.Jl-tn-l> v'I=?

A titre d'exemple, prenons l'inegalite
3

~<~(2.4)

0\1 to sera precise plus tard.
Supposons qu'il existe au moins un t, verifiant la condition indiquee,

pour lequel on a

ce qui implique

3

.Jl-t2;>.JI-t3,

P (t) = (l-t2)2-(1-t3)3 ;>O.

Nous avons donc la factorisation suivante

pet) = t2(t7-3t4+ t2+ 3t-2)

= t2 (t-l)2 (t6 + 2t4 + 3t3 + t2-t-2).

Le polynome t6+2t4+3t3+t2-t-2 a un zero to et un seul dans l'in-
tervaUe (0, 1) et ce polynome n'a pas d'autres zeros positifs.

Par suite, on a
sgn P (t) = sgn (t- to)'

ce qui signifie que P (t) ;> 0 n'a lieu pour aucune des valeurs de t verifian

o < t < to < 1.

Nous avons ainsi demontre l'inegalite (2.4).
D'une maniere analogue, on prouve l'inegalite suivante

3

.JI-t2> .Jl-t3 (0 < to< t < 1) .

3. - Dans la presente Note nous mettons a part Ie cas general qui
consisterait a examiner pour queUes valeurs de t E (0, I) aura lieu l'inegalite
sui vante

(3.1)
ou

m n

.Jl-tP < .Jl tq

(3.2)
m n

.Jl-tP> .JI tq,

0\1 m, n, p, q sont des nombres naturels convenablement choisis.
Toutefois, nous indiquons un simple exemple entrant dans cette categorie

d'inegalites.
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Envisageons les inegalites que voici:

5 3

yl-t2 < yl-t4,(3.3)

(3.4)
5 3

Vl-f> vI t4
et examinons pour queUes valeurs de t > 0 elles seront vraies.

Le polynome associe aux inegalites (3.3) et (3.4) possede la forme
suivante:

P (t) = (1-t2)3_(1-t4)5

= t2(tI8_5 t14+ 10 t1°-10 t6-[4+ 8 t2-3)

= [2(t-l)3 Q (t),

avec
Q (t) = t15+ 3 t14+ 6 t13+ 10 t12+ 10 t11+ 6 tl0 - 2 t9- 14 t8 - 20 t7

- 20 t6 - 14 t5 - 2 t4 + 6 t3+ 10 t2+ 9 t + 3 .
Le polynome Q (l) a precisement deux zeros positifs tl et t2 qui appar-

tiennent respectivement aux intervalles (0,1) et (1,2).
Par suite, nous sommes conduits a l'egalite que voici:

sgn P (t) = sgn (t-l) sgn (t-tJ sgn (t-t2)

Cette egalite per met d'ecrire Ie resultat suivant:

(t > 0) .

5 3

~<yl-t4
5 3

VT=f2 > y I-t4

4. - Dans la literature mathematique nous n'avons pas rencontre la
classe (3.1) ou (3.2) d'inegalites algebriques laquelle comprend les inegalites
(1.2) et (2.1), comme des cas particuliers.

D'une part, ces inegalites sont simples; d'autre part, elles se laissent
etudier par une technique purement algebrique.

Par un choix convenable des parametres m, n, p, q, sans les restreindre
a etre des nombres naturels (on ecarte Ie cas simple si m = n ou p = q), on
pourrait egalement generaliser les inegalites considerees plus haut.

Remarque 1. L'inegalite (1.2) est d'ailleurs une consequence immediate de
l'inegalite suivante:

(0 < t < 1).

Remarque 2. Voir les articles N!! 100 et N!! 101 de ces Publications.


