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SUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE
Letterio Toscano
1. Angelesco a démontré en 1921 (Sur certaines équations différentielles

linéaires complétement intégrables, C. R. Acad. des Sciences-Paris, t. 172,
p. 40—41) que I’équation différentielle
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.ol szdi et P,(x)=(x—o)(x—o)- - -(x—a,) (0% g~ - -5~ 2,), a pour
x

intégrales particuliéres
(x—aprtn, (x—o)*t7 ..., (x—a)rtn
Par suite son intégrale générale est
Y=Ci(x—a)* "+ Cy(x—a)? 7+ . - - + Cp(x—a,)

Récemment, Blagoj S. Popov, dans le numéro 68 de ces Publications
(O jednoj diferencijalnoj jednadini) a donné la solution générale de I’équation

) > ( ‘,j) PY (x) DI %y =0
ol P, (%) = (x—a) (x—0) - - - (x—a,).

Dans cette note nous donnons la solution de 1’équation (1) par un
développement plus simple et prouvons I’équivalence des équations (1) et (2).

2. Soient oy, @,, ... , «,, n constantes quelconques mais inégales et x
variable. Des différences x—o;, x-a,, ..., x—a, formons les fonctions
symétriques ¢élémentaires s,(p=1,2, ... , n), sommes des produits p a

p des n différences,
si=(x—o)+(x—a)+ -+ +(xX—0,),

S=x—a)(x—)+ - F(x—g)(x—)+ - - - H(X—0,1) (X —a),
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Sg=(x—og) (X —0p) (x —0g) + -+ - +(x—0o)) (x —xg) (X —0t;) + - - -
+(x—oyp) (x—ap—y) (x—a),

S;:—1=(x~°ﬁz)(x—°€a)' S —a) (=) (r—ag) - - (X —a) -
+(x—ot1)(x-—a2)- ‘ '(';—“n—l)a

Sp=(x—a) (x—ap)- - - (x—atp).
Les dérivées successives de s, par rapport & x sont
D, sy,=1ls,_4,
2
D5 sp=215,—3,
3
Dx sn:3! Sp—3>

DI s, =(n—1Dlsy,

Dis,=n!,
d’ou
1 n—1) 1 n—2
n=P"(x), 5= P¢ (%), sy=——-P8 V), ...,
n ( 1 (n—l)' ) 2 (n—2)' ( )
1
sn—IZTPSII) (X), S,,=P,, (x)
D’autre part Déquation de racines x—ay, X—@, ... , X—0%, ...,
x—ua, détermine I’identité
(x—a)" =5y (x—e)" T+ sy (x— )" 2~ -+ (=)' s g (x—a) + (= 1)"s5,=0,
ou bien
1 n—
L P () (rm e — - PV () (e
n! (n—1)

+(—1y1PP (%) (x—o) + (= 1) Py(x)=0.

A+n .
En multipliant chaque terme par n!( n )(x—oci))‘ , on obtient succes-
sivement

S (77 e (- 1)/7’1#]& PI0 () =)=k =0,
0 n —K)!

n 1w n A+n)A+n—1)--(A+n—k+1) >\+n—k)P(nn—k) «(x=o ) Hr—k 0,
%k( ) (n—k)! n(n—1)-.-(n—k + 1) ( n—k () (x=ou)

S (-1 (x;n;k)f’&"—"’ (x) - Dy (x —a}+"=0.
> -
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De la il suit que I’équation (1) a pour intégrales particuliéres

(x—d.l))"*'", (x_%))\-l_n" R (x_“n))\—kn'
Du fait que
(- l)" (7\+n—k) —(— 1)k A+tn—kyQ+n—k—1).--(A+ 1)
* n—k (n—k)!
n(—A—D(—r—2)---(=r—n+k) —a—1
=(~1 =(=1)"
=D (n—k)! (= (n—k )

I’équation (1) prend la forme
2 —A—1 n—
> ()PP - y=0
0

ou bien

oo (—A—1\ Lk n—k
PP (x). D Fy 0.
gk( )PP y

laquelle est précisément du type (2).



