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SUR UNE EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE

Letterio Toscano

1. Angelesco a demontre en 1921 (Sur certaines equations differentielles
lineaires compIetement integrables, C. R. Acad. des Sciences-Paris, t. 172,
p. 40-41) que l'equation differentielle

(1)
~ k

( -l)k C. :~~k) p~n-k) (x) D~ y = 0,

integrales particulieres

Par suite son integraIe generale est

Recemment, Blagoj S. Popov, dans Ie numero 68 de ces Publications
(0 jednoj diferencijaInoj jednacini) a donne la solution generale de l'equation

(2)

ou Pn(X)=(X-IXJ(X-~)" .(X-lXn)'

Dans cette note nous donnons la solution de l'equation (1) par un
developpement plus simple et prouvons l'equivalence des equations (1) et (2).

2. Soient lXI' 1X2, .,. , IXn,n constantes quelconque'5 mais inegales et x
variable. Des differences X-lXI' X-1X2' ... , X-lXn formons les fonctions
symetriques elementaires sp (p = 1, 2, ... , n), sommes des produits p a
p des n differences,

Sl = (X-IXI) + (X-IXJ + . . . + (X-lXn),

S2=(X-IXI)(X-~)+' . . + (X-IXI)(X-lXn)+ . . . + (X-lXn-I)(X-lXn),
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S3=(X-~1)(X-~2)(X-~3)+ . . . +(X-~l)(X-~)(X-~n)+ . . .

+ (x-~n-J (X-~n-l) (x-~n)'

Sn-l=(X-~)(X-~3)" ,(x-~n)+(x-~J(X-~3)" ,(x-~n)+'"
.

+ (x-~J (x-~). . .(X-~n-l)'

Les derivees successives de Sn par rapport it x sont

D 2
- 2 'x Sn - . Sn-2,

D 3 _3 'x Sn - .Sn-3,

D n-I
- ( 1)'x Sn - n - .Sl,

D;sn =n!,
d'ou

n! =
p~n) (x), -

1
P (n-l) ( )Sl - n X ,

(n -1)!
S2=

(n ~ 2)!
p~n-2) (x), .., ,

1 (I)
Sn-l =-Pn (x),

I!
Sn= Pn (x).

D'autre part I'equation de racines
x - ~n determine l'identite

(X-~iY-Sl(X-~it-l+S2(X-~iY-2 +(-Iy-lsn-l(x-~i)+(-I)nsn=O,

... , x-Ct.;, ... ,

ou bien

1
P

(n) ( ) ( )n 1
P

(n-l) ( ) ( )n 1
- n X. X - ~i - n X . X - ~i - + . . .
n! (n-I)!

+ (-Iy-l p~1) (x). (X-~i) + (_1)n Pn (x) = O.

En multipliant chaque terme par n! c,:n) (X-~/)A, on obtient succes-

sivement

~ ,(A+n
) ( )A ( I) k 1

P
(n-k) ( ) ( )n-k_ On. X-~i - -- n X . X-OCt -,

ok n (n-k)!

i (-l)k -~
(A+ n) (A+ n-I). .. (A+ n-k + I) (A+n-k )p~n-k) (X). (X-OCj)f.+n-k = 0,

Ok (n-k)! n(n-l)...(n-k+l) ,n-k
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De Iii it suit que l'equation (I) a pour integrales particulieres

(x-cxli\+n, (x_~)A+n,..., (x-cxn)A+n.

Du fait que

. (-I)k(')..,+n-k )=(-I)k
(')..,+n-k)(A+n-k-1)...(')..,+1)

n-k (n-k)!

= (-It
(-')..,-1)(-')..,-2).. .(-')..,-n+k~

= (-It (-')..,-1 ),
(n-k)! n-k

l'equation (1) prend la forme

i (-')..,-1 )p~n-k) (x). D~y = 0
o k n-k

ou bien

f (-')..,-1 )p~k) (x). D;-k y = O.
ok k

laquelle est precisement du type (2).


