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SUR UNE RELATION RECUR RENTE CONCERNANT LES
NOMBRES DE STIRLING

Maurice Glaymann - Dragomir L. -Dokovic

1. Introduction

Les nombres de Stirling de premiere espece S';; (n, m nombres entier.>
ou nuls) sont definis par

(1. I)
n

(x}n=x(x-l)(x-2). . .(x-n+ 1)=
2:

s';;xm,
m~1

Sg=l, S~=O (n>O), S';;=O (m>n).
On peut ranger ces nombre3 dans un tableau ilIimite

triangulaire:

avec

~I
-~I-
--

2

3
--

(1. 2)
4

5 j-=
6

---
7

--

8

--
9

---
10

de la forme



m-l m m+l

n-l ../----
n-I n

n I I . ..1 I ~I. I

m-I m m+ 1 n-2 n-l

n-I 1- I I I . .
I

n -..-
m m+ 1 m+2

n-l --------- n-l n
n Ll--=l . . .1
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Ces nombre<; verifient plusieurs relations recurrentes, la principale etant

(1. 3)

A cette relation on peut associer Ie schema suivant

S m S m-t S m
n+\= n -n n'

(S I) n

m

n+1

Le carre noir correspor.d aux indices du nombre S'::+\ qui se trouve au
premier membre de (1. 3) et les deux carres blancs correspondent aux indices
des deux autres nombres de Stirling s,;;-t et S';; qui figurent au deuxieme
memble de la relation (1. 3).

Dans Ie livre de Ch. Jordan [I], on trouve les quatre relations recurrentes
suivantes:

(1. 4) S m m-\ ~ (k )S k
n-t + S n - \ = L. n

'k~m m

(1. 5)

(1. 6)

(1. 7)

dont les schemas sont respectivement

(S 2)

(S 3)

(S 4)

m m+ 1 m+2 n-l n
(S 5)

n
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Les nombres sg, s:' sL. .. situes
(1. 2) sont egaux a un.

Les nombres de Stirling situes
tableau sont donnes par la formule

sur la diagonale principale du tableau

sur la deuxieme diagonale du meme

(1. 8)

Aux nombres de Stirling situes sur les quatre diagonales suivantes cor-
respondent les formules:

S~-2=
~ (;) (3n-l),

S n-3- 1 (n ) ( 1)n - -- n n- ,
2 4

.

(1. 9)

S~-5= -~ (n ) n(n-l) (3n2-7n-2).
16 6

Pour la demonstration de ces formules, voir les articles [2] et [3].

2. Relation recurrente

Nous allons etablir une relation recurrente entre les elements d'une
meme colonne du tableau (1. 2).

Par application de la formule (1. 3), on obtient:

S;;' = s;;'=1 -en-I) S;;'-t,

S;;'-l = s;;,=i -(n-2) S':-2,

S;;'-2=S'::=~ -(n-3) S':-3,

S;;'-3 = s;;,=~-(n-4) S':-4,

S m
S m-l S

m
m+l= m -m m,

S;::= S;::=: .

Multiplions la premiere de ces egalites par 1, la deuxieme par -en-I),
la troisieme par (n-I) (n-2), la quatrieme par -en-I) (n-2) (n-3),...,
la (n-m)-ieme par (-l)n-m-t (n-I) (n-2).. .(m+I) et la derniere par
(-I)n-m (n-I) (n-2).. .(m+I)m.
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Pat addition, il vient

n-m+1
Sr;:= L (-I)k-l(n-l)(n-2)"'(n-k+I)Sr;:=~

k=1

ou encore

(2. I) sr;:=~ n-~+I (-I)k-1k! (n )S::'=k'
n k=1 k

D'autre part, considerons la fonction

(2. 2) J(X,y)=yX

de deux variables reelles x et y (y > 0).
En partant de la relation

:X (~: 1) = :;n (:xl)
(n entier),

il vient pour I(x, y) = yx

o on
- [(x)nyx-n] =- (yX logy).
ox 0yn

En utilisant la formule de Leibniz, on a

[; (X)n + (x)n log y]
yx-n = [(X)nIOgy+ kt

(-I)k-l(k-I)!(:)(X)n-k ]yx_n

d'oil, apres simplification,

(2. 3) ~(X)n= i (-W-1(k-1)! (n )(X)n-k'
h ~I k

D'apres la relation (1. I), il vient

(2. 4) i kxk-l S~ = i (- I)k-l (k- 1)! (:)'ik x' S~-k'
k=1 k=1 ,=1

Apres identification des coefficients de xn-p dans l'identite (2. 4), il vient

s:-p+ I =
1 i (_I)k-l (k-I)! (n )S:=~.

n - p + 1k=1 k

En posant m = n - p + I, on obtient la formule

(2. 5) Sr;: = ~ n-~+I (_I)k-l (k-I)! (n )sr;:=L (m <n).
m k=1 k

En egalant les seconds membres des identites (2. I) et (2. 5), on obtient

(2. 6)
n-m + 1

(L (-l)k-l(mk-n) n )(k-I)! s::'=L=o
k-I k
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ou, en rcmplacant m et n respectivement par m + 1 et n + I,

n-m+ I

(n+ I)L:
(_I)k-l [em+ I) k-n-I] (k-I)!S;;'-k+ 1=0.

k~l k

Si l' on pose k = n - m - r + I, on obtient la formule suivante

n-m

(n + 1 )
.

L: (-I)r[(m+ I)(n-m-r+ I)-n-I] (n-m-r)! S;:+r=O.
r~O m+r.

En resolvant cette equation par rapport it S;;" on obti~nt

n-m-l m(n-m-k)-k
(2.7) (_l)n-m(n-m)S;;'= L:

(-I)k (n)n-m-k S;:+k'
k~O n-m-k+ 1

C'est la relation que nous nous proposions d'obtenir.
Les formules recurrentes (2. 1) et (2. 5) ont Ie meme

et la formule (2. 7) Ie schema (S 7):
schema (S 6)

m-l m m

m-lj=
m 1--

m
m+l

(S 6) (S 7)

n -..
n-2
n-l

3. Remarques

La formule (2. 6) peut etre employee pour la verification des tables de
nombres de Stirling.

On peut aussi appliquer Ja formule (2. 7) pour
aombres particuliers S;;' pour lesquels la difference
petite. Dans Ie meme but on peut utiliser la formule

l'evaluation de certains
n - m est relativement
( 1. 7).

REFERENCES

[II Ch. Jordan: Calculus of Finite Differences, second edition, New York 1950.
[2] D. S. M i t r i n 0 vie: Sur les nombres de Stirling de premiere espece et les poly-

names de Stirling, Publications de la Faculte d'electrotechnique de I'Universite a Belgrade,
serie: Mathematiques et physique, N.? 23, 1959.

[3] D. S. M i t r i no vie - R. S. M i t r i n 0 vie: Sur les nombres de Stirling et les
nombres de Bernoulli d'ordre superieur. Publications de la Faculte d'electrotechnique de
I'Universite a Belgrade, serie: Mathematiques et physique, .Ni>.43, 1960.


