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1. Introduction

Les nombres de Stirling de premiére espéce S, (n, m nombres entiers
ou nuls) sont définis par

. n
(1. 1 =x(x=-1)(x=2)- - -(x—n+ =3 S x™,
. m=1
avec S9=1, S2=0 (n>0), ST =0 (m>n).

On peut ranger ces nombres dans un tableau illimité de la forme
triangulaire:
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Ces nombres vérifient plusieurs relations récurrentes, la principale étant
1. 3) Sno =S _nsT.

A cette relation on peut associer le schéma suivant

(S 1 n ‘
n+1
Le carré noir correspord aux indices du nombre S, qui se trouve au
premier membre de (1. 3) et les deux carrés blancs correspondent aux indices

des deux autres nombres de Stirling Sh ' et S qui figurent au deuxiéme
membie de la relation (1. 3).

Dans le livre de Ch. Jordan [1], on trouve les quatre relations récurrentes
suivantes:
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dont les schémas sont respectivement
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Les nombres 58, S }, S%, ... situés sur la diagonale principale du tableau
(1. 2) sont égaux a un. :

Les nombres de Stirling situés sur la deuxi¢cme diagonale du méme
tableau sont donnés par la formule

(1. 8) Sﬁ“=—(">~

2

Aux nombres de Stirling situés sur les quatre diagonales suivantes cor-
respondent les formules:

si7 = (5) Gro,

S —% (:) n(n—1),

(1. 9) wes 1 [n s 20
S a48(5)(15n 30m+5n+2),
- 1 /n
Sn 5=——() —1)3n—Tn-2).
16 Le nin—1)(@3n n—2)

Pour la démonstration de ces formules, voir les articles [2] et [3].

2. Relation récurrente

Nous allons établir une relation récurrente entre les éléments d’une
méme colonne du tableau (1. 2).

Par application de la formule (1. 3), on obtient:
Sy=8yZi—(n—1) S,_4,
Sh_1= SZZ% —(n—2) Sn—2,
Sh_2=87T5—(n—3) Sy,
Srs=8nli—(n—4) Si,

m —1 m

Sme1=8m —mSn,
—1
Sm=Sm-1.

Multiplions la premiére de ces égalités par I, la deuxiéme par —(n—1),
la troisiéme par (n—1) (n—2), la quatriéme par —(n—1) (n—2) (n-3),...,
la (n—m)-iéme par (— 1" "1 (n—1) (n—2)---(m+1) et la derniére par
(=D (n-1) (n=2)- - -(m+1)m.
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Pai addition, il vient

n—m+41 )
ST > (=)' =1 @—2)- - -(n—k+1) ST}
k=1
ou encore
n—m+1
@ 1 sp=t Z+ (=1etk () smi

D’autre part, considérons la fonction
Q. 2 J&x )=y

de deux variables réelles x et y (y>0).
En partant de la relation
_()_( 9 f)= 9 (if) (n entier),
ox \oy" oy" \ox
il vient pour f(x,y)=p*

—[( X)n Y* "]—

En utilisant la formule de Leibm’z, on a
d n
@+ (ulogy [y*"= | (D logy+ S (—l)k—l(k—l)!(”)(x»._k e
dx k=1 k

d’ou, aprés simplification,

d
@ 3) L (3= z (= 12 (k- 1)'( )(x)n .
dx
Draprés la relation (1. 1), il viem
n n : n—k
2. 4 S k=1 %= Z(—l)"—l(k—l)!(”)z XS i
k=1 =1 k] =
Aprés identification des coefficients de x"—? dans I’identité (2. 4), il vient
SpPHi 1)1 (ke — 1'< ) :
~p+l z (=1 ) %
En posant m=n—p+1, on obtient la formule
. 1 n—m-+ m
2. 5) z (= 1 (e — 1)'( ) ml (m<n).

En égalant les seconds membres des identités (2. I) et (2. 5), on obtiem

. n—m+1 n 1
(2. 6) S (—l)k“(mk——n)( )(k-—l)! smioo
k=1 k
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ou, en rcmplacant m et n respectivement par m+1 et n+1,

n+1

n—m-+ 1 .
S (_1)k—1[(m+1)k_n_1]< i
k=1

)(k——l)! ST i1=0.

Si l'on pose k=n—m—r+1, on obtient la formule suivante

mtr

S (=D m+ 1) (r—m—r + ) —n—1] (”+1)(n—; m—r)! ST, —0.
r=0 . .

En résolvant cette équation par rapport a S,, on obtient

m "l m(n—m—k)—k
22D (=Dhrmn—m) S, = S | i S A A
2.7 (=" (n—m) IZO (=D S

m
(n)n—m—k Sm+k-
C’est la relation. que nous nous proposions d’obtenir.

Les formules récurrentes (2. 1) et (2. 5) ont le méme schéma (S 6)
et la formule (2. 7) le schéma (S 7):

m—1 m m
m—1 m
mo___ m+1
S 6 : C)
n—2 n—2
n—1 o n—1

n il »

3. Remarques

La formule (2. 6) peut éire emplioyée pour la vérification des tables de
nombres de Stirling.

On peut aussi appliquer la formule (2. 7) pour I’évaluation de certains

nombres particuliers S, pour lesquels la différence n—m est relativement
petite. Dans le méme but on peut utiliser la formule (1. 7).
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