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SUR L'EQUATION FONCTIONNELLE

f{X3' Xl + x2)-f{xu X2+ X3)+ f{X2' xI)-f{X2' X3)= 0

Dragomir 2. Dokovic

(Recu Ie 15 fevrier 1962)

C'est un complement 11l'article: Sur quelques equations fonctionnelles, par
D. S. Mitrinovic et D. 2. Dokovic, qui paraLra dans les Publications de
l'Institut mathematique de Belgrade, nouvelle serie, t. 1, 1961.

Dans l'article cite, on a trouve la solution generale de douze equations
fonctionnelles obtenues par Ie changement des arguments u et v de feu, v)
dans l'equation suivante

f(XI +x2, x3)-f(XI' X2+X3)+f(XI, x2)-f(x2, X3)=0.

(1)

(2)

II est question ici des deux equations:

f(X3' Xl +x2)-f(XI' x2 +x3) + f(x2, xl)-f(x2, X3)=0,

f(XI + x2, x3)-f(x2 + x3, Xl) +f(XI' x2)-f(X3' X2)= 0,

qui ne sont pas compU:tement resolues dans ledit article.
Si dans (2)l'on posefEx,y)=g(y,x), ontrouvequelafonction g(x,y)

satisfait 11l' equation (l). Done, il suffit de ne considerer que l' equation (1).
The 0 d: me 1. - Toute solution de l' equation fonctionnelle (1) est

donnee par la fonction

(3) f(x, y) = F(x + y)-F(x)-F(y) + 2c (x) + c (y),

ou F(x) designe une fonction arbitraire et c (x) une solution quelconque de
l'Cquation de Cauchy f(x+y) =f(x) +f(y).

Demonstration. - En posant Xl = X, x2 = y, x3 = 0, l'equation (1) fournit
la relation suivante:
(4) f(x, y)-f(y, x)=f(O, x+y)-f(y, 0).

Si dans (1) l'on pose XI=X, X2=0, X3=Y' on obtient

(5) f(x, y)-f(y, x) =/(0, x)-j(O, y).

En comparant les egalites (4) et (5), il vient

ou bien
(6)

f(O, x+y)-f(y, O)=f(O, x)-f(O, y),

f(O, X + y)-f(O, x)-f(O, y) =f(y, 0)-2f(0, y).
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La fonction figurant au premier membre de (6) est symetrique. On en
conclut que la fonction figurant au second membre de (6) se ramtme a une
eonstante, e'est-a-dire
(7) fey, 0)-2f(0, y) = -f(O, 0).

D'apres (7), l'equation (6) se reduit a

Done, on a
f(O, x+y)-f(O, x)-f(O,y)+f(O, 0)=0.

f(O, x)=f(O, O)+c(x),(8)

OU C(x) est une solution de l'equation de Cauchy f(x + y) = f(x) + fey).
La relation (5) donne

f(x, y)+f(O, y)=f(y, x)+f(O, x),
ou bien

f(x, y)+c(y)=f(y, x)+c(x).
II s'emuit

f(x, y)-{ 2c (x) + c (y)} = fey, x)-{ 2c (y) + c (x)}.
La fonction

(9) hex, y)=f(x, y)-{2c(x)+c(y)}
est, done, symetrique.

Si dans (1) l'on pose f(x, y) = h (x, y) + 2c (x) + c (y), on obtient

h (Xs, Xl + x2) + 2c (xs) + C(Xl + x2)-h (Xl' x2 + xs)-2c (xl)-c (x2 + xs)

+ h (x2, Xl) + 2c (x2) + c (xl)-h (x2, xs)-2c (x2)-c (xs) = 0,
ou bien

h(xs, Xl+x2)-h(Xl, x2+xs)+h(X2, xl)-h(x2, xs)=O.

Ainsi, la fonction h (x, y) est symetrique et satisfait a l'equation (1);
done, d'apres un resultat de J. Erdos, elle a la forme suivante:

hex, y)=F(x+y)-F(x)-F(y).

Si l'on part de (9) et (10), on obtient la formule (3).
On verifie aisement que chaque fanction de la forme (3) satisfait a

['equation (1).
La demonstration est ainsi aehevee.

Corollaire. - La solution continue generale de l'equation (1) est don-
nee par

(10)

f(x, y) = F(x + y)-F(x)-F(y) + a (2x + y),

ou F(x) designe une fonction continue queleonque et a une comtante arbitraire.


